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RESUMO 
 
Este estudo analisa o desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão 
de números racionais de alunos do 6.º ano de escolaridade, no âmbito da realização de 
uma unidade de ensino concebida com o objectivo de o promover. A unidade de ensino, 
que contempla a exploração de tarefas de multiplicação e divisão de números racionais 
não negativos em contextos significativos, fundamenta-se nos princípios da Educação 
Matemática Realista e na Teoria dos Campos Conceptuais, principalmente no que 
respeita ao desenvolvimento das estruturas multiplicativas, e nas componentes relativas 
ao desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de números racionais não 
negativos. Por conseguinte, estas temáticas constituem o quadro de referência teórico 
deste estudo. A metodologia segue o paradigma interpretativo com design de estudo de 
caso múltiplo, realizando-se três estudos de caso. Para além da investigadora, 
participaram no estudo uma professora de Matemática e uma das suas turmas do 6.º ano, 
onde estavam integrados os alunos-caso. A concepção e a realização desta unidade de 
ensino resultou do trabalho colaborativo entre investigadora e professora. A unidade 
privilegia: (i) exploração de problemas de contexto reconhecíveis para os alunos; (ii) 
valorização das produções próprias; (iii) desenvolvimento de modelos de situação; (iv) 
conexões matemáticas (v) carácter interactivo do ensino-aprendizagem; (vi) avaliação 
formativa e reguladora e, ainda, a concepção de uma trajectória hipotética de 
aprendizagem da multiplicação e da divisão de números racionais não negativos, 
enfatizando o desenvolvimento do raciocínio multiplicativo e o sentido destas operações 
de forma integrada. A recolha de dados recorreu a técnicas como observação com 
registos vídeo e áudio, análise documental, testes e entrevistas em profundidade com 
registo áudio e documental. Os resultados do estudo permitem caracterizar o trajecto de 
aprendizagem realizado pelos alunos e concluir que todos desenvolveram: (i) 
familiaridade com diferentes significados e contextos das operações; (ii) flexibilidade 
no uso das propriedades das operações; (iii) razoabilidade na análise de processos e 
resultados; e (iv) capacidade de usar símbolos e linguagem matemática formal 
significativos. Deste modo, desenvolveram sentido da multiplicação e da divisão de 
números racionais não negativos. Estes resultados sugerem a eficácia da unidade de 
ensino que serve de base a este estudo.   
 
Palavras-chave: Números racionais, Educação Matemática Realista, Estruturas 
multiplicativas, Sentido de operação. 
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ABSTRACT 
 
This study analyzes the process of developing the sense of multiplication and 
division of rational numbers of grade 6 students (11-12 years old), in the framework of 
a teaching unit designed to promote that development. The teaching unit, which 
considered the exploration of tasks involving multiplication and division of non 
negative rational numbers in meaningful contexts, was founded on basic principles of 
Realistic Mathematics Education and Conceptual Fields Theory, especially as regards 
the development of multiplicative structures and in components related to the 
development of the sense of multiplication and division of non negative rational 
numbers. Therefore, these issues constitute the theoretical framework of this study. The 
methodology followed the interpretative paradigm to design a multiple case study, 
carrying out three case studies. Alongside with the researcher, a mathematics teacher 
participated in the study, as well as one of her grade 6 classes that included the case-
study students. The design and realization of this unit resulted from collaborative work 
between the researcher and the teacher. The unit focuses on: (i) exploration of issues of 
recognizable context for students, (ii) appreciation of indigenous resources, (iii) 
development to model situations, (iv) mathematical connections (v) interactive nature of 
teaching and learning, (vi) regulatory and formative assessment and also the conception 
of a hypothetical learning trajectory of multiplication and division of non negative 
rational numbers, which emphasizes the development of multiplicative reasoning and 
components of the meaning of these operations in an integrated manner. Data was 
collected using techniques such as observation with video and sound recordings, 
document analysis, testing and extensive interviews with audio recordings and 
documents. The study results allow to characterize the learning trajectory experienced 
by students and concludes that all developed: (i) familiarity with different meanings and 
contexts of operations, (ii) flexibility in use of the properties of operations, (iii) the 
reasonableness process analysis and results and (iv) ability to use formal mathematical 
language and symbols meaningful, i.e. developed sense of multiplication and division of  
non negative rational numbers. These results suggest the effectiveness of the teaching 
unit. 
 
Keywords: Rational numbers, Realistic Mathematics Education, Multiplicative 
structures, operation sense. 
  
  
 xi 
 
INDICE GERAL 
CAPITULO 1 INTRODUÇÃO _______________________________________________________ 1 
1.1 MOTIVAÇÃO, OBJECTIVO E QUESTÕES DO ESTUDO ________________________________ 1 
1.2 CONTEXTO E PERTINÊNCIA DO ESTUDO _________________________________________ 5 
1.2.1 Números racionais, multiplicação e divisão no currículo português _______________ 5 
1.2.2 Ensino-aprendizagem de números racionais, multiplicação e divisão ______________ 7 
1.2.3 Investigação em Portugal sobre o ensino-aprendizagem de números racionais ____ 10 
1.3 ORGANIZAÇÃO DO ESTUDO ______________________________________________________ 14 
CAPÍTULO 2 PROPOSTAS CURRICULARES PARA O ENSINO-APRENDIZAGEM DE NÚMEROS 
RACIONAIS _________________________________________________________________ 17 
2.1 EDUCAÇÃO MATEMATICA REALISTA ___________________________________________ 17 
2.1.1 História e filosofia _____________________________________________________ 17 
2.1.2 Princípios fundamentais da Educação Matemática Realista ____________________ 21 
2.1.3 Ensino de números racionais _____________________________________________ 28 
2.2 RATIONAL NUMBER PROJECT ________________________________________________ 41 
2.2.1 História e filosofia _____________________________________________________ 41 
2.2.2 Princípios fundamentais do Rational Number Project _________________________ 42 
2.2.3 Ensino de números racionais _____________________________________________ 50 
2.3 CONSIDERAÇÕES FINAIS ____________________________________________________ 61 
CAPÍTULO 3 CAMPOS CONCEPTUAIS E ESTRUTURAS MULTIPLICATIVAS _________________ 65 
3.1 A TEORIA DOS CAMPOS CONCEPTUAIS _________________________________________ 66 
3.1.1 Conceitos ____________________________________________________________ 69 
3.1.2 Situações ____________________________________________________________ 70 
3.1.3 Esquemas ____________________________________________________________ 71 
3.1.4 Significantes __________________________________________________________ 75 
3.1.5 Campos conceptuais ___________________________________________________ 78 
3.2 ESTRUTURAS MULTIPLICATIVAS ______________________________________________ 79 
3.2.1 Isomorfismo de medidas ________________________________________________ 80 
3.2.2 Produto de medidas ____________________________________________________ 85 
3.2.3 Proporção múltipla ____________________________________________________ 89 
3.3 CONSIDERAÇÕES FINAIS ____________________________________________________ 90 
CAPÍTULO 4 O SENTIDO DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS _____ 93 
4.1 SENTIDO DE NÚMERO E SENTIDO DE OPERAÇÃO _________________________________ 93 
4.2 ENSINO-APRENDIZAGEM DO CONCEITO DE NÚMERO RACIONAL ___________________ 109 
4.3 ENSINO-APRENDIZAGEM DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS _ 113 
CAPÍTULO 5 UNIDADE DE ENSINO _______________________________________________ 127 
5.1 FINALIDADES E OBJECTIVOS GERAIS ________________________________________________ 127 
5.2 TRAJECTÓRIA HIPOTÉTICA DE APRENDIZAGEM_________________________________________ 129 
5.2.1 Objectivos, tarefas e processo hipotético de aprendizagem ___________________ 134 
5.3 CONCRETIZAÇÃO DA TRAJECTÓRIA HIPOTÉTICA DE APRENDIZAGEM __________________________ 153 
5.3.1 Metodologia de trabalho _______________________________________________ 153 
5.3.2 Processo de Avaliação _________________________________________________ 155 
CAPÍTULO 6 METODOLOGIA DE INVESTIGAÇÃO ____________________________________ 161 
6.1 PARADIGMA DO ESTUDO _______________________________________________________ 161 
6.2 DESIGN DO ESTUDO __________________________________________________________ 165 
6.3 CRITÉRIOS DE QUALIDADE __________________________________________________ 168 
6.3.1Critérios de cientificidade _______________________________________________ 168 
6.3.2 Critérios de ordem social _______________________________________________ 172 
6.3.3 Qualidade do estudo __________________________________________________ 173 
6.4 PROCEDIMENTOS DE CARÁCTER METODOLÓGICO ______________________________ 175 
6.4.1 Participantes ________________________________________________________ 175 
6.4.2 Sessões de trabalho com a professora ____________________________________ 177 
6.4.3 Recolha de dados _____________________________________________________ 179 
6.4.3 Análise e interpretação de dados ________________________________________ 187 
CAPÍTULO 7 LÚCIA ____________________________________________________________ 193 
7.1 APRESENTAÇÃO DE LÚCIA __________________________________________________ 193 
7.2 DESEMPENHO ANTES DA UNIDADE DE ENSINO _________________________________ 194 
7.2.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais ___ 195 
7.2.2 Sentido de número racional _____________________________________________ 206 
7.3 DESEMPENHO DURANTE A UNIDADE DE ENSINO _______________________________________ 214 
7.3.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais ___________________ 214 
7.4 DESEMPENHO NO FIM DA UNIDADE DE ENSINO ________________________________ 234 
7.4.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais ___________________ 234 
7.5 DESEMPENHO SEIS MESES DEPOIS DA UNIDADE DE ENSINO _______________________ 253 
7.5.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais ___________________ 253 
7.6 TRAJECTORIA DE APRENDIZAGEM DE LÚCIA ____________________________________ 266 
7.6.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais ___ 266 
7.6.2 Sentido de número racional _____________________________________________ 269 
7.6.3 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais ___________________ 271 
CAPITULO 8 FRANCISCO _______________________________________________________ 285 
8.1 APRESENTAÇÃO DE FRANCISCO __________________________________________________ 285 
8.2 DESEMPENHO ANTES DA UNIDADE DE ENSINO _________________________________ 286 
8.2.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais ___ 286 
8.2.2 Sentido de número racional _____________________________________________ 297 
8.3 DESEMPENHO DURANTE A UNIDADE DE ENSINO _______________________________________ 304 
8.3.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais ___________________ 304 
8.4 DESEMPENHO NO FIM DA UNIDADE DE ENSINO ________________________________ 324 
8.4.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais ___________________ 324 
8.5.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais ___________________ 340 
8.6 TRAJECTORIA DE APRENDIZAGEM DE FRANCISCO _______________________________ 353 
8.6.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais ___ 353 
8.6.2 Sentido de número racional _____________________________________________ 356 
8.6.3 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais ___________________ 357 
CAPITULO 9 JACINTA __________________________________________________________ 369 
9.1 APRESENTAÇÃO DE JACINTA ____________________________________________________ 369 
9.2 DESEMPENHO ANTES DA UNIDADE DE ENSINO ________________________________________ 370 
9.2.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais ___ 370 
9.2.2 Sentido de número racional _____________________________________________ 382 
9.3 DESEMPENHO DURANTE A UNIDADE DE ENSINO _______________________________________ 390 
9.3.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais ___________________ 390 
9.4 DESEMPENHO NO FIM DA UNIDADE DE ENSINO ________________________________________ 407 
9.4.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais ___________________ 408 
9.5 DESEMPENHO SEIS MESES DEPOIS DA UNIDADE DE ENSINO ________________________________ 423 
9.5.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais ___________________ 423 
9.6 TRAJECTÓRIA DE APRENDIZAGEM DE JACINTA _________________________________________ 435 
9.6.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais ___ 435 
9.6.2 Sentido de número racional _____________________________________________ 438 
9.6.3 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais ___________________ 439 
CAPITULO 10 ANÁLISE TRANSVERSAL DAS TRAJECTORIAS DE APRENDIZAGEM __________ 451 
10.1 SENTIDO DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS _____________ 451 
10.1.1 Familiaridade com os diferentes significados e contextos das operações ________ 452 
 
xii 
 xiii 
10.1.2 Flexibilidade no uso das propriedades das operações _______________________ 463 
10.1.3 Razoabilidade na análise de processos e resultados ________________________ 467 
10.1.4 Símbolos e linguagem matemática formal significativos _____________________ 471 
10.2 SENTIDO DE NÚMERO RACIONAL ________________________________________________ 476 
CAPITULO 11 CONCLUSÃO _____________________________________________________ 481 
11.1 SÍNTESE DO ESTUDO ________________________________________________________ 481 
11.2 PRINCIPAIS CONCLUSÕES DO ESTUDO _____________________________________________ 483 
11.2.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais __ 484 
11.2.2 Sentido de número racional ____________________________________________ 485 
11.2.3 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais __________________ 485 
11.2.4 Potencialidades e limitações da unidade de ensino _________________________ 490 
11.3 RECOMENDAÇÕES E LIMITAÇÕES DO ESTUDO ________________________________________ 494 
11.4 REFLEXÃO FINAL ___________________________________________________________ 496 
REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS _________________________________________________ 497 
APÊNDICES __________________________________________________________________ 509 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 xv 
 
INDICE DE QUADROS 
TABELA 4.1: MODELO PARA CARACTERIZAR O SENTIDO DE NÚMERO (MCINTOSH ET AL., 1992, P.4) .............................. 95 
TABELA 4.2: MODELO PARA A CARACTERIZAÇÃO DO SENTIDO DE OPERAÇÃO ............................................................ 108 
TABELA 4.3: MODELO PARA CARACTERIZAR O SENTIDO DE NÚMERO RACIONAL ......................................................... 112 
TABELA 4.4: SITUAÇÕES MODELADAS PELA MULTIPLICAÇÃO E DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS (GREER, 1992, P. 280) .. 123 
TABELA 4.5: CLASSIFICAÇÃO PROPOSTA PARA SITUAÇÕES A MODELAR PELA MULTIPLICAÇÃO E DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS ......................................................................................................................................... 126  
 
TABELA 5.1: PLANIFICAÇÃO ESPECÍFICA DA TRAJECTÓRIA HIPOTÉTICA DE APRENDIZAGEM ............................................ 134 
TABELA 5.2CALENDARIZAÇÃO DA TRAJECTÓRIA DE APRENDIZAGEM REALIZADA NA TURMA .......................................... 157 
 
TABELA 6.1: ADEQUAÇÃO ENTRE O OBJECTIVO DA INVESTIGAÇÃO E O TIPO DE ENTREVISTA (GHIGLIONE & MATALON, 1993, 
P.94) ................................................................................................................................................ 182  
TABELA 6.2: CALENDARIZAÇÃO DAS ENTREVISTAS ............................................................................................... 186 
TABELA 6.3: CATEGORIZAÇÃO DOS DIFERENTES SIGNIFICADOS DA MULTIPLICAÇÃO E DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS ..... 190 
 
TABELA 7.1:ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM OS DIFERENTES SIGNIFICADOS E CONTEXTOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO 
DE NÚMEROS INTEIROS E NÚMEROS DECIMAIS – ANTES DA UE ..................................................................... 201 
TABELA 7.2: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NO USO DAS PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS 
INTEIROS E NÚMEROS DECIMAIS – ANTES DA UE ....................................................................................... 202 
TABELA 7.3: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NA ANÁLISE DE PROCESSOS E RESULTADOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE 
NÚMEROS INTEIROS E NÚMEROS DECIMAIS – ANTES DA UE ......................................................................... 205 
TABELA 7.4: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA FORMAL SIGNIFICATIVOS DA 
MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS INTEIROS E NÚMEROS DECIMAIS – ANTES DA UE............................. 206 
TABELA 7.5: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM OS DIFERENTES SIGNIFICADOS DAS FRACÇÕES EM CONTEXTO – ANTES DA UE
 ........................................................................................................................................................ 208 
TABELA 7.6: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM A UNIDADE DE REFERÊNCIA DAS FRACÇÕES EM CONTEXTO – ANTES DA UE
 ........................................................................................................................................................ 209 
TABELA 7.7: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM DIFERENTES REPRESENTAÇÕES DE NÚMERO RACIONAL – ANTES DA UE ... 210 
TABELA 7.8: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NA COMPARAÇÃO, ORDENAÇÃO E DENSIDADE DE NÚMEROS RACIONAIS – ANTES 
DA UE ............................................................................................................................................... 212  
TABELA 7.9: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA FORMAL SIGNIFICATIVOS DE 
NÚMEROS RACIONAIS – ANTES DA UE ..................................................................................................... 213 
TABELA 7.10: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM OS DIFERENTES SIGNIFICADOS E CONTEXTOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA 
DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – DURANTE A UE ................................................................................... 225 
TABELA 7.11: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NO USO DAS PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS – DURANTE A UE ................................................................................................................. 229 
TABELA 7.12: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NA ANÁLISE DE PROCESSOS E RESULTADOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE 
NÚMEROS RACIONAIS – DURANTE A UE ................................................................................................... 231 
TABELA 7.13: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA FORMAL DA MULTIPLICAÇÃO E DA 
DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS ........................................................................................................... 234 
TABELA 7.14: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM OS DIFERENTES SIGNIFICADOS E CONTEXTOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA 
DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – FIM DA UE ......................................................................................... 244 
TABELA 7.15: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NO USO AS PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS – FIM DA UE ....................................................................................................................... 247 
TABELA 7.16: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NA ANÁLISE DE PROCESSOS E RESULTADOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE 
NÚMEROS RACIONAIS – FIM DA UE......................................................................................................... 249 
TABELA 7.17: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA FORMAL SIGNIFICATIVOS DA 
MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – FIM DA UE ............................................................ 252 
TABELA 7.181: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA FORMAL SIGNIFICATIVOS DA 
MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – SEIS MESES DEPOIS DA UE ........................................ 265 
 
TABELA 8.1: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM OS DIFERENTES SIGNIFICADOS E CONTEXTOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO 
DE NÚMEROS INTEIROS E NÚMEROS DECIMAIS – ANTES DA UE ..................................................................... 291 
TABELA 8.2: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NO USO DAS PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS 
INTEIROS E NÚMEROS DECIMAIS – ANTES DA UE ....................................................................................... 293 
TABELA 8.3: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NA ANÁLISE DE PROCESSOS E RESULTADOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE 
NÚMEROS INTEIROS E NÚMEROS DECIMAIS – ANTES DA UE ......................................................................... 295 
TABELA 8.4: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA FORMAL SIGNIFICATIVOS DA 
MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS INTEIROS E NÚMEROS DECIMAIS – ANTES DA UE............................. 297 
TABELA 8.5: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM OS DIFERENTES SIGNIFICADOS DAS FRACÇÕES EM CONTEXTO – ANTES DA UE
 ........................................................................................................................................................ 299 
TABELA 8.6: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM A UNIDADE DE REFERÊNCIA DAS FRACÇÕES EM CONTEXTO – ANTES DA UE
 ........................................................................................................................................................ 300 
TABELA 8.7: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM DIFERENTES REPRESENTAÇÕES DE NÚMERO RACIONAL – ANTES DA UE ... 301 
TABELA 8.8: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NA COMPARAÇÃO, ORDENAÇÃO E DENSIDADE DE NÚMEROS RACIONAIS – ANTES 
DA UE ............................................................................................................................................... 303  
TABELA 8.9: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA SIGNIFICATIVOS DE NÚMEROS 
RACIONAIS – ANTES DA UE ................................................................................................................... 304 
TABELA 8.10: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM OS DIFERENTES SIGNIFICADOS E CONTEXTOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA 
DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – DURANTE A UE ................................................................................... 315 
TABELA 8.11: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NO USO DAS PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS – DURANTE A UE ................................................................................................................. 319 
TABELA 8.12: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NA ANÁLISE DE PROCESSOS E RESULTADOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE 
NÚMEROS RACIONAIS – DURANTE A UE ................................................................................................... 321 
TABELA 8. 13: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA FORMAL SIGNIFICATIVOS DA 
MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – DURANTE A UE ...................................................... 323 
TABELA 8.14: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM OS DIFERENTES SIGNIFICADOS E CONTEXTOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA 
DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – FIM DA UE ......................................................................................... 332 
TABELA 8.15: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM AS PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS – FIM DA UE ....................................................................................................................... 335 
TABELA 8.16: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NA ANÁLISE DE PROCESSOS E RESULTADOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE 
NÚMEROS RACIONAIS – FIM DA UE......................................................................................................... 337 
TABELA 8.17: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA FORMAL SIGNIFICATIVOS DA 
MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – FIM DA UE ............................................................ 340 
TABELA 8.18: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM OS DIFERENTES SIGNIFICADOS E CONTEXTOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA 
DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – SEIS MESES DEPOIS DA UE ..................................................................... 346 
TABELA 8. 19: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NO USO DAS PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS – SEIS MESES DEPOIS DA UE ................................................................................................... 349 
TABELA 8.20: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NA ANÁLISE DE PROCESSOS E RESULTADOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE 
NÚMEROS RACIONAIS – SEIS MESES DEPOIS DA UE ..................................................................................... 350 
TABELA 8.21: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA FORMAL SIGNIFICATIVOS DA 
MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – SEIS MESES DEPOIS DA UE ........................................ 353 
 
TABELA 9.1: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM OS DIFERENTES SIGNIFICADOS E CONTEXTOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO 
DE NÚMEROS INTEIROS E NÚMEROS DECIMAIS – ANTES DA UE ..................................................................... 376 
TABELA 9.2: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NO USO DAS PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS 
INTEIROS E NÚMEROS DECIMAIS – ANTES DA UE ....................................................................................... 378 
TABELA 9.3: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NA ANÁLISE DE PROCESSOS E RESULTADOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE 
NÚMEROS INTEIROS E NÚMEROS DECIMAIS – ANTES DA UE ......................................................................... 380 
TABELA 9.4: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA FORMAL SIGNIFICATIVOS DA 
MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS INTEIROS E NÚMEROS DECIMAIS – ANTES DA UE............................. 381 
TABELA 9.5: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM OS DIFERENTES SIGNIFICADOS E CONTEXTOS DAS FRACÇÕES – ANTES DA UE
 ........................................................................................................................................................ 384 
TABELA 9.6: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM A UNIDADE DE REFERÊNCIA DAS FRACÇÕES EM CONTEXTO – ANTES DA UE
 ........................................................................................................................................................ 385 
TABELA 9.7: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM DIFERENTES REPRESENTAÇÕES DE NÚMERO RACIONAL – ANTES DA UE ... 387 
TABELA 9.8: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NA COMPARAÇÃO, ORDENAÇÃO E DENSIDADE DE NÚMEROS RACIONAIS – ANTES 
DA UE ............................................................................................................................................... 389  
TABELA 9.9: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA SIGNIFICATIVOS DE NÚMEROS 
RACIONAIS – ANTES DA UE ................................................................................................................... 390 
 
xvi 
 xvii 
TABELA 9.10: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM OS DIFERENTES SIGNIFICADOS E CONTEXTOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA 
DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – DURANTE A UE ................................................................................... 399 
TABELA 9.11: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NO USO DAS PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS – DURANTE A UE ................................................................................................................. 403 
TABELA 9.12: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NA ANÁLISE DE PROCESSOS E RESULTADOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE 
NÚMEROS RACIONAIS – DURANTE A UE ................................................................................................... 405 
TABELA 9.13: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA FORMAL SIGNIFICATIVOS DA 
MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – DURANTE A UE ...................................................... 407 
TABELA 9.14: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM OS DIFERENTES SIGNIFICADOS E CONTEXTOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA 
DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – FIM DA UE ......................................................................................... 415 
TABELA 9.15: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NO USO DAS PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS – FIM DA UE ....................................................................................................................... 418 
TABELA 9.16: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NA ANÁLISE DE PROCESSOS E RESULTADOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE 
NÚMEROS RACIONAIS – FIM DA UE......................................................................................................... 420 
TABELA 9.17: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA FORMAL SIGNIFICATIVOS DA 
MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – FIM DA UE ............................................................ 423 
TABELA 9.18: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM DIFERENTES SIGNIFICADOS E CONTEXTOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO 
DE NÚMEROS RACIONAIS – SEIS MESES DEPOIS DA UE ................................................................................ 428 
TABELA 9. 19: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM AS PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS – SEIS MESES DEPOIS DA UE ................................................................................................... 431 
TABELA 9.20: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM PROCESSOS E RESULTADOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS – SEIS MESES DEPOIS DA UE ................................................................................................... 432 
TABELA 9.21: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA FORMAL SIGNIFICATIVOS DA 
MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS – SEIS MESES DEPOIS DA UE ........................................ 435 
 
TABELA 10.1: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM OS DIFERENTES SIGNIFICADOS E CONTEXTOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA 
DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS ........................................................................................................... 452 
TABELA 10. 2: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NO USO DAS PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS ......................................................................................................................................... 463  
TABELA 10. 3: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NA ANÁLISE DE PROCESSOS E RESULTADOS DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE 
NÚMEROS RACIONAIS ........................................................................................................................... 467 
TABELA 10. 4: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES COM SÍMBOLOS E LINGUAGEM MATEMÁTICA FORMAL SIGNIFICATIVOS DA 
MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS .............................................................................. 471 
TABELA 10. 5: ESTRATÉGIAS E DIFICULDADES NAS DIFERENTES COMPONENTES DO SENTIDO DE NÚMERO RACIONAL ......... 476 
 
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 xix 
INDICE DE FIGURAS 
FIGURA 2.1: ESQUEMA REPRESENTATIVO DA RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS NA EMR (GRAVEMEIJER, 1994) ...................... 24 
FIGURA 2.2: NÍVEIS (GRAVEMEIJER, 2005, P.98) ................................................................................................ 27 
FIGURA 2.3: MODELAÇÃO DA SITUAÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO DE PIZAS (STREEFLAND, 1991A) .......................................... 29 
FIGURA 2.4: MODELAÇÃO DA SITUAÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO DE PAUS DE RAIZ-DOCE (STREEFLAND, 1991A) ....................... 30 
FIGURA 2.5: MODELAÇÃO DA SITUAÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO DE CHOCOLATES (STREEFLAND, 1991A) ................................ 31 
FIGURA 2.6: DIAGRAMA EM ÁRVORE (STREEFLAND, 1991A) .................................................................................. 31 
FIGURA 2.7: DIAGRAMA EM ÁRVORE (STREEFLAND, 1991A) .................................................................................. 32 
FIGURA 2.8: TABELAS DE RAZÃO PARA A COMPARAÇÃO DE FRACÇÕES (STREEFLAND, 1991A) ........................................ 33 
FIGURA 2.9: MODELAÇÃO DE SITUAÇÃO          (STREEFLAND, 1991A) ............................. 34 
FIGURA 2.10: MODELAÇÃO DA SITUAÇÃO     . (STREEFLAND, 1991A) ............................................ 35 
FIGURA 2.11: MODELAÇÃO DA SITUAÇÃO  	   
 (STREEFLAND, 1991A).................................................. 35 
FIGURA 2.12: MODELAÇÃO DA SITUAÇÃO 
 	   . (STREEFLAND, 1991A) .............................................. 36 
FIGURA 2.13:  	    ...................................................................................................................... 38 
FIGURA 2.14: O TAMPO DA MESA É  DA BARRA (KEIJZER, 2003) ....................................................................... 38 
FIGURA 2.15: FRACÇÃO – ELEVADOR (KEIJZER, 2003) .......................................................................................... 40 
FIGURA 2.16: ESQUEMA CONCEPTUAL PARA O ENSINO-APRENDIZAGEM DE NÚMEROS RACIONAIS (BEHR ET AL., 1980 ...... 43 
FIGURA 2.17: DEFINIÇÃO OPERACIONAL DO CONCEITO DE NÚMERO RACIONAL A PARTIR DA QUAL SÃO DESENVOLVIDAS AS 
TAREFAS DE ENSINO-APRENDIZAGEM (BEHR ET AL., 1981) ............................................................................ 45 
FIGURA 2.18: MODELO INTERACTIVO DE LESH (LESH ET AL., 2003) ......................................................................... 46 
FIGURA 2.19: PAPEL DOBRADO PARA COMPARAR  COM  ................................................................................ 54 
FIGURA 2.20:  DE  DE 1 ........................................................................................................................... 57 
FIGURA 2.21: MODELAÇÃO DA DIVISÃO COMO PARTILHA........................................................................................ 59 
FIGURA 2.22: MODELAÇÃO DA DIVISÃO COMO MEDIDA ......................................................................................... 59 
FIGURA 2.23: MODELAÇÃO DA EQUIVALÊNCIA DE FRACÇÕES .................................................................................. 62 
 
FIGURA 3.1: ISOMORFISMO DE MEDIDAS PARA A MULTIPLICAÇÃO (VERGNAUD, 1983, P.129) ..................................... 80 
FIGURA 3.2: OPERADOR ESCALAR (VERGNAUD, 1983, P.130) ............................................................................... 81 
FIGURA 3.3: OPERADOR FUNCIONAL (VERGNAUD, 1983, P.130) ........................................................................... 81 
FIGURA 3.4:ISOMORFISMO DE MEDIDAS PARA O 1.º TIPO DE DIVISÃO (VERGNAUD, 1983, P.131) ................................ 82 
FIGURA 3.5: INVERSÃO DO OPERADOR ESCALAR (VERGNAUD, 1983, P.131) ............................................................. 82 
FIGURA 3.6: ISOMORFISMO DE MEDIDAS PARA O 2.º TIPO DE DIVISÃO (VERGNAUD, 1983, P.132) ................................ 83 
FIGURA 3.7: INVERSÃO DO OPERADOR FUNCIONAL (VERGNAUD, 1983, P.132) ......................................................... 83 
FIGURA 3.8: ISOMORFISMO DE MEDIDAS PARA A REGRA DE TRÊS (VERGNAUD, 1983, P.133) ....................................... 84 
FIGURA 3.9: PROCEDIMENTOS DE RESOLUÇÃO PARA OS PROBLEMAS DA REGRA DE TRÊS (VERGNAUD, 1983, P.146) ........ 84 
FIGURA 3.10: PRODUTO DE MEDIDAS PARA A MULTIPLICAÇÃO (VERGNAUD, 1983, P.135) .......................................... 85 
FIGURA 3.11: TABELAS DE DUPLA ENTRADA PARA A RESOLUÇÃO DE SITUAÇÕES DE PRODUTO CARTESIANO (VERGNAUD, 1983, 
P.135) ................................................................................................................................................ 86  
FIGURA 3.12: PRODUTO DE MEDIDAS PARA A DIVISÃO (VERGNAUD, 1983, P. 136) ................................................... 87 
FIGURA 3.13: ISOMORFISMO DUPLO POR RECURSO AO OPERADOR ESCALAR (VERGNAUD, 1983, P. 137) ....................... 87 
FIGURA 3.14: ISOMORFISMO DUPLO POR RECURSO AO OPERADOR FUNCIONAL (VERGNAUD, 1983, P. 137) ................... 88 
FIGURA 3.15: ISOMORFISMO DE MEDIDAS COMO PRODUTO DE MEDIDAS (VERGNAUD, 1983, P. 138) ........................... 88 
FIGURA 3.16: ENQUADRAMENTO DOS CONCEITOS DE MULTIPLICAÇÃO E DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS NA TEORIA DOS 
CAMPOS CONCEPTUAIS. .......................................................................................................................... 91 
 
FIGURA 5.1– SÍNTESE DO CICLO DO ENSINO DA MATEMÁTICA (SIMON, 1995, P.136) .............................................. 132 
FIGURA 5.2: CENÁRIO DE APRENDIZAGEM (FOSNOT & DOLK, 2002, P. 25) ............................................................ 133 
FIGURA 5.3: TABELA PARA MODELAÇÃO DAS ESTRATÉGIAS DE RESOLUÇÃO DA QUESTÃO 2.1 ....................................... 139 
FIGURA 5.4: DUPLA RECTA NUMÉRICA PARA MODELAÇÃO DAS ESTRATÉGIAS DE RESOLUÇÃO DA QUESTÃO 3.1 ................ 141 
FIGURA 5.5: ESTRATÉGIA DE CÁLCULO COM RECURSO À PROPRIEDADE COMUTATIVA E AO ELEMENTO NEUTRO DA 
MULTIPLICAÇÃO .................................................................................................................................. 142  
FIGURA 5.6: ESTRATÉGIA DE CÁLCULO COM RECURSO À PROPRIEDADE DISTRIBUTIVA DA MULTIPLICAÇÃO EM RELAÇÃO À 
ADIÇÃO ............................................................................................................................................. 142  
FIGURA 5.7:  	       ............................................................................................................... 144 
FIGURA 5.8:  	    FATIAS DE  E SOBRA  DE TORTA ........................................................................... 145 
FIGURA 5.9: TABELA DE RAZÃO PARA MODELAR A DIVISÃO COMO A OPERAÇÃO INVERSA DA MULTIPLICAÇÃO .................. 147 
FIGURA 5.10:  	    .................................................................................................................. 150 
FIGURA 5.11:      ...................................................................................................................... 151 
FIGURA 5.12:  	    ...................................................................................................................... 152 
 
FIGURA 7.1: FACTOS QUE LÚCIA CONSIDERA RELEVANTES SOBRE SI. ....................................................................... 194 
FIGURA 7.2: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 196 
FIGURA 7.3: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 2 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 196 
FIGURA 7.4 PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4 DA PRÉ-ENTREVISTA ......................................................... 197 
FIGURA 7.5: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 197 
FIGURA 7.6: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 5 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 198 
FIGURA 7.7: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6.1 DA PRÉ-ENTREVISTA ..................................................... 199 
FIGURA 7.8: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 7 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 200 
FIGURA 7.9: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 203 
FIGURA 7.10: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 12 DA PRÉ-ENTREVISTA .................................................... 204 
FIGURA 7.11: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 207 
FIGURA 7.12: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 208 
FIGURA 7.13: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 5 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 209 
FIGURA 7.14: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 7 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 210 
FIGURA 7.15: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 211 
FIGURA 7.16: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1 DA PRÉ-ENTREVISTA ...................................................... 212 
FIGURA 7.17: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 11 DO PRÉ-TESTE ............................................................ 212 
FIGURA 7.18: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1 ................................................................................. 215 
FIGURA 7.19: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 3.1 .............................................................................. 215 
FIGURA 7.20: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4.1 .............................................................................. 217 
FIGURA 7.21: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 8.1 .............................................................................. 218 
FIGURA 7.22: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9 ................................................................................. 218 
FIGURA 7.23: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 11 ............................................................................... 220 
FIGURA 7.24: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 13 ............................................................................... 221 
FIGURA 7. 25: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 14.2 ........................................................................... 221 
FIGURA 7.26: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 15 ............................................................................... 222 
FIGURA 7.27: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 16 ............................................................................... 222 
FIGURA 7.28: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 18 ............................................................................... 223 
FIGURA 7.29: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 19 ............................................................................... 224 
FIGURA 7.30: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 20.2 ............................................................................ 225 
FIGURA 7.31: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 17 ............................................................................... 227 
FIGURA 7.32: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6 ................................................................................. 227 
FIGURA 7.33: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 24A E B ........................................................................ 228 
FIGURA 7. 34: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 12 .............................................................................. 228 
FIGURA 7.35: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 21.1 ............................................................................ 229 
FIGURA 7.36: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 7 ................................................................................. 230 
FIGURA 7.37: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 5.1 .............................................................................. 232 
FIGURA 7.38: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 23B ............................................................................. 232 
FIGURA 7.39: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 22A ............................................................................. 232 
FIGURA 7.40: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 22B ............................................................................. 233 
FIGURA 7.41: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1 DO PÓS-TESTE .............................................................. 235 
FIGURA 7.42: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 3 DO PÓS-TESTE .............................................................. 235 
FIGURA 7.43: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1.1 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 236 
FIGURA 7.44: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6.1 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 237 
FIGURA 7.45: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 7 DO PÓS-TESTE .............................................................. 237 
FIGURA 7.46: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9.2 DO PÓS-TESTE ........................................................... 238 
FIGURA 7.47: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 5.1 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 238 
FIGURA 7.48: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9.1 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 239 
FIGURA 7.49: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9.1 DO PÓS-TESTE ........................................................... 239 
FIGURA 7.50: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 2 DA PÓS-ENTREVISTA ...................................................... 240 
FIGURA 7.51: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9.2 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 241 
FIGURA 7.52: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4 DA PÓS-ENTREVISTA ...................................................... 241 
FIGURA 7.53: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 13.2 DO PÓS-TESTE......................................................... 242 
 
xx 
 xxi 
FIGURA 7.54: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1.2 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 243 
FIGURA 7.55: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 8 DA PÓS-ENTREVISTA ...................................................... 243 
FIGURA 7.56: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6A E B DO PÓS-TESTE ...................................................... 245 
FIGURA 7.57: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 13D DA PÓS-ENTREVISTA ................................................. 245 
FIGURA 7.58: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 12 DO PÓS-TESTE ............................................................ 246 
FIGURA 7.59: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 11.1 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................. 246 
FIGURA 7.60: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 10 DA PÓS-ENTREVISTA .................................................... 248 
FIGURA 7.61: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4.1 PÓS-TESTE ............................................................... 249 
FIGURA 7.622: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 10 DO PÓS-TESTE.......................................................... 250 
FIGURA 7.633: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 14.2B DA PÓS-ENTREVISTA ............................................ 250 
FIGURA 7.644: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 15A DA PÓS-ENTREVISTA ............................................... 250 
FIGURA 7.655: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 15B DA PÓS-ENTREVISTA ............................................... 251 
FIGURA 7.666: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 14B DA PÓS-ENTREVISTA ............................................... 251 
FIGURA 7.67: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 16 DA PÓS-ENTREVISTA .................................................... 252 
FIGURA 7.68: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 7 ................................................................................. 253 
FIGURA 7.69: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1.1 .............................................................................. 254 
FIGURA 7.70: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6.1 .............................................................................. 254 
FIGURA 7.71: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 5.2 .............................................................................. 255 
FIGURA 7.72: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 2 ................................................................................. 256 
FIGURA 7.73: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 3 ................................................................................. 256 
FIGURA 7.74: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9.2 .............................................................................. 257 
FIGURA 7.75: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1.2 .............................................................................. 258 
FIGURA 7.76: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 8 ................................................................................. 258 
FIGURA 7.77: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 13B, C E D .................................................................... 260 
FIGURA 7.78: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 11.1 ............................................................................ 260 
FIGURA 7.79: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 12 ............................................................................... 261 
FIGURA 7.80: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 15 ............................................................................... 262 
FIGURA 7.811: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 14.2B ........................................................................ 264 
FIGURA 7.822: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 15B ........................................................................... 264 
FIGURA 7.833: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 14B ........................................................................... 265 
FIGURA 7.844: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 16 ............................................................................. 265 
 
FIGURA 8.1: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 287 
FIGURA 8.2: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 2 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 288 
FIGURA 8.3: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4 DA PRÉ-ENTREVISTA ........................................................ 288 
FIGURA 8.4: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 289 
FIGURA 8.5: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 7 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 291 
FIGURA 8.6: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 294 
FIGURA 8.7: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 294 
FIGURA 8.8: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 10B DO PRÉ-TESTE ............................................................ 296 
FIGURA 8.9: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 13A DA PRÉ-ENTREVISTA .................................................... 296 
FIGURA 8.10: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 298 
FIGURA 8.11: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 5 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 299 
FIGURA 8.12: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 300 
FIGURA 8.13: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 7 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 301 
FIGURA 8.14: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 302 
FIGURA 8.15: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 11 DO PRÉ-TESTE ............................................................ 302 
FIGURA 8.16: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 2 ................................................................................. 305 
FIGURA 8.17: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 3.1 .............................................................................. 306 
FIGURA 8.18: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4.1 .............................................................................. 307 
FIGURA 8.19: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9 ................................................................................. 309 
FIGURA 8.20: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 10 ............................................................................... 309 
FIGURA 8.21: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 11 ............................................................................... 310 
FIGURA 8.22: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 13 ............................................................................... 311 
FIGURA 8.23: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 14.2 ............................................................................ 311 
FIGURA 8.24: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 15 ............................................................................... 312 
FIGURA 8.25: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 16 ............................................................................... 312 
FIGURA 8.26: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 18 ............................................................................... 313 
FIGURA 8.27: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 19 ............................................................................... 314 
FIGURA 8.28: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 20.2 ............................................................................ 314 
FIGURA 8.29: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 7 ................................................................................. 316 
FIGURA 8.30: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 17 ............................................................................... 317 
FIGURA 8.31: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6A E 6B ........................................................................ 317 
FIGURA 8.32: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 24 ............................................................................... 318 
FIGURA 8.33: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 12 ............................................................................... 318 
FIGURA 8.34: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 21.1 ............................................................................ 319 
FIGURA 8. 35: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 5 ................................................................................ 321 
FIGURA 8.36: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 23B ............................................................................. 322 
FIGURA 8.37: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 22B ............................................................................. 322 
FIGURA 8.38: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1 DO PÓS-TESTE .............................................................. 324 
FIGURA 8.39: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 3 DOS SPÓS-TESTES ......................................................... 325 
FIGURA 8.40: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1.1 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 325 
FIGURA 8.41: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 7 DO PÓS-TESTE .............................................................. 326 
FIGURA 8.42: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 5.1 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 327 
FIGURA 8.43: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9.1 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 327 
FIGURA 8.44: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9.1 DO PÓS-TESTE ........................................................... 328 
FIGURA 8.45: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 2 DA PÓS-ENTREVISTA ...................................................... 328 
FIGURA 8.46: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9.2 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 329 
FIGURA 8.47: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4 DA PÓS-ENTREVISTA ...................................................... 330 
FIGURA 8.48: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 13.2 DO PÓS-TESTE......................................................... 330 
FIGURA 8.49: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1.2 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 331 
FIGURA 8.50: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 8 DA PÓS-ENTREVISTA ...................................................... 331 
FIGURA 8.51: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6A E B DO PÓS-TESTE ...................................................... 333 
FIGURA 8.52: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 13B E D DA PÓS-ENTREVISTA ............................................ 333 
FIGURA 8.53: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 12 DA PÓS-ENTREVISTA .................................................... 334 
FIGURA 8.54: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 11.1 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................. 334 
FIGURA 8.55: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 11.2 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................. 335 
FIGURA 8.56: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 10 DA PÓS-ENTREVISTA .................................................... 336 
FIGURA 8.57: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4.1 PÓS-TESTE ............................................................... 337 
FIGURA 8.58: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 7 ................................................................................. 341 
FIGURA 8.59: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1.1 .............................................................................. 341 
FIGURA 8.60: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6.1 .............................................................................. 342 
FIGURA 8.61: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 5.2 .............................................................................. 342 
FIGURA 8.62: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 2 ................................................................................. 343 
FIGURA 8.63: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 3 ................................................................................. 344 
FIGURA 8.64: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9.2 .............................................................................. 344 
FIGURA 8.65: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1.2 .............................................................................. 345 
FIGURA 8.66: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 8 ................................................................................. 345 
FIGURA 8.67: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 13B, C E D .................................................................... 347 
FIGURA 8.68: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 11.1 ............................................................................ 347 
FIGURA 8.69: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 12 ............................................................................... 348 
FIGURA 8.70: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 15 ............................................................................... 349 
FIGURA 8.715: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 14.2B ........................................................................ 351 
FIGURA 8.726: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 15A ........................................................................... 351 
FIGURA 8.737: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 14.1 B ....................................................................... 352 
FIGURA 8.748: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 16 ............................................................................. 352 
 
FIGURA 9.1: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 371 
FIGURA 9.2: PRODUÇÃO PARA A REALIZAÇÃO DA TAREFA 2 DA PRÉ-ENTREVISTA ........................................................ 371 
FIGURA 9.3: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 2 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 372 
FIGURA 9.4: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4 DA PRÉ-ENTREVISTA ........................................................ 372 
FIGURA 9.5: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 372 
FIGURA 9.6: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 5 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 373 
FIGURA 9.7: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6.1 DA PRÉ-ENTREVISTA ..................................................... 374 
 
xxii 
 xxiii 
FIGURA 9.8: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 7 DO PRÉ-TESTE ................................................................ 375 
FIGURA 9.9: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 10 DA PRÉ-ENTREVISTA ...................................................... 376 
FIGURA 9.10: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 378 
FIGURA 9.11: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 379 
FIGURA 9.12: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 10B DO PRÉ-TESTE .......................................................... 381 
FIGURA 9.13: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 13A DA PRÉ-ENTREVISTA .................................................. 381 
FIGURA 9.14: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 382 
FIGURA 9.15: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 383 
FIGURA 9.16: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 5 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 384 
FIGURA 9.17: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 385 
FIGURA 9.18: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 7 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 386 
FIGURA 9.19: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 8 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 386 
FIGURA 9.20: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9 DO PRÉ-TESTE .............................................................. 387 
FIGURA 9.21: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 10 DO PRÉ-TESTE ............................................................ 388 
FIGURA 9.22: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 11 DO PRÉ-TESTE ............................................................ 388 
FIGURA 9.23: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1 ................................................................................. 391 
FIGURA 9.24: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 3.1 .............................................................................. 392 
FIGURA 9.25: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4.1 .............................................................................. 392 
FIGURA 9.26: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9 ................................................................................. 394 
FIGURA 9.27: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 10 ............................................................................... 394 
FIGURA 9.28: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 11 ............................................................................... 395 
FIGURA 9.29: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 13 ............................................................................... 396 
FIGURA 9.30: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 14.2 ............................................................................ 396 
FIGURA 9.31: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 16 ............................................................................... 397 
FIGURA 9.32: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 18 ............................................................................... 398 
FIGURA 9.33: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 19 ............................................................................... 398 
FIGURA 9.34: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 20.2 ............................................................................ 399 
FIGURA 9.35: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 17 ............................................................................... 401 
FIGURA 9.36: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6A, B E C ...................................................................... 401 
FIGURA 9.37: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 24A ............................................................................. 402 
FIGURA 9.38: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 12 ............................................................................... 402 
FIGURA 9.39: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 21.1 ............................................................................ 403 
FIGURA 9.40: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 5 ................................................................................. 405 
FIGURA 9.41: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 23B ............................................................................. 406 
FIGURA 9.42: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 22 ............................................................................... 406 
FIGURA 9.43: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1 DO PÓS-TESTE .............................................................. 408 
FIGURA 9.44: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 3 DO PÓS-TESTE .............................................................. 409 
FIGURA 9.45: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1.1 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 409 
FIGURA 9.46: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6.1 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 410 
FIGURA 9.47: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 7 DO PÓS-TESTE .............................................................. 411 
FIGURA 9.48: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 5.1 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 411 
FIGURA 9.49: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9.1 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 411 
FIGURA 9.50: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9.1 DO PÓS-TESTE ........................................................... 412 
FIGURA 9.51: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 9.2 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 413 
FIGURA 9.52: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4 DA PÓS-ENTREVISTA ...................................................... 413 
FIGURA 9.53: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 13.2 DO PÓS-TESTE......................................................... 414 
FIGURA 9.54: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1.2 DA PÓS-ENTREVISTA ................................................... 414 
FIGURA 9.55: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 8 DA PÓS-ENTREVISTA ...................................................... 414 
FIGURA 9.56: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6A, B E D DO PÓS-TESTE .................................................. 416 
FIGURA 9.57: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 13D DA PÓS-ENTREVISTA ................................................. 417 
FIGURA 9.58: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 12 DA PÓS-ENTREVISTA .................................................... 417 
FIGURA 9.59: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 10 DA PÓS-ENTREVISTA .................................................... 419 
FIGURA 9.60: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 4.1 PÓS-TESTE ............................................................... 420 
FIGURA 9.611: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 14.2B DA PÓS-ENTREVISTA ............................................ 421 
FIGURA 9.622: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 15A DA PÓS-ENTREVISTA ............................................... 421 
FIGURA 9.633: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 14B DA PÓS-ENTREVISTA ............................................... 422 
FIGURA 9.64: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 16 DA ENTREVISTA .......................................................... 422 
FIGURA 9.65: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 7 ................................................................................. 424 
FIGURA 9.66: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1.1 .............................................................................. 424 
FIGURA 9.67: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 6.1 .............................................................................. 425 
FIGURA 9.68: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 5.2 .............................................................................. 426 
FIGURA 9.69: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 2 ................................................................................. 426 
FIGURA 9.70: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 3 ................................................................................. 427 
FIGURA 9.71: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 1.2 .............................................................................. 428 
FIGURA 9.72: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 8 ................................................................................. 428 
FIGURA 9.73: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 13B, C E D .................................................................... 429 
FIGURA 9.74: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 11.1 ............................................................................ 430 
FIGURA 9.75: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 15 ............................................................................... 431 
FIGURA 9.766: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 14.2B ........................................................................ 433 
FIGURA 9.777: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 15B ........................................................................... 433 
FIGURA 9.788: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 14B ........................................................................... 434 
FIGURA 9.799: PRODUÇÃO PARA A RESOLUÇÃO DA TAREFA 16 ............................................................................. 434 
 
 
 
 
 
xxiv 
 1 
 
 
 
CAPITULO 1  
 
 
INTRODUÇÃO 
 
 
 
1.1 MOTIVAÇÃO, OBJECTIVO E QUESTÕES DO ESTUDO  
 
A Matemática Realista tem vindo a afirmar-se como uma importante alternativa 
educacional para o ensino da Matemática. Os seus promotores (Freudenthal, 1973, 1991; 
Treffers & Goffree, 1985) caracterizam esta perspectiva por cinco aspectos: (i) problemas 
de contexto; (ii) desenvolvimento de modelos de situação, esquemas e símbolos; (iii) 
construções e produções próprias dos alunos, que os conduzem dos métodos informais para 
os formais; (iv) carácter interactivo do processo de ensino-aprendizagem; e (v) interligação 
entre os diferentes temas matemáticos. Esta abordagem procura contrapor-se ao ensino 
tradicional onde o ensino é encarado como uma transmissão de conhecimentos numa única 
direcção: do professor para o aluno. O professor selecciona determinados factos e 
conceitos, a partir de um corpo de conhecimentos bem estruturados e finito, para transmitir 
aos alunos. Este método realça a necessidade de proporcionar aos alunos os factos e a 
informação básica sem esperar que eles consigam pensar por si próprios. Além disso, os 
alunos têm de aprender o que lhes é transmitido antes de poderem emitir novas ideias que 
se ajustem ao conhecimento que já possuem (Sprinthall & Sprinthall, 1993).  
Num estudo anterior, tive oportunidade de investigar a eficácia da Matemática 
Realista (MR) na aprendizagem e retenção da aprendizagem de números racionais de 
alunos do 5.º ano de escolaridade (Pinto, 2004). No estudo comparou-se esta alternativa 
pedagógica com o Método Tradicional (MT). A metodologia do estudo seguiu o paradigma 
positivista com design quase-experimental (quantitativo). Participaram no estudo uma 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de números racionais 
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professora e duas das suas turmas, escolhidas aleatoriamente. A análise dos resultados 
levou a concluir não existirem diferenças estatisticamente significativas na 
aprendizagem/manipulação, bem como na retenção/interiorização dos números racionais 
entre os dois grupos, o que tinha sido ensinado por recurso à MR e o ensinado por recurso 
ao MT. Verificou-se no entanto, que a retenção/interiorização do referido conceito foi mais 
eficaz no grupo de alunos que foi ensinado por recurso à MR. Verificou-se ainda, que em 
ambos os métodos, a grande maioria dos alunos atingiu um elevado número de objectivos 
previamente seleccionados e considerados essenciais para a aprendizagem e retenção dos 
números racionais. No entanto, o grupo de alunos que foi ensinado por recurso à MR 
apresentou mais facilidade na consecução dos objectivos que avaliavam uma efectiva 
aprendizagem e retenção dos números racionais. 
Os alunos do grupo que foi ensinado por recurso à MR evidenciaram dificuldade 
em assumirem um papel activo, bem como, contribuírem com as suas próprias construções 
e produções no processo de ensino-aprendizagem. Assim, e tendo em conta a necessidade 
de uma instrução caracterizada por um forte sentido de interacção, o estudo sugeriu que se 
sensibilize os professores a adoptarem esta prática desde os primeiros anos de 
escolaridade. O mesmo estudo sugeriu que existem, por parte dos alunos, grandes 
dificuldades na transição do conjunto dos números inteiros para o conjunto dos números 
racionais e das representações na forma decimal para as representações em forma de 
fracção. Isto levou-me a sugerir que se estudem e se desenvolvam materiais, técnicas e 
processos adequados ao desenvolvimento de competências de cálculo e sentido do número 
no 1.º ciclo do ensino básico, de forma a permitir a interiorização de conceitos como 
número inteiro, número decimal, operações (adição, subtracção, multiplicação e divisão) 
com números inteiros, números decimais e fracção. Outro desafio emanado dos resultados 
do estudo e que me suscitaram interesse para futuras investigações, foi a forma como as 
crianças desenvolvem o sentido de número racional no contexto da Matemática Realista e 
de como podem os professores aproveitar esse conhecimento. 
Entretanto, surgiu a oportunidade de integrar um grupo de investigação no âmbito 
do Projecto Desenvolvendo o sentido do número: perspectivas e exigências curriculares 
(2003-2007), financiado pelo FCT e que estudou o sentido do número nos alunos dos 5 aos 
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12 anos. Na vertente dos números racionais não negativos1, nomeadamente representados 
por fracções, este projecto pretendia: (i) perceber como as crianças desenvolvem o sentido 
do número racional, tendo como primeira abordagem contextos de partilha equitativa e 
partir das estratégias informais dos alunos na resolução de problemas; (ii) avaliar, do ponto 
de vista do professor as vantagens desta abordagem relativamente às suas práticas 
anteriores; e (iii) elaborar materiais de apoio para professores do ensino básico no âmbito 
do desenvolvimento do sentido de número racional, através do aperfeiçoamento das tarefas 
propostas e implementadas (Monteiro & Pinto, 2005).  
Este projecto, nesta vertente, adoptou uma abordagem caracterizada por um 
conjunto de aspectos realçados na Matemática Realista e intimamente relacionados: (i) o 
recurso à realidade dos alunos, como ponto de partida para a construção do conceito de 
fracção e sua aplicação, ou seja, o recurso a situações do dia-a-dia, onde as fracções 
surgem de forma natural; (ii) a apresentação aos alunos de situações problemáticas abertas 
(uma vez que não é ensinado à partida qualquer processo de resolução), que permitam 
gerar conhecimento matemático; (iii) o partir das estratégias informais dos alunos, ou seja, 
estratégias que lhe são familiares, e das suas produções para o processo de construção de 
fracção, dando-lhes assim, a possibilidade de participarem activamente no seu processo de 
aprendizagem; (iv) a importância dada à interacção na sala de aula, através da promoção de 
debate sobre ideias e descobertas feitas, de modo a proporcionar-se a justificação, reflexão 
e comparação de estratégias, estimulando assim a consolidação de aprendizagens e ainda 
(v) o privilegiar das conexões matemáticas, dado que em situações da realidade, por 
exemplo, as fracções, os decimais e a razão surgem intimamente relacionadas (Monteiro & 
Pinto, 2005; Monteiro, Pinto & Figueiredo, 2005). 
Monteiro e Pinto (2006) e Monteiro et al. (2005) salientam que os resultados das 
suas investigações apontam para uma progressiva apropriação e compreensão dos símbolos 
convencionais, por parte dos alunos. Verificaram, com base na análise das produções de 
alunos do 5.º e 6.º ano de escolaridade, que estes resolveram problemas de partilha 
equitativa através de esquemas e desenhos, numa primeira fase, recorrendo 
progressivamente à simbologia das fracções, evidenciando uso dos símbolos com sentido. 
Referem que surgiram ainda, no caso das fracções decimais, diferentes representações para 
                                                 
 
1 Ao longo deste estudo, sempre que se refira apenas “números racionais” deve entender-se 
como sendo os não negativos. 
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o mesmo número racional (números decimais, fracções e percentagens) e abordagens 
informais de algumas operações aritméticas. Segundo as autoras, o recurso inicial a 
esquemas e desenhos revelou-se muito importante para os alunos, já que lhes permitiu 
perceber a estrutura dos problemas e delinear estratégias para a sua resolução. Monteiro e 
Pinto (2005) salientam a necessidade de tempo para que se desenvolva o sentido de 
número racional, bem como conexões entre as diferentes formas de representação. 
Consideram que se deve proporcionar às crianças um percurso entre as suas estratégias 
informais de resolução de problemas e o estabelecimento de relações e a formalização, 
aspectos fundamentais no conhecimento matemático. No entanto, reconhecem que tanto 
um ensino da Matemática mecanicista e estruturalista como um ensino que se mantém no 
campo informal não proporcionam o referido percurso. Assim, as autoras confrontam-se 
com novas questões, nomeadamente como estabelecer a ponte entre as estratégias 
informais e formais dos alunos, ou seja, como estabelecer a ligação entre o mundo 
percepcionado e o mundo dos símbolos? Que tempo se deve dedicar a um e a outro? Que 
percursos são estabelecidos? Trata-se de questões pertinentes sobretudo no caso da 
aprendizagem dos números racionais e que requerem mais investigação. 
Dando continuidade à investigação anterior feita na área dos números racionais, 
com o presente estudo procurou perceber-se como se pode desenvolver o sentido da 
multiplicação e da divisão de números racionais de alunos do 6.º ano de escolaridade. O 
estudo decorreu da realização de uma unidade de ensino, concebida com o propósito de 
promover o desenvolvimento das referidas operações. Para tal, considerou-se pertinente 
fundamentar esta unidade (i) nos princípios básicos da Educação Matemática Realista; (ii) 
na Teoria dos Campos Conceptuais, principalmente no que respeita ao desenvolvimento 
das estruturas multiplicativas; e (iii) nas componentes consideradas essenciais para o 
desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de números racionais não 
negativos; na convicção de que tal fundamentação potenciaria um ensino-aprendizagem 
significativos das operações a estudar. Neste contexto, foram estudadas as trajectórias de 
aprendizagem de três alunos do 6.º ano de escolaridade, com o objectivo de identificar e 
analisar o seu processo de desenvolvimento e uso significativos dos conceitos de 
multiplicação e divisão de números racionais. Concretamente, procurou identificar-se e 
analisar-se as estratégias adoptadas pelos alunos e dificuldades sentidas, durante um 
processo de ensino-aprendizagem significativo da multiplicação e da divisão de números 
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racionais, ou seja, durante a realização da unidade de ensino. Por consequência, foram 
identificadas e discutidas potencialidades e limitações da referida unidade. 
Decorrentes do objectivo deste estudo surgiram as seguintes questões de 
investigação: 
1. Quais as estratégias e dificuldades evidenciada pelos alunos, na resolução de 
tarefas de multiplicação e divisão de números racionais não negativos em contextos 
significativos, durante e no fim da realização de uma unidade de ensino envolvendo 
estes conceitos? 
2. Quais as estratégias e dificuldades evidenciadas pelos alunos, na resolução de 
tarefas de multiplicação e divisão de números racionais não negativos em contextos 
significativos, seis meses depois da realização de uma unidade de ensino 
envolvendo estes conceitos? 
3. Quais as potencialidades e limitações da unidade de ensino no desenvolvimento 
do sentido da multiplicação e da divisão de números racionais não negativos? 
 
 
1.2 CONTEXTO E PERTINÊNCIA DO ESTUDO  
 
1.2.1 Números racionais, multiplicação e divisão no currículo português 
 
O reajustamento feito ao Programa de Matemática para o Ensino Básico (ME-
DGIDC, 2007), fundamentou-se na necessidade de integrar o desenvolvimento do 
conhecimento sobre o ensino-aprendizagem da Matemática nos últimos 15 anos e 
consequentemente melhorar a articulação entre os programas dos três ciclos. O facto de se 
tratar de um reajustamento não impediu a introdução de mudanças significativas em alguns 
aspectos, nomeadamente, na ênfase dada a três capacidades transversais a toda a 
aprendizagem da Matemática – a Resolução de problemas, o Raciocínio matemático e a 
Comunicação matemática – acentuando o seu permanente desenvolvimento no ensino. No 
entanto, são valorizadas ainda outras capacidades, como as de representação e de 
estabelecimento de conexões dentro e fora da Matemática, tanto no trabalho com as 
capacidades transversais como com os diversos temas matemáticos. 
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Os autores do novo Programa assumem que o ensino-aprendizagem se desenvolve 
em torno de quatro eixos fundamentais, sendo um deles, o trabalho com Números e 
Operações. O referido tema surge em todos os ciclos, tendo o seu estudo por base “três 
ideias fundamentais: promover a compreensão dos números e operações, desenvolver o 
sentido de número e desenvolver a fluência no cálculo.” (ME-DGIDC, 2007, p. 7)  
Assim, e tal como no Programa do 1.º ciclo para o ensino básico (ME-DEB, 
1998a), o estudo dos números naturais surge no novo Programa, logo a partir do 1.º ano de 
escolaridade. No entanto, os autores sugerem que se inicie o referido estudo com situações 
relacionadas com o dia-a-dia, enfatizando o desenvolvimento do sentido de número. 
Também o estudo dos números racionais não negativos surge agora nos dois primeiros 
anos de escolaridade, propondo-se “uma abordagem intuitiva a partir de situações de 
partilha equitativa e de divisão da unidade em partes iguais, recorrendo a modelos e à 
representação em forma de fracção nos casos mais simples.” (ME-DGIDC, 2007, p. 15) O 
estudo mais aprofundado destes números é relegado para o 3.º e 4.º ano, sugerindo-se a 
resolução de problemas que permitam trabalhar os outros significados das fracções, 
recorrendo tanto à representação decimal como fraccionária, bem como a sua ordenação na 
recta numérica, sendo estas, alterações significativas deste Programa em relação ao 
anterior. As operações multiplicação e divisão de números naturais surgem já no 1.º e 2.º 
ano de escolaridade, sendo o estudo da divisão sugerido apenas de forma intuitiva. As 
referidas operações com números racionais não negativos na representação decimal surgem 
no 3.º e 4.º ano. De salientar a ênfase dada ao estudo dos diferentes significados das 
operações e à construção por parte dos alunos, numa primeira fase, dos seus próprios 
algoritmos, de modo a proporcionar-lhes uma aprendizagem dos algoritmos com 
compreensão. 
No 2.º ciclo, ME-DGIDC (2007), sugerem o aprofundamento da compreensão das 
operações e a destreza de cálculo com números naturais iniciadas no 1.º ciclo, e a sua 
ampliação aos números inteiros e racionais não negativos na forma de fracção, atendendo 
aos seus múltiplos significados e dando continuidade ao desenvolvimento do sentido do 
número. Sugere-se a introdução da representação na forma de numeral misto, mais uma 
evolução em relação ao Programa anterior, voltando a enfatizar-se o estudo paralelo entre 
as diferentes representações dos números racionais não negativos, nomeadamente, 
percentagens. Neste Programa o estudo da multiplicação e divisão de números racionais 
não negativos no 2.º ciclo de escolaridade tem como objectivos específicos: 
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• Multiplicar e dividir números racionais não negativos representados em diferentes 
formas. 
• Compreender o efeito de multiplicar (dividir) um número racional não negativo por 
um número menor que 1. 
• Compreender a noção de inverso de um número. 
• Calcular a potência de expoente natural de um número racional não negativo, 
representado nas suas diferentes formas. 
• Identificar e dar exemplos de fracções equivalentes a uma dada fracção e escrever 
uma fracção na sua forma irredutível. 
• Utilizar estratégias de cálculo mental e escrito para as quatro operações usando as 
suas propriedades. 
• Resolver problemas que envolvam números racionais não negativos. (ME-DGIDC, 
2007, pp. 34-35) 
 
O estudo da proporcionalidade directa é agora relegado para o tema Álgebra, 
segundo os autores do novo Programa, outro dos quatro eixos fundamentais em torno do 
qual se desenvolve o ensino-aprendizagem. No entanto, este tema surge de forma explícita 
apenas no 2.º ciclo, não deixando de ser feita a conexão com o pensamento algébrico 
trabalhado de forma implícita já no 1.º ciclo. Os autores ao fazerem a referida conexão 
salientam ainda a importância do trabalho realizado no 1.º ciclo em torno das estruturas 
multiplicativas e números racionais como alavancas para o desenvolvimento da noção de 
proporcionalidade. 
 
1.2.2 Ensino-aprendizagem de números racionais, multiplicação e divisão 
 
Lamon (2007) considera os números racionais como um dos tópicos matemáticos 
mais complexo e cognitivamente desafiador do currículo escolar, que necessita de mais 
tempo para o seu desenvolvimento e essencial para o sucesso em Matemática e Ciências 
superiores. Considera-os ainda, como um dos tópicos mais difíceis de ensinar e a carecer 
de investigação, já que na sua opinião pouco se tem progredido na descoberta da 
complexidade do seu ensino-aprendizagem, sobretudo nas últimas décadas. Segundo a 
autora, o número de investigadores com agendas de investigação no domínio dos números 
racionais e consequente raciocínio multiplicativo, é desproporcional à riqueza matemática, 
quer em termos de domínio, quer em termos de quantidade de investigação necessária. 
Porém, também salienta que o domínio dos números racionais tem sido entendido como 
uma situação de investigação difícil, mas que a diversificação das abordagens de 
investigação pode mudar drasticamente o status de um domínio de investigação, tornando 
viável e legítimo um trabalho que era previamente impossível.  
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 Também Streefland (1991a) e Behr, Lesh, Post e Silver (1983), consideram os 
números racionais como o tópico mais importante do currículo do ensino básico, já que 
promove o desenvolvimento de estruturas cognitivas cruciais à aprendizagem matemática 
futura. Behr et al., (1983) encaram a referida importância segundo três perspectivas: (i) 
prática, dado que a capacidade de lidar com estes conceitos melhora a capacidade de 
compreender e resolver situações e problemas do dia-a-dia; (ii) psicológica, dado que os 
números racionais proporcionam o desenvolvimento e a expressão das estruturas mentais 
necessárias ao crescimento intelectual; e (iii) matemática, dado que a compreensão destes 
conceitos proporciona uma base para futuros conhecimentos algébricos elementares. 
Assim, o insucesso dos alunos na aprendizagem de números racionais é um sério obstáculo 
ao seu desenvolvimento matemático (Behr, Harel, Post & Lesh, 1992).  
 Os números racionais, multiplicação e divisão são alguns dos tópicos que integram 
o campo conceptual multiplicativo, um complexo sistema de inter-relação de conceitos, 
ideias dos alunos (tanto competências como concepções erradas), procedimentos, 
problemas, representações, objectos, propriedades e relações (Vergnaud, 1983, 1988). Por 
conseguinte, os alunos apresentam dificuldades com os números racionais, suas 
representações e significados das operações, e muitos professores não parecem conscientes 
dos obstáculos com que eles se deparam, ao progredirem na conceptualização dos referidos 
números (Lamon 2007).  
  No entanto, muitos adultos, incluindo professores (Harel, Behr, Post, & 
Lesh, 1994; Ma, 1999; Post, Harel, Behr, & Lesh, 1988) e os que se encontram na 
formação inicial de professores (Graeber, Tirosh, & Glover, 1989; Harel et al., 1994; 
Simon & Blume, 1994), também parecem lutar com as mesmas dificuldades dos alunos, 
mantendo as mesmas ideias primitivas e conceitos errados. Segundo Lamon (2007), as 
dificuldades evidenciadas pelos adultos podem advir da falta de tratamento adequado do 
campo conceptual multiplicativo no currículo de Matemática, e da vivência das mesmas 
experiências escolares que os actuais alunos. 
 Dados da investigação sugerem que muitos alunos: (i) têm dificuldade em 
relacionar o seu conhecimento sobre fracções com o sentido de operação (Behr et al., 1992; 
Kieren, 1988), (ii) recorrem a estratégias aditivas em situações onde são exigidas 
estratégias multiplicativas (Hart, 1981; 1984; 1988; Karplus, Pulos, & Stage, 1983); e (iii) 
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apresentam uma dependência excessiva das representações que surgem nos manuais 
didácticos (Lesh, Landau & Hamilton, 1983; Post, 1981). 
 Behr et al. (1983) referem que as dificuldades com que os alunos se deparam na 
aprendizagem de números racionais podem advir: (i) da multiplicidade de significados 
atribuídos às fracções; (ii) da conceptualização da unidade em diversos problemas ou 
situações envolvendo fracções; e (iii) da utilização precoce de regras e algoritmos no 
estudo de números racionais. Também Vanhille e Baroody (2002) salientam como causas 
das dificuldades com fracções e operações com fracções: (i) a falta de vivência de 
experiências concretas pelos alunos, necessária à construção da compreensão conceptual 
de fracções, ou a falta de conexão entre estas experiências e os conceitos abstractos; e (ii) 
um fraco desenvolvimento do raciocínio multiplicativo, indispensável à compreensão das 
fracções, que segundo os autores, se deve a um inadequado desenvolvimento das estruturas 
multiplicativas. Com efeito, a compreensão de muitos dos conceitos relativos aos números 
racionais está baseada em relações entre números inteiros de natureza multiplicativa, 
nomeadamente a multiplicação e divisão de números inteiros e suas relações (Flores, 2002; 
Vergnaud, 1983, 1988).  
 Sharp, Garofalo e Adams (2002) e Huinker (2002) referem que as abordagens 
tradicionais de ensino dos algoritmos de fracções passam, essencialmente, pela 
memorização e pela prática rotineira de exercícios. Salientam que introduzir algoritmos 
antes da compreensão conceptual, ou sem relacionar o algoritmo com o conhecimento 
conceptual, promove a falta de conexão entre conceitos e procedimentos e entre fracções e 
realidade dos alunos. No entanto, consideram que se os alunos desenvolverem uma base de 
conhecimento conceptual para o sentido de fracção e para o sentido de operação, 
desenvolvem estratégias flexíveis de cálculo e de resolução de problemas que os levam a 
uma aprendizagem significativa dos algoritmos com fracções. 
 A aprendizagem da Matemática e, por conseguinte, a aprendizagem da 
multiplicação e divisão de números racionais, não deve ser entendida como um mero 
processo de transmissão e recepção de informação, mas sim como um processo de 
construção que privilegie as ideias e os processos fundamentais da Matemática, 
conduzindo os alunos a uma interiorização compreensiva dos algoritmos. Por conseguinte, 
deve ser proporcionado aos alunos um ensino que lhes permita (i) construir o seu próprio 
conhecimento; (ii) interagir, dado que a interacção e a cooperação sociais são consideradas 
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essenciais na promoção da reflexão dos alunos nas suas próprias construções e 
desenvolvimento progressivo para conceitos e estratégias de nível mais elevado; (iii) 
interligar conteúdos, permitindo a construção de uma base de conhecimento coerente e 
organizado; (iv) diversificar modelos de representação, que ancorem nos seus 
conhecimentos informais e os transportem para o conhecimento formal; e (v) ver o 
professor como um orientador (Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994, 1999; 
Gravemeijer & Terwel, 2000; Heuvel-Panhuizen, 1996, 1998, 2000; Heuvel-Panhuizen & 
Wijers, 2005; Streefland, 1991a; Treffers, 1991). 
   
1.2.3 Investigação em Portugal sobre o ensino-aprendizagem de números racionais 
 
A investigação no âmbito do ensino-aprendizagem de números racionais, 
nomeadamente representados por fracções e suas operações, existente em Portugal é 
escassa e recente. São apresentadas algumas dessas investigações no início desta 
introdução, nomeadamente “A aprendizagem do conceito de número racional no 2.º ciclo 
do ensino básico, no contexto da Matemática Realista” (Pinto, 2004) e as realizadas no 
âmbito do Projecto “Desenvolvendo o sentido do número: perspectivas e exigências 
curriculares” (2003-2007). 
Mamede (2007) tentou perceber se o significado de fracção afecta a compreensão 
dos alunos sobre fracções. Por conseguinte, procurou saber qual dos significados – parte-
todo, quociente e operador – facilita a compreensão dos alunos sobre a noção de 
equivalência e ordenação de quantidades representadas por fracções. Para o efeito, e com 
base num quadro teórico cognitivista, adoptou uma metodologia de estudo quantitativa 
com design quase-experimental. Seleccionou aleatoriamente alunos de seis e sete anos, que 
nunca tinham trabalhado fracções no contexto escolar, para serem entrevistados durante a 
resolução de problemas apresentados nas interpretações quociente (N=40), parte-todo 
(N=40) e operador (N=40). A análise de dados levou a autora a concluir que os alunos 
apresentam desempenhos significativamente melhores em situações que envolvem os 
significados de quociente e de operador, do que em situações que envolvem o significado 
de parte-todo. Num outro estudo a autora procurou perceber qual destas interpretações é 
mais facilitadora da construção do conceito de fracção a partir do conhecimento informal 
das crianças. Para tal realizou uma intervenção para introduzir o conceito de fracção a 
crianças de 6 e 7 anos. Nela foi conduzida uma experiência de ensino, tendo utilizado pré e 
pós-testes para avaliar o efeito da intervenção. Os pré e pós-testes foram semelhantes e 
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incluíam as interpretações parte-todo, quociente e operador. Na intervenção as crianças 
foram distribuídas por quatro grupos, o das crianças que forma introduzidas ao conceito de 
fracção utilizando apenas a interpretação parte-todo (n= 10), o das crianças que forma 
introduzidas ao conceito de fracção utilizando apenas a interpretação quociente (n=10), o 
das que foram introduzidas ao conceito utilizando apenas a interpretação operador (n=10) e 
o grupo de controlo (n=7) que resolveu problemas de estruturas multiplicativas. A 
intervenção decorreu em três sessões em que as crianças aprenderam a representar fracções 
na forma simbólica e verbal, entendendo o significado do numerador e do denominador, 
seguindo-se a resolução de problemas de ordenação e equivalência de quantidades 
representadas por fracções. Os resultados deste estudo mostraram que as crianças que 
trabalharam fracções apenas na interpretação quociente conseguiram resolver com sucesso 
os problemas de representação, ordenação e equivalência de quantidades representadas por 
fracções, mas não conseguiram transferir este seu conhecimento para resolver problemas 
apresentados na interpretação parte-todo e operador. As crianças que foram introduzidas ao 
conceito de fracção na interpretação parte-todo aprenderam a representação simbólica e 
verbal de fracções, mas fracassaram na ordenação e equivalência de quantidades 
representadas por fracções; estas crianças conseguiram apenas transferir conhecimento 
para a resolução de problemas de representação apresentados na interpretação operador. O 
grupo das crianças que foi introduzido ao conceito de fracção na interpretação operador 
conseguiu resolver com sucesso os problemas de representação, tendo falhado a ordenação 
e equivalência de quantidades representadas por fracções. Estas crianças conseguiram 
transferir o seu conhecimento para a resolução de problemas de representação apresentados 
na interpretação parte-todo, mas não para os apresentados na interpretação quociente. No 
que respeita à ordenação e equivalência de quantidades representadas por fracções, os 
níveis de sucesso foram muito baixos. Estes estudos permitiram a Mamede (2007) 
argumentar que a interpretação de fracção utilizada afecta a compreensão daquele conceito 
pelas crianças. A autora argumenta ainda que a interpretação quociente parece ser aquela 
que mais sentido faz para as crianças quando constroem o conceito de fracção a partir do 
seu conhecimento informal, já que apenas nesta interpretação as crianças conseguiram 
realmente aprender algo sobre os invariantes lógicos das fracções (ordenação e 
equivalência). Contudo, a autora realça a dificuldade das crianças em transferir o 
conhecimento adquirido sobre fracções na interpretação quociente para a resolução de 
problemas apresentados nas interpretações parte-todo e operador. Nestas últimas 
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interpretações os invariantes lógicos sobre fracções parecem ser difíceis para as crianças. 
Ciente de que nas escolas portuguesas o estudo das fracções se inicia com o significado 
parte-todo, alerta para que se repense esta situação. No entanto, reconhece que mais 
estudos são necessários para que se apure os desempenhos dos alunos com outros 
significados das fracções. 
Martins (2007) tentou compreender como se desenvolve o sentido de número 
racional no 1.º ciclo. Por conseguinte, procurou identificar: (i) obstáculos à apropriação do 
sentido de número racional fraccionário; (ii) estratégias privilegiadas pelos alunos na 
resolução de problemas; e (iii) o processo de passagem das estratégias informais para a 
representação simbólica de números racionais, quer sob a forma de fracção, quer na forma 
decimal. Para o efeito, e com base num quadro teórico construtivista e cognitivista, 
elaborou e implementou na sua turma do 4.º ano de escolaridade, uma sequência de tarefas 
destinada a desenvolver o sentido de número racional, a partir da exploração da fracção 
como partilha equitativa. Adoptou uma metodologia de natureza essencialmente 
qualitativa, com design de estudo de caso. A recolha de dados teve como instrumentos 
registos vídeo (câmara fixa), diário de bordo e produções dos alunos. A análise de dados 
levou a autora a concluir que os principais obstáculos à apropriação do sentido de número 
racional pelos alunos, prendem-se com um insuficiente desenvolvimento do raciocínio 
multiplicativo e um conflito entre regras interiorizadas para raciocinar com números 
inteiros e as novas regras para raciocinar com números racionais. Concluiu ainda, que 
numa primeira fase os alunos recorrem a representações icónicas e gradualmente, 
substituem-nas pela linha numérica e representações simbólicas sob a forma de fracção e 
de numeral decimal, dando preferência às representações sob a forma de fracção. A autora 
refere não ter explorado os outros significados das fracções, nomeadamente medida, 
devido às limitações de tempo impostas pelo estudo. No entanto, alerta para a necessidade 
do currículo português contemplar o estudo dos diferentes significados das fracções a partir 
do 1.º ciclo. Alerta ainda, para a necessidade de mais investigações no campo dos números 
racionais, nomeadamente na temática deste estudo. 
Carvalho (2005) tentou compreender o desenvolvimento do conceito de número 
racional em alunos do 4.º ano de escolaridade. Por conseguinte, procurou identificar: (i) 
problemas e estratégias a privilegiar no estudo das fracções; e (ii) modos de representação 
de situações reais que promovam a construção e compreensão de ideias sobre números 
racionais. Para o efeito, e com base num quadro teórico construtivista e cognitivista, 
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elaborou um conjunto de tarefas para o desenvolvimento compreensivo do conceito de 
número racional, com a colaboração da professora que as implementou na sua turma do 4.º 
ano. Adoptou uma metodologia de natureza qualitativa, com design de estudo de caso. A 
recolha de dados teve como instrumentos uma entrevista à professora, entrevistas aos 
alunos, registos vídeo e notas de campo das apresentações em grande grupo. A análise de 
dados levou a autora a concluir que são os problemas de partilha equitativa e de razão que 
promovem nos alunos o recurso a estratégias pessoais e à mobilização de raciocínio 
multiplicativo, demonstrando capacidade para estabelecer relações de equivalência e para 
trabalhar com unidades compostas. Também refere os problemas de medida como 
mobilizadores de ideias sobre fracções e decimais, já que permitiram transferências que 
ampliaram o sentido de número e de operação. Salienta ainda, a importância dos vários 
modos de representação de números e de situações na resolução dos problemas, na medida 
em que permitem ultrapassar certos equívocos como por exemplo, o de que um meio não 
se representa por 1,2. A autora recomenda mais investigações nesta temática, 
nomeadamente, na forma como os alunos desenvolvem raciocínio multiplicativo e como 
deve ser feita a articulação do estudo de números racionais entre 1.º e 2.º ciclo. Deste 
estudo emana também o alerta para a necessidade do currículo português contemplar o 
estudo dos diferentes significados das fracções a partir do 1.º ciclo. 
 Oliveira (1994) tentou perceber o pensamento dos alunos, quando postos a resolver 
situações ligadas à Matemática, em particular, aos números racionais. Por conseguinte, 
procurou identificar: (i) diferenças na compreensão de diversas componentes do conceito 
de número racional; (ii) se a idade tem influência na compreensão de diversas 
interpretações do conceito de número racional; (iii) se contextos diferentes de apresentação 
das tarefas influenciam o desempenho; e (iv) concepções erróneas (misconceptions) 
relativas ao conceito de números racional, atendendo às diversas componentes estudadas. 
Para o efeito, e com base num quadro teórico cognitivista, adoptou uma metodologia de 
natureza essencialmente qualitativa com design de método clínico. Foram seleccionados 
trinta alunos do 6.º ano de três escolas diferentes, quinze com bom desempenho e quinze 
com mau desempenho. A recolha de dados teve como instrumentos testes de papel e lápis, 
entrevistas audiogravadas e registos dos alunos. A análise de dados levou a autora a 
concluir da existência de diferenças no desempenho das diversas componentes de números 
racionais estudadas, que o conceito ratio funciona como um elemento discriminatório em 
termos de idade e que os contextos concretos das tarefas são facilitadores da resolução, 
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fazendo emergir outras estratégias, relativamente aos contextos abstractos. Verificou ainda 
que os alunos com fraco desempenho recorrem com maior frequência ao uso de materiais 
manipuláveis e à representação gráfica do que os alunos com bom desempenho, que 
preferem a representação matemática. Segundo a autora, as principais dificuldades 
conceptuais resultam: (i) da transposição de concepções sobre os números inteiros para os 
números racionais; (ii) da incompreensão da relação parte-todo; (iii) do não 
reconhecimento da unidade de referência; e (iv) da falta do sentido da co-variação. A 
autora refere várias questões que se levantaram com este estudo e a necessitarem de 
investigação, nomeadamente, as relativas à forma como os alunos desenvolvem o conceito 
de número racional e à necessidade de situações didácticas com vista à construção do 
referido conceito. Salienta a necessidade de uma maior colaboração entre psicólogos e 
educadores matemáticos, alertando para o facto da lógica matemática se continuar a 
sobrepor à do desenvolvimento psicológico. Enfatiza ainda, a necessidade de um 
investimento na formação de professores, bem como a de repensar as concepções teóricas 
sobre o ensino e a aprendizagem.  
 O contexto apresentado deixa bem evidente a necessidade e pertinência de 
investigação na área do ensino-aprendizagem de números racionais, já que são um tópico: 
(i) largamente contemplado no currículo nacional do ensino básico; (ii) difícil de ensinar e 
aprender; e (iii) com escassa investigação em Portugal, sobretudo ao nível do 
desenvolvimento do sentido das operações.  
 
 
1.3 ORGANIZAÇÃO DO ESTUDO 
 
 Este estudo está organizado em duas partes distintas, mas intimamente 
relacionadas. A primeira parte integra uma revisão de literatura sobre os temas 
considerados relevantes para esta investigação, que envolve a discussão de resultados de 
estudos empíricos nos referidos temas. Inclui o capítulo 1, de introdução, onde se procura 
identificar a problemática do estudo e respectivas questões de investigações, bem como 
motivações, contexto e pertinência para a sua realização. Inclui, os capítulos 2, 3 e 4, onde 
se fundamentam os temas centrais do estudo: propostas curriculares para o ensino-
aprendizagem de números racionais, campos conceptuais e estruturas multiplicativas e o 
sentido da multiplicação e da divisão de números racionais. Os temas centrais do estudo, 
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por sua vez, fundamentam a concepção da unidade de ensino que contextualizou a 
investigação e se apresenta e justifica no capítulo 5. Neste capítulo descrevem-se as suas 
finalidades, objectivos gerais, trajectória hipotética de aprendizagem e respectiva 
concretização em sala de aula, bem como a trajectória de aprendizagem realizada.  
A segunda parte do estudo inclui os restantes capítulos, do 6 ao 11. No capítulo 6, 
apresentam-se e justificam-se a opções metodológicas, os critérios de qualidade e 
descrevem-se os procedimentos de carácter metodológico do estudo, nomeadamente, 
relativos aos participantes, recolha de dados e respectiva análise e interpretação. Nos 
capítulos 7, 8 e 9 surge a análise dos dados e a interpretação dos resultados relativos aos 
três alunos-caso. Cada um destes capítulos inicia-se com a apresentação do aluno, seguem-
se a apresentação da análise dos dados relativos a cada componente do sentido da 
multiplicação e da divisão de números racionais estudada antes, durante, no fim e seis 
meses depois da realização da unidade de ensino e, por último, surge uma interpretação da 
trajectória de aprendizagem realizada pelo aluno durante o estudo. No capítulo 10 
apresenta-se o cruzamento das trajectórias de aprendizagem realizadas pelos três alunos-
caso e discutem-se os aspectos principais. Por último, inclui-se o capítulo 11 onde se faz 
uma síntese do estudo, se apresentam as principais conclusões em função das questões 
enunciadas, as recomendações e limitações do estudo, e por último uma breve reflexão 
pessoal sobre o percurso realizado no âmbito deste trabalho.      
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CAPÍTULO 2 
 
 
PROPOSTAS CURRICULARES PARA O  
ENSINO-APRENDIZAGEM DE NÚMEROS RACIONAIS 
 
 
 
Este estudo decorreu da realização de uma unidade de ensino para o 
desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de números racionais, de alunos 
do 6.º ano de escolaridade. Assim, houve necessidade de um referencial teórico para a 
abordagem de ensino-aprendizagem a adoptar na concepção e realização da referida 
unidade. Da literatura de investigação emanam duas propostas curriculares, que mais 
estudos empíricos têm fundamentado na área do ensino-aprendizagem de números 
racionais, a Educação Matemática Realista e o Rational Number Project. O conhecimento 
das respectivas propostas levou a uma reflexão sobre as mesmas e consequente opção pela 
Educação Matemática Realista. Deste modo, neste capítulo, após uma explanação de cada 
um das referidas propostas, surgem considerações finais sobre as mesmas. 
  
 
2.1 EDUCAÇÃO MATEMATICA REALISTA 
 
2.1.1 História e filosofia 
 
O desenvolvimento da Educação Matemática Realista (EMR) teve início na 
Holanda em 1970. Os princípios fundamentais desta teoria específica para o ensino-
aprendizagem da Matemática foram elaborados por Freudenthal e seus colaboradores do 
Instituto IOWO da Universidade de Utrecht (a partir de 1971 denominado Instituto 
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Freudenthal). O projecto Wiskobas, iniciado por Wijdeveld e Goffree em 1968, permitiu 
que a Educação Matemática holandesa não fosse afectada pelo movimento da Matemática 
Moderna e proporcionou o verdadeiro impulso para a transformação destes princípios num 
movimento educacional (Gravemeijer, 1994; Gravemeijer & Terwel, 2000; van den 
Heuvel-Panhuizen, 1996, 1998, 2000). 
Segundo Gravemeijer (1994, 1999), Gravemeijer e Terwel (2000), Streefland 
(1986, 1991a) Treffers e Goffree (1985), Treffers (1987, 1991), van den Heuvel-Panhuizen 
(1996, 1998, 2000), van den Heuvel-Panhuizen e Wijers (2005), a filosofia da EMR 
fundamenta-se em grande parte na concepção de Freudenthal (1973, 1991) da Matemática 
como uma actividade humana. Nesta perspectiva a Matemática não é vista como um corpo 
de conhecimentos, mas como uma actividade de resolver problemas em contextos reais, 
actividade a que Freudenthal (1973, 1991) chama de “matematização”, salientando que 
sem esta não existe Matemática. 
Freudenthal (1973, 1991) entende que as estruturas matemáticas não são uma 
referência fixa, mas emergem da realidade e expandem-se continuamente em processos de 
aprendizagem individuais e colectivos. Deste modo, na EMR os alunos são participantes 
activos no processo de aprendizagem que ocorre dentro do contexto social da sala de aula, 
dado que a Matemática aprende-se, fazendo. Na perspectiva do autor, a Matemática deve 
ser “reinventada” pelos alunos num processo de “matematização”, que considera o 
processo chave do ensino-aprendizagem da Matemática. Primeiro, porque matematizar, 
para além de ser a actividade principal dos matemáticos, familiariza os alunos com uma 
abordagem matemática às situações da vida diária. Segundo, porque a Educação 
Matemática deve ser organizada num processo de “reinvenção guiada” onde, através da 
matematização, os alunos possam experienciar um processo semelhante ao que usaram os 
matemáticos para chegarem às suas conclusões. Freudenthal (1973, 1991) propõe 
“reinvenção guiada” precisamente por reconhecer que os alunos não conseguem 
simplesmente reinventar a Matemática que levou milhões de anos a inventar a matemáticos 
brilhantes. 
O autor argumenta ainda, que o passo final dos matemáticos quando desenvolvem 
Matemática é a formalização através de axiomas, pelo que este não deve ser o ponto de 
partida para o ensino-aprendizagem da Matemática, dado que inverte a forma como os 
matemáticos inventaram a Matemática. Logo, considera “anti-didáctico” iniciar-se o 
ensino-aprendizagem da Matemática pelos axiomas. Assim, reforça a sua perspectiva, de 
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que o objectivo da Educação Matemática deve ser o de proporcionar aos alunos um 
processo de “reinvenção guiada”, que lhes permita participarem num processo de 
aprendizagem semelhante às condições que circundam o desenvolvimento histórico da 
própria Matemática.  
 Treffers (1987, 1991) enuncia de forma precisa duas componentes intimamente 
relacionadas neste processo de matematização num contexto educacional – matematização 
“horizontal” e matematização “vertical”. Em traços gerais, considera matematização 
horizontal como o processo de transformar um problema do quotidiano numa questão 
problemática matemática, isto é, os alunos produzem modelos matemáticos que os ajudam 
a organizar e resolver um problema do dia-a-dia, e matematização vertical como o 
processo de reorganizar e expandir o conhecimento e capacidades dentro do próprio 
sistema matemático, por exemplo, encontrando atalhos e descobrindo conexões entre 
conceitos e estratégias e aplicando estas descobertas. Freudenthal (1991) adopta esta 
distinção referindo-se a matematização horizontal como o estabelecimento de ligações 
entre o mundo percepcionado e o mundo dos símbolos e a matematização vertical como o 
processo de reorganização dentro do mundo dos símbolos. Salienta que embora esta 
distinção pareça estar livre de ambiguidade, não significa que a diferença entre estes dois 
mundos seja bem definida. Para o autor as fronteiras entre o que é matematização vertical e 
o que é matematização horizontal têm a ver com o que cada um de nós entende por 
realidade. “Prefiro aplicar o termo realidade àquilo que, a um certo nível, o senso comum 
sente como real” (Freudenthal, 1991, p. 17). Enfatiza ainda, que estas duas formas de 
matematização são de igual valor e que ambas ocorrem em diferentes níveis da 
compreensão. 
O processo de matematização é então um processo progressivo onde o 
conhecimento se vai tornando cada vez mais formal e abstracto. Segundo Fosnot e Dolk 
(2002), Freudenthal (1973, 1991), Gravemeijer (1994, 1999, 2005), Gravemeijer e Terwel 
(2000), Keijzer (2003), Streefland (1986, 1991a), Treffers (1987, 1991), Treffers e Goffree 
(1985), van den Heuvel-Panhuizen (1996, 1998, 2000), van den Heuvel-Panhuizen e 
Wijers (2005) na EMR, as estratégias informais usadas pelos alunos na resolução de 
problemas em contextos reconhecíveis, são a base para o processo de desenvolvimento de 
conceitos e conexões entre eles, bem como para chegar a procedimentos formais através de 
um processo gradual de esquematização, abreviação e generalização. Por isso, salientam a 
necessidade de se proporcionarem aos alunos situações de ensino-aprendizagem que os 
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estimulem à actividade de modelação, recorrendo a desenhos, diagramas, ou tabelas, já que 
é através dos modelos que os alunos progridem do conhecimento informal para o formal. 
De acordo com os autores, os modelos funcionam como suportes de aprendizagem na 
passagem do conhecimento concreto para o abstracto, num percurso que tem início com a 
exploração de contextos significativos e que por um processo de matematização 
progressiva chega a conceitos matemáticos generalizados e abstractos. 
Na EMR, matematizar implica principalmente formalizar e generalizar, onde 
formalizar envolve esquematizar, modelar, simbolizar e definir, enquanto generalizar 
envolve reflectir e argumentar (Freudenthal, 1991; Gravemeijer, 1994, 1999; Gravemeijer 
& Terwel, 2000; Streefland, 1991a; Treffers, 1987). Segundo Keijzer (2003) o processo de 
matematização integra de forma relacionada os processos de modelação, simbolização, 
generalização, formalização e abstracção. Refere modelação como o processo de 
representar uma situação por recurso a desenhos, diagramas ou tabelas, que evolui no 
sentido em que os alunos deixam de considerar os aspectos irrelevantes da situação na sua 
modelação, pois o modelo passa a funcionar apenas como um suporte mental. Considera a 
simbolização como outra forma de representar, já que é o processo de construção dos 
símbolos, ou seja, de encontrar representações apropriadas. Entendendo a modelação e a 
simbolização como dois processos de representação, Keijzer (2003) salienta a relação 
reflexiva entre ambos, uma vez que os modelos podem passar a símbolos ou consistirem 
numa colecção de símbolos. Segundo o autor, a generalização é a aplicação dos símbolos a 
vários contextos e a formalização uma extensão da generalização, já que formalizar 
significa usar uma regra, uma fórmula ou um método geral. Assim, formalizar supõe o uso 
dos símbolos para descrever relações matemáticas. Para Keijzer (2003), no processo de 
abstracção o aluno percebe o que é invariante nas relações matemáticas. Considera que 
embora não exista uma hierarquização para os processos de generalização, formalização e 
abstracção, esta pode preceder a formalização, dado que no processo de formalização já se 
trabalha com entes abstractos. 
De acordo com van den Heuvel-Panhuizen (1998, 2000), apesar da clara 
designação de matematização, a EMR ficou conhecida como a “Educação Matemática do 
mundo real”. Reconhece que isto acontece principalmente fora da Holanda, mas que a 
mesma interpretação pode também ser encontrada no país. Segundo Freudenthal (1991), 
Gravemeijer (1994, 1999), Gravemeijer e Terwel (2000), Treffers (1991), van den Heuvel-
Panhuizen (1998, 2000), a reforma holandesa do ensino-aprendizagem da Matemática foi 
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denominada “realista” pelas conexões que faz com o mundo real, mas também pela ênfase 
que coloca na necessidade de se apresentar aos alunos problemas de situações que eles 
possam imaginar. Referem que esta ênfase, em proporcionar algo real na mente dos alunos, 
é que deu o nome à EMR. No entanto, Freudenthal (1991) clarifica que a realidade e o que 
se considera como senso comum não é estático, cresce através da experiência de 
aprendizagem de cada pessoa. Refere que neste contexto, a Matemática pode tornar-se 
parte da realidade de cada aluno e que ensinar Matemática é inseri-la na realidade de cada 
aluno. Salienta que o contexto dos problemas apresentados aos alunos pode ser do mundo 
real, mas não necessariamente. Segundo o autor, o mundo da fantasia, dos contos de fadas 
e mesmo o mundo formal da Matemática podem fornecer contextos apropriados 
(reconhecíveis, significativos) para um problema, desde que sejam reais na mente do 
aluno. Considera que o importante é que os alunos sintam como real o tema a ser 
matematizado. 
 
2.1.2 Princípios fundamentais da Educação Matemática Realista 
 
Freudenthal (1973, 1983, 1991) considera que o ensino-aprendizagem da 
Matemática deve ser visto como um processo, como uma actividade humana. No entanto, 
esta actividade deve resultar no desenvolvimento do corpo de conhecimento matemático. 
Para que a Educação Matemática possa alcançar este objectivo, Freudenthal (1973, 1983, 
1991) propôs alguns princípios básicos, que Gravemeijer (1999) apresenta sob os títulos: 
(i) reinvenção guiada e matematização progressiva; (ii) fenomenologia didáctica; e (iii) 
níveis no processo de aprendizagem e modelos emergentes. Estes princípios podem ser 
vistos como heurísticas da EMR (Gravemeijer, 1999; Gravemeijer & Bakker, 2006; 
Gravemeijer & Terwel, 2000). 
Reinvenção guiada e matematização progressiva. De acordo com o princípio da 
reinvenção guiada e matematização progressiva, deve proporcionar-se aos alunos uma 
trajectória de aprendizagem que lhes permita uma forma guiada de reinventarem a 
Matemática. Por consequência, Gravemeijer (1994, 1999, 2004) e Gravemeijer e Terwel 
(2000) consideram que quem desenvolve estas trajectórias deve ter em conta, o caminho a 
percorrer para chegar ao resultado pretendido, pelo que sugerem duas fontes de inspiração: 
(i) as estratégias informais dos alunos - que podem ser interpretadas como antecedendo 
outras mais formais (Freudenthal, 1991; Gravemeijer, 1994, 1999; Streefland, 1991a; 
Treffers, 1991); e (ii) a História da Matemática – saber como os matemáticos chegaram às 
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suas conclusões pode ajudar a traçar níveis intermédios através dos quais a Matemática 
pode ser reinventada (Freudenthal, 1991).  
Segundo Gravemeijer (1994, 1999) e Gravemeijer e Terwel (2000) as estratégias 
dos alunos, suas construções e produções próprias pavimentam o caminho para a 
reinvenção, pelo que o seu conhecimento e estratégias informais devem ser o ponto de 
partida para o desenvolvimento do conhecimento matemático abstracto. Para os autores, a 
diversidade de estratégias reflecte diferentes níveis de aprendizagem dos alunos, que 
devem levar a uma reflexão sobre o trajecto de aprendizagem a proporcionar-lhes. Assim, 
mencionam esta diversidade como uma característica da reinvenção guiada, já que supõe 
que o professor encontre uma forma de reconciliar orientação e invenção. Consideram que 
uma discussão produtiva na turma só é possível se forem apresentadas diferentes 
estratégias, dado que se todos os alunos usarem o mesmo procedimento e se encontrarem 
no mesmo nível de desenvolvimento, não poderá haver discussão, restando ao professor 
apenas a hipótese de exercer uma forte orientação guiada. 
Por conseguinte, devem ser trabalhados problemas de contexto que permitam uma 
grande diversidade de procedimentos, que de acordo com Freudenthal (1991), Gravemeijer 
(1994, 1999), Gravemeijer e Terwel (2000), Streefland (1991a), Treffers (1991), van den 
Heuvel-Panhuizen (1996, 1998, 2000), van den Heuvel-Panhuizen e Wijers (2005), deve 
induzir uma trajectória de aprendizagem, baseada nos objectivos que se pretendem atingir, 
a fim de se desenvolver um processo de matematização progressiva. No entanto, salientam 
que os problemas de contexto não devem consistir na mera aplicação de uma regra mas em 
factores ricos de aprendizagem, procurando envolver o contexto no raciocínio e nos 
cálculos. Segundo os autores, estes problemas devem ser naturais e motivadores de modo a 
que os alunos possam usar o seu conhecimento e a sua experiência pessoal, e não um 
camuflado para apresentar uma aritmética simples e preconcebida. De outro modo, devem 
potenciar o desenvolvimento da capacidade de matematizar, pelo que de acordo com Dolk 
(2008) e Fosnot e Dolk (2002) devem consistir em situações: (i) cujo potencial para a sua 
modelação é inerente às mesmas, dado que o contexto promove nos alunos o recurso a 
modelos, que usados ao longo do tempo e em diferentes situações levam à sua 
generalização; (ii) que permitam aos alunos compreenderem aquilo que estão a fazer, já 
que possibilitam a sua concretização, quer visualizando-a ou imaginando-a. Assim, 
propicia uma resolução em contexto e a generalização e formalização do trabalho pelos 
alunos, e (iii) que estimulem os alunos a questionarem, detectar padrões e raciocinarem.   
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De acordo com Freudenthal (1991), Gravemeijer (1994, 1999), Gravemeijer e 
Terwel (2000), Streefland (1991a), Treffers (1991), van den Heuvel-Panhuizen (1996, 
1998, 2000), van den Heuvel-Panhuizen e Wijers (2005), os problemas de contexto 
favorecem (i) a formação de conceitos; (ii) a ligação, numa primeira fase, à modelação 
matemática de forma natural e motivadora; (iii) a aprendizagem das operações formais, dos 
procedimentos, das notações, das regras, fazendo-o em conjunto com outros modelos 
visuais, que desempenham funções importantes de apoio ao raciocínio; (iv) a 
aplicabilidade; e (v) a apresentação da realidade como fonte e domínio de aplicação, 
permitindo praticar capacidades aritméticas básicas em situações aplicadas. Assim, 
segundo os autores, estes problemas desempenham uma função horizontal e vertical no 
processo de matematização, dado que tornam o conhecimento e as capacidades 
matemáticas aplicáveis e atribuem significado às operações formais, convertendo-se nos 
responsáveis pela possível criação de um sistema formal cheio de significado e abundância 
de contexto. 
Gravemeijer (1994,1999) enfatiza ainda, que o trajecto da reinvenção deve permitir 
aos alunos transitarem de níveis inferiores para níveis superiores e vice-versa. Considera 
que quando os alunos são confrontados com um novo problema e apresentam dificuldades 
na respectiva resolução, devem espontaneamente recuar na sua própria história de 
aprendizagem. Podem resolver o problema num nível mais baixo, não devendo este facto 
ser visto como um retrocesso na aprendizagem. Segundo o autor, o que se pretende é que 
os alunos relacionem novos problemas com situações a matematizar. Isto significa que 
devem escolher uma abordagem, dando sentido ao problema e vendo o que podem fazer 
com o conhecimento que já possuem. Assim, ao estruturar o problema, os alunos são 
guiados pelas estratégias e técnicas que lhe são familiares e pelo conhecimento que têm 
disponível.  
Por conseguinte, Gravemeijer (1994) identifica três estágios diferentes para a 
resolução de problemas: (i) descrever o problema formulado num certo contexto de modo 
mais ou menos formal; (ii) resolvê-lo nesse nível mais ou menos formal; e (iii) traduzir a 
sua solução para o contexto (Figura 2.1). O autor esclarece, que assim, o conhecimento 
matemático formal, não é por si só, um sistema predeterminado onde o problema tem de 
encaixar. Por isso, sugere que se comece por descrever o problema de contexto de forma 
perceptível e possível resolução, daí referir descrição e não tradução. Salienta que a 
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descrição deve ser feita por recurso a esquemas e símbolos inventados pelos alunos e 
através da identificação de relações centrais na situação problemática. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.1: Esquema representativo da resolução de problemas na EMR (Gravemeijer, 1994) 
 
De acordo com Gravemeijer (1994), esta descrição do problema simplifica-o, e resolvê-lo 
neste nível, mais ou menos formal, difere muito da aplicação de um procedimento 
estandardizado. O estágio final, que consiste na tradução da solução para o contexto, 
acontece da mesma forma que a descrita para o estágio inicial. O autor refere que a 
diferença no estágio final é a significância dos símbolos para quem solucionou o problema, 
uma vez que foi quem lhes deu significado. Por isso, considera que ensinar Matemática 
como uma actividade requer que a resolução de problemas seja o verdadeiro objectivo da 
Educação Matemática, em vez de uma ferramenta matemática. Gravemeijer (1994) salienta 
ainda, que quando os alunos resolvem problemas sequencialmente, a sua descrição e 
procedimentos de resolução desenvolvem-se através da simplificação e da formalização, 
ou seja, da linguagem informal evoluem para uma linguagem formal, a linguagem 
matemática normalmente aceite.  
Fenomenologia didáctica. O princípio da fenomenologia didáctica refere-se à 
análise de fenómenos da vida real, que no passado contribuíram para o desenvolvimento de 
um certo conceito matemático. Segundo Freudenthal (1983, 1991), Gravemeijer (1999), 
Gravemeijer e Bakker (2006) e Gravemeijer e Terwel (2000), esta análise de contextos é 
necessária para descobrir o tipo de problemas que devem surgir no início do processo de 
ensino, ou seja, contextos que permitam abordagens informais de situações específicas e 
ainda, para estudar a sua adequação de modo a que provoquem e estimulem o processo de 
matematização progressiva. 
Propostas curriculares para o ensino-aprendizagem de números racionais 
25 
Em EMR o principal objectivo é que os alunos usem a sua compreensão e modelos 
matemáticas para resolverem problemas. Isto implica que devem aprender Matemática útil 
(Freudenthal, 1973). A realidade em EMR não é reconhecida apenas no final do processo 
de aprendizagem, na área de aplicação, mas como uma fonte para aprender Matemática. Se 
a Matemática surgiu da matematização do real, também aprender Matemática deve originar 
realidade matematizada (Freudenthal 1973, 1991; Gravemeijer, 1994, 1999; Gravemeijer 
& Terwel, 2000; Streefland 1991a; Treffers, 1991; van den Heuvel-Panhuizen, 1996, 1998, 
2000; van den Heuvel-Panhuizen & Wijers, 2005). Segundo Gravemeijer (1994), dado que 
a Matemática evoluiu ao longo da história com base na resolução de problemas reais, então 
uma das formas de encontrar contextos matematizáveis, é procurar perceber como a 
Matemática foi inventada.  
Desde os primeiros anos da EMR, que Freudenthal (1973) enfatiza que uma 
aprendizagem descontextualizada da Matemática, ou seja, separada das experiências dos 
alunos, leva a uma incapacidade da sua aplicação e a um rápido esquecimento. Assim, 
sugere que se comesse por explorar contextos ricos que exijam organização matemática, ou 
seja, contextos que possam ser matematizados, em vez de um conjunto de definições 
abstractas para mais tarde aplicar. Segundo o autor, explorar problemas formulados em 
contextos adequados, permite que os alunos desenvolvam o domínio e a compreensão de 
modelos matemáticas. Assim, são guiados à Matemática formal, que em EMR consiste no 
processo de generalizar e formalizar procedimentos de resolução de problemas específicos 
e conceitos, numa variedade de contextos. Por conseguinte, o objectivo da análise 
fenomenológica é encontrar problemas reais que proporcionem abordagens específicas que 
possam ser generalizadas, ou seja, proporcionem uma base para a matematização vertical 
(Freudenthal 1983; Gravemeijer, 1999; Gravemeijer & Bakker, 2006; Gravemeijer & 
Terwel, 2000).  
Níveis no processo de aprendizagem e modelos emergentes. O princípio dos níveis 
no processo de aprendizagem e modelos emergentes coloca o foco na promoção de um 
processo progressivo de matematização dos alunos. van den Heuvel-Panhuizen (1996, 
1998, 2000) salienta que este princípio enfatiza um crescimento gradual na compreensão 
da Matemática e uma coerência longitudinal do currículo, dando grande importância à 
relação entre o que se aprendeu e o que será aprendido, ou seja, às conexões matemáticas. 
Por conseguinte, Freudenthal (1991) considera que os alunos devem começar por 
matematizar fenómenos do quotidiano, seguindo-se a análise da sua própria actividade 
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matemática em cada nível da componente vertical, para que possam progredir para o nível 
seguinte. Assim, a aprendizagem da Matemática pressupõe que os alunos passem por 
vários níveis de compreensão, sendo a capacidade de reflectir nas actividades orientadas, 
condição necessária para chegar ao nível seguinte. Esta reflexão deve ser deduzida pela 
interacção. Segundo Freudenthal (1973, 1991), Gravemeijer (1994), Streefland (1991a) e 
Treffers (1991), a interacção promove uma progressão no processo de matematização, que 
é exactamente no que deve consistir o processo de aprendizagem. De acordo com os 
autores, ao dar-se espaço às construções próprias dos alunos, baseadas no seu 
conhecimento informal, surge na sala de aula uma grande variedade de estratégias, 
soluções e graus de compreensão da situação problemática e da sua resolução. Salientam a 
necessidade de um debate das ideias e descobertas feitas, que leve à justificação, reflexão e 
comparação de estratégias e por conseguinte, estimule a consolidação das aprendizagens. 
Aprender não é uma actividade isolada, mas que ocorre em sociedade, sendo influenciada 
pelo contexto sócio – cultural. Conforme refere Freudenthal (1973,1991), a Matemática é 
primariamente uma actividade humana, logo, a actividade de organizar, relacionar, 
estruturar, generalizar, provar e formalizar o mundo à nossa volta.   
Por conseguinte, esta actividade requer a resolução de problemas de contexto que 
de acordo com Freudenthal (1973, 1983, 1991), Gravemeijer (1994, 1999, 2005), 
Gravemeijer e Terwel (2000), Streefland (1991a), Treffers (1991), van den Heuvel-
Panhuizen (1996, 1998, 2000), Heuvel-Panhuizen e Wijers (2005), promove a modelação. 
Os autores referem-se a modelos num sentido lato, incluindo uma descrição verbal, 
desenhos, diagramas, tabelas, bem como notações informais ou notação matemática 
formal, ou outras formas de registo recorrendo a esquemas e símbolos. Consideram que 
estes modelos funcionam como um importante dispositivo para construir uma ponte entre a 
Matemática informal e a Matemática formal. Gravemeijer (1994, 1999, 2005) esclarece, 
que numa primeira fase, os modelos surgem como uma forma de representar um problema 
contextualizado. Numa segunda fase, e à medida que os alunos recolhem mais experiências 
com estes problemas, a sua atenção pode transferir-se para as relações e estratégias 
matemáticas. Assim, refere que o modelo passa a ter um carácter mais objectivo, 
transformando-se numa base de referência para o nível de Matemática formal, ajudando os 
alunos a reinventarem a Matemática mais formal. No entanto, para que os modelos possam 
funcionar deste modo, Treffers (1991), Gravemeijer (1994, 1999, 2005), van den Heuvel-
Panhuizen (1996, 1998, 2000) e van den Heuvel-Panhuizen e Wijers (2005) consideram 
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que é importante que estejam enraizados em situações concretas e que sejam 
suficientemente flexíveis a fim de serem úteis em níveis mais elevados da actividade 
matemática. Só assim, poderão fornecer aos alunos um apoio durante o processo de 
matematização vertical, sem obstruir a matematização horizontal.  
De acordo com Gravemeijer (1994, 2005), os modelos emergem da actividade dos 
alunos como modelos de uma situação que lhes é familiar e transformam-se, mais tarde, 
através de um processo de generalização e formalização, em modelos para o raciocínio 
matemático mais formal. Refere que esta transformação do modelo corresponde a uma 
alteração na forma de pensar do aluno, dado que o enfoque deixa de ser no contexto da 
situação modelada, para passar a ser nas relações matemáticas. Assim, distingue dois tipos 
de actividade, a referencial - na qual o significado de agir com o modelo deriva da 
actividade do contexto descrito nas actividades de ensino; e a geral - na qual o significado 
de agir com o modelo deriva das relações matemáticas presentes. Considera que estes tipos 
de actividades surgem em diferentes níveis e que se podem completar, por um lado, com 
um nível de actividade no próprio contexto das tarefas e, por outro, com um nível de 
actividade matemática mais formal onde os alunos já não necessitam de um modelo 
(Figura 2.2).  
 
 
 
 
 
Figura 2.2: Níveis (Gravemeijer, 2005, p.98) 
 
Em suma, a distinção entre modelo de e modelo para, pode ser clarificada pela 
junção de quatro níveis gerais de actividade: 
(1) Actividade na situação da tarefa, na qual as interpretações e resoluções 
dependem da compreensão de como agir no contexto; 
(2) Actividade referencial, na qual cada modelo de refere-se a actividades na 
situação descrita nas actividades de ensino; 
(3) Actividade geral, na qual os modelos para referem-se a um quadro de 
representações matemáticas; 
(4) Raciocínio matemático formal, o qual não depende de modelos para a 
actividade matemática (Gravemeijer, 2005, p. 98). 
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O autor clarifica, que no nível referencial os modelos fundamentam-se na 
compreensão de contextos experienciais reais e que o nível geral começa a emergir quando 
os alunos começam a focalizar-se nas relações matemáticas envolvidas. Segundo o autor, 
“a abordagem do modelo emergente ajuda os alunos a construírem uma realidade 
matemática, por eles próprios” (Gravemeijer, 2005, p.98). Porém, salienta: (i) que os 
modelos devem emergir de situações concretas, permitindo aos alunos o recurso às suas 
estratégias informais; (ii) fomentar o processo de matematização progressiva; e (iii) ter 
potencial para se transformarem numa entidade própria no decurso do processo de 
aprendizagem.  
 
2.1.3 Ensino de números racionais  
 
Streefland (1986, 1991a, 1991b, 1993), que desenvolveu um programa para o 
ensino-aprendizagem de números racionais no âmbito da EMR, sugere que se inicie o 
estudo das fracções com uma exploração intensiva de situações de divisão, com o 
propósito de enfatizar o significado de partilha equitativa, que considera um manancial 
para o estudo das fracções. Refere que assim, o conceito de fracção e operações com 
números representados por fracções são abordados de uma forma versátil, numa 
diversidade de contextos e significados que podem ter nesses contextos, nomeadamente, 
parte-todo, operador, razão e medida. Salienta a importância do desenvolvimento de uma 
linguagem relativa às fracções acompanhada de símbolos apropriados, bem como o 
desenvolvimento de esquemas e modelos. Para o autor, a conexão entre equivalência de 
fracções e razão devem surgir desde o início do processo de aprendizagem, de forma 
significativa. Na sua perspectiva, existe uma ligação muito forte entre a aquisição do 
conceito de fracção e o operar informalmente, que significa operar sem um conjunto de 
regras e procedimentos. Sugere que se vão fazendo conexões entre as diferentes 
representações, fracção, numeral decimal, numeral misto e percentagem. Antes ainda da 
formalização das operações, considera que se deve trabalhar a estimativa, sobretudo ao 
nível simbólico, recorrendo a fracções de referência, como por exemplo,         . 
No desenvolvimento do seu programa para o ensino de números racionais 
Streefland (1986, 1991a, 1993) coordena o conceito de fracção com o raciocínio 
multiplicativo, dado que apresenta de forma clara exemplos de fracções que representam 
relações, ou seja, quantidades intensivas (  é o mesmo que três pizas para quatro 
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crianças) e fracções que representam quantidades extensivas (cada criança comeu    de 
piza). Como exemplo para iniciar o estudo das fracções, sugere uma situação em que algo 
é dividido, “divide 3 pizas por 4 crianças”, simbolizado por    e visualizado como 4 
crianças à volta de uma mesa e 3 pizas em cima da mesa. Segundo o autor, tarefas como 
“divide e descreve o que é que calha a cada um” são naturais. Streefland (1986, 1991a, 
1993) realça três aspectos importantes deste tipo de problemas, como ponto de partida para 
o ensino das fracções: (i) o problema refere-se a um contexto de divisão que os alunos 
percebem facilmente a partir de esquemas de distribuição. Assim, as fracções surgem a 
partir do conceito de divisão; (ii) este tipo de problemas permite que os alunos recorram a 
uma diversidade de estratégias de resolução, dado que existe mais do que uma unidade – 3 
pizas – para dividir por 4 crianças. O autor refere que os alunos começam a divisão tendo 
como referência a metade, seguindo-se a divisão por quatro, por surgir naturalmente a 
partir de divisões sucessivas por dois. Salienta que alguns alunos podem começar por 
dividir duas pizas ao meio, dando uma metade a cada uma das 4 crianças. Depois dividem 
a terceira piza em quatro partes iguais, dando um quarto a cada criança (Figura 2.3A). 
Outros alunos dividem cada piza em quatro partes iguais, distribuindo um quarto de piza 
por cada criança (Figura 2.3B).  
 
 
 
 
 
Figura 2.3: Modelação da situação de distribuição de pizas (Streefland, 1991a) 
 
Deste modo, proporciona-se também aos alunos uma experiência informal com a 
equivalência de fracções, dado que       representa a mesma quantidade que         . Embora Streefland (1986, 1991a, 1993) defenda que devam ser os 
alunos a escolherem as suas próprias estratégias de partição e não o professor a fornecer-
lhas, sugere que no caso de não surgirem espontaneamente diferentes divisões, o professor 
as provoque colocando questões do tipo, “De que outras formas se poderiam cortar as pizas 
de modo a serem distribuídas igualmente pelas crianças?”; e (iii) estes problemas expõem 
ainda, os alunos a uma experiência informal e compreensiva com o conceito de fracção e 
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operações com fracções e suas propriedades. Por exemplo, questionar porque       (o 
mesmo que      ) representa a mesma quantidade que         . E a mesma 
quantidade que 3   . Ou ainda, que cada criança recebeu 1    de piza. Cada criança 
recebeu    de piza. A situação proposta pelo autor leva à representação numérica das 
quantidades intensivas que podem ser representadas por fracções. A quantidade intensiva – 
piza por criança – é representada pela fracção de piza que foi distribuída a cada criança. 
Streefland (1986, 1991a, 1993) realça a importância de se trabalharem situações 
imagináveis e mentalmente reproduzíveis, para que os alunos possam lidar com modelos 
de situação ou modelos de processo cognitivo, já que promovem uma forte conexão entre 
criação, representação e descrição das fracções. Outra das situações que apresenta “Divide 
5 paus de raiz-doce por 6 crianças”, promove o recurso à linha numérica (Figura 2.4).  
 
 
 
 
 
Figura 2.4: Modelação da situação de distribuição de paus de raiz-doce (Streefland, 1991a) 
 
Para a sua resolução pode começar por dividir-se o primeiro pau de raiz-doce pelas 6 
crianças, dando    a cada uma. Segue-se a divisão do segundo pau de raiz-doce, ficando 
agora cada criança com       ou      ou      . Continua-se a divisão 
sucessiva de cada um dos outros 3 paus de raiz-doce pelas crianças, dando-se continuidade 
à sua representação na linha numérica e simbólica. Mais uma vez se produz material 
monográfico interessante, que promove uma compreensão progressiva das operações 
formais.  
Streefland (1986, 1991a, 1993) continua a enfatizar o recurso a esquemas (Figura 
2.5), para evidenciar a equivalência de fracções e a conexão entre fracções e divisão, por 
exemplo,    (6 barras de chocolate divididas por 8 crianças),    (9 barras de chocolate 
divididas por 12 crianças). Segundo o autor, ao terem em mente os esquemas e ao 
recorrerem à divisão (3 barras de chocolate divididas por 4 crianças), não é difícil para os 
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alunos concluírem que   ,   ,   significa, “cada criança fica com    de chocolate”, 
por outras palavras, considerando o resultado, são todas equivalentes. 
 
 
 
 
Figura 2.5: Modelação da situação de distribuição de chocolates (Streefland, 1991a) 
 
O autor defende que se recorra à linguagem de razão, dado que os termos da razão 
sugerem a divisão e representam o seu resultado, ou seja, a quantidade de chocolate por 
criança. Enfatiza a exploração do significado da fracção como razão, uma vez que este 
promove o desenvolvimento do raciocínio multiplicativo. Mantendo os objectivos dos 
problemas apresentados anteriormente, ou seja, evidenciar a equivalência de fracções e o 
significado da fracção como partilha, Streefland (1986, 1991a, 1993) sugere a exploração 
de outras situações. Por exemplo,    (24 crianças à volta da mesa e 18 pizas em cima 
desta). Segundo o autor devem ser encontradas formas de se explorarem estas situações a 
proporções mais controláveis, por exemplo,    pode ser representada por 2 mesas com 
as crianças e a sua comida equitativamente divididas, ou seja,    e    (Figura 2.6).  
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.6: Diagrama em árvore (Streefland, 1991a) 
 
Ou, por exemplo,    e   , ou    e   , sempre tendo em conta a divisão 
equitativa. O arranjo de duas mesas a partir da grande produz o início de um esquema. 
Com base nas 12 crianças em cada mesa, terão de se separar as pizas mantendo a mesma 
relação, ou seja, uma relação de metade, ficando 9 pizas em cada mesa. O arranjo da mesa 
pode continuar para que as crianças e a sua comida sejam continuamente divididas, 
mantendo-se sempre a mesma proporção. O diagrama resultante da modelação da situação 
(Figura 2.7) evidencia claramente a equivalência entre   ,    e   .  
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Figura 2.7: Diagrama em árvore (Streefland, 1991a) 
 
Com este exemplo, Streefland (1986, 1991a, 1993) pretende focar a atenção dos alunos na 
porção de piza por criança, para que estes adquiram a noção de razão e observem a 
conexão entre as duas variáveis da razão. Segundo o autor, a conexão entre as crianças e o 
que está na mesa difunde-se no símbolo   , enquanto a distribuição – mesas mais 
pequenas (trocando e arranjando) – é visível no diagrama em árvore (Figura 2.7). Isto 
significa que a modelação da situação completa o papel do contexto nas actividades 
organizacionais e construtivas dos alunos, e o símbolo escolhido reflecte perfeitamente a 
situação. Para o autor, contexto, símbolo e esquema formam uma unidade poderosa, nos 
processos de matematização horizontal e vertical. Por outras palavras, o modelo do arranjo 
das mesas leva à disponibilização de um modelo cognitivo que pode gerar situações de 
divisão equivalentes.  
Streefland (1991a, 1993) enfatiza as tabelas de razão como modelo para a 
comparação de fracções, sobretudo no caso de fracções cuja comparação seja difícil sem a 
aplicação das regras. O autor apresenta como exemplo uma situação onde se pretende saber 
quem come mais piza. Se numa mesa onde há 3 pizas a dividir por 5 pessoas ou numa 
mesa onde há 5 pizas para 8 pessoas. Sugere que depois de se construírem tabelas de razão 
para representar cada uma das situações, se aumente o número de pessoas e o número de 
pizas em cada tabela, mantendo a relação existente entre o número de pessoas e o de pizas, 
até se encontrar um número de pessoas comum às duas tabelas (Figura 2.8), de forma a 
poder estabelecer-se a comparação com o número de pizas distribuídas.  
 
 
 
 
Propostas curriculares para o ensino-aprendizagem de números racionais 
33 
 
 
 
 
 
Figura 2.8: Tabelas de razão para a comparação de fracções (Streefland, 1991a) 
 
Ainda para a comparação de fracções, Streefland (1991a, 1993) salienta também o 
recurso ao operador. Basta que no exemplo apresentado e continuando no contexto de 
distribuição de pizas, se aplique o raciocínio de que “quem mais come mais paga!”. Assim, 
se por exemplo, cada piza custar 8 euros, os alunos facilmente verificam que     
 e que      , logo      .  
Para dar continuidade ao estudo das fracções, o autor sugere que se continue a 
recorrer à determinação de comprimentos, pesos, preços e horas, como mediadores para o 
cálculo indirecto de somas, diferenças, produtos e quocientes, recorrendo à fracção como 
operador. Enfatiza, mais uma vez, o recurso à formação progressiva de modelos visuais e 
produções próprias dos alunos. Por exemplo, perante a situação das “3 pizas para 4 
crianças”, sugere que se atribua um preço a cada piza, 8 euros, e se questione o custo da 
quantidade de piza que cada criança comeu. Partindo de uma das hipóteses anteriormente 
apresentadas, a de que cada criança comeu       de piza, poderá solicitar-se os alunos 
a calcularem o custo por parcela e posteriormente o total. Assim,      e     
, logo, o preço de    de piza é igual ao preço de          de piza, ou seja, 4 + 2 
= 6 euros. Streefland (1991a, 1993) refere que os resultados podem ser verificados através 
da decomposição               . Para manter a formação progressiva de 
modelos, o autor sugere que se trabalhe com a linha numérica na adição e subtracção de 
números racionais. Assim, continuando a exploração da tarefa da distribuição de paus de 
raiz-doce e com base no cálculo dos preços, os alunos podem representar as respectivas 
fracções na linha numérica e partirem para a resolução de problemas de adição e 
subtracção que o professor lhes vá apresentando, de modo a que possam adicionar e 
subtrair com base no modelo da linha numérica. O autor refere ainda, que se trabalhe com 
outros modelos as situações de adição e subtracção, nomeadamente, barras e rectângulos, 
cujo mediador passa a ser o comprimento. Por exemplo, para calcular      , ao 
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dividir as barras em 12 partes iguais é possível compará-las com    e    e visualizar a 
diferença de    (Figura 2.9) 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.9: Modelação de situação                (Streefland, 1991a) 
 
Segundo Streefland (1991a, 1993) também os produtos podem ser representados 
por barras, rectângulos, modelos de área rectangular ou linha numérica. Entre outras, 
apresenta uma situação em que se pretende calcular o número de azulejos necessários para 
pavimentar um piso com     metros de comprimento e     metros de largura. Recorre 
ao modelo de área rectangular para a modelação da situação (Figura 2.10). Assim, 
recorrendo a um rectângulo, sugere que se represente 3 azulejos de 1 m2 e    de outro 
azulejo de 1 m2, no seu comprimento, e 2 azulejos de 1 m2 e    de outro azulejo de 1 m2, 
na sua largura. No modelo fica visível o número de azulejos necessários para a 
pavimentação do piso, que deve ser acompanhado pela notação simbólica. Atendendo a 
que são necessários 13 quartos de azulejos para o comprimento e 5 metades de azulejos 
para a largura, para pavimentar o piso serão necessários   , ou seja, 65 azulejos de    
do m2 (oito peças cabem num azulejo de 1 m2), ou ainda, 8 azulejos de 1 m2 e    de outro 
azulejo de 1m2. Streefland (1991a, 1993) sugere que se faça a verificação dos resultados 
atribuindo um preço a cada azulejo de 1 m2, por exemplo, se cada azulejo custar 16 euros, 
o custo dos azulejos necessários para pavimentar o piso corresponderá a       
       
euros, que irão pagar     azulejos de 1 m2, já que 
 	  
). Assim,         .  
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Figura 2.10: Modelação da situação         . (Streefland, 1991a) 
 
Para o estudo da divisão, o autor refere que as situações de partilha apresentadas 
desde o início do estudo das fracções devem ser exploradas visando a divisão com 
fracções, tal como as situações de medida. Para a modelação de situações de divisão sugere 
também as barras, rectângulos e tabelas de razão, considerando estas como promotoras da 
generalização dos métodos informais. Apresenta uma situação onde se pretende dividir 
    barras em pedaços de    e sugere a sua modelação com rectângulos, já que facilita 
a visualização do resultado, ou seja, que existem 10 pedaços de    em     barras 
(Figura 2.11). 
 
 
 
 
Figura 2.11: Modelação da situação   	    
 (Streefland, 1991a) 
 
Streefland (1991a, 1993) apresenta ainda, uma situação em que se pretende saber 
quantos copos de    se enchem com o sumo de uma garrafa que contém  
  do litro. 
Mais uma vez, o autor sugere o recurso a mediadores para a sua exploração, neste caso o 
preço por litro. Assim, se 1 litro de sumo custar 6 euros, a divisão poderá progredir através 
de  
     e      
, então,  	 
      , ou seja,  
 	     . Logo, enchem-se aproximadamente 6 copos com o sumo de uma garrafa. No 
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entanto, o autor refere que uma melhor exploração destas situações passa pelo recurso à 
tabela de razão (Figura 2.11).  
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.12: Modelação da situação  
 	      . (Streefland, 1991a) 
 
Para a sua introdução, sugere que se parta de uma abordagem através de 
mediadores, por exemplo, na situação anterior, através de uma abordagem ao preço de 1 
litro chegou-se à expressão 
 	     
 . ou seja, o número total (correspondente 
ao todo, à unidade) de copos de    que se enchem com  
  de sumo. Por conseguinte, 
 	 
   
    .  
Embora reconheça que as operações com fracções possam ser exploradas com as 
abordagens que sugere, Streefland (1991a, 1993) reforça a necessidade do trabalho a 
realizar antes de se dar início ao estudo formal das operações com fracções. Salienta a 
importância da sua exploração informal desde o início do estudo das fracções, bem como 
da exploração de diferentes modelos, das produções próprias dos alunos e sua conexão 
com a simbologia. Refere que só assim se mantêm as condições necessárias, à 
concretização das produções dos alunos a um nível simbólico. 
Fosnot e Dolk (2002), também defendem as situações de partilha equitativa como 
uma primeira abordagem ao estudo das fracções, baseada nos princípios fundamentais da 
EMR. Salientam a importância daquele significado da fracção no desenvolvimento de 
ideias fundamentais como: (i) a relação inversa entre numerador e denominador – dividir 
uma baguete por cinco alunos origina fatias menores do que dividir por quatro alunos 
(evitando um equívoco muito frequente quando os alunos iniciam o estudo das fracções, o 
de que    é maior do que   , porque 5 é maior que 4); (ii) a divisão e multiplicação 
estão ligadas às fracções – quatro quintos é quatro divididos por cinco ou quatro vezes um 
dividido por cinco; e (iii) a conceptualização da unidade de referência – uma fracção tem 
sempre subjacente uma unidade. Os autores alertam para o facto de na comparação, adição, 
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subtracção e equivalência de fracções existir apenas um todo a considerar, sendo as 
fracções consideradas em relação a esse todo. Enquanto, que na exploração de situações de 
multiplicação e divisão, existem dois todos a considerar, existem relações de relações. Por 
exemplo, um quinto de metade de uma baguete é um décimo da baguete. 
Embora Fosnot e Dolk (2002) considerem que devem ser trabalhados todos os 
outros significados das fracções, nomeadamente, parte-todo, operador, razão e medida, não 
aconselham este último para o início do estudo das fracções. Na sua opinião, este 
significado pode conduzir a equívocos onde o todo se perde. Fundamentam-se numa 
ocorrência em sala de aula, em que um grupo de alunos com dificuldades em dividir uma 
tira de papel em três partes iguais, resolveu dobrar a tira nas três partes que lhes foi 
possível e posteriormente, cortou a parte de papel que sobrou, para tornar as partes iguais. 
Inconscientemente, estes alunos alteraram o todo. Os autores advogam que em situações de 
partilha equitativa os alunos percebem que nenhuma parte pode ser abandonada.  
A linha numérica dupla também é considerada, por Fosnot e Dolk (2002), como um 
modelo de cálculo bastante poderoso para adicionar e subtrair números racionais, bem 
como para trabalhar as percentagens, que consideram como outra representação das 
fracções, tal como os números decimais. Segundo os autores, as ideias fundamentais dos 
números decimais e das percentagens são as mesmas das fracções. Sugerem ainda, o 
relógio como um modelo útil para adicionar e subtrair números racionais, por 
considerarem que tal como a linha numérica dupla, este modelo também permite aos 
alunos converter fracções em números inteiros, realizar operações com eles e convertê-los 
de novo em fracções. A mesma ideia de Streefland (1991a, 1993), quando sugere os 
mediadores para promover o recurso à fracção como operador. Fosnot e Dolk (2002) 
consideram também as grelhas (modelo rectangular de área) e as tabelas de razão 
importantes na modelação de situações de multiplicação e divisão, enfatizando as tabelas 
de razão na modelação de situações de divisão. Ainda em relação à divisão de números 
racionais, consideram importante que se explorem situações onde a divisão surja nos 
significados de partilha e de medida. Alertam ainda, para a dificuldade acrescida das 
situações que envolvem a multiplicação e a divisão de fracções, já que envolvem relações 
de relações. Esclarecem que na comparação, equivalência, adição ou subtracção de 
fracções, existe apenas um todo a considerar e ambas as fracções têm de ser consideradas 
em relação a esse todo, ou seja, existe apenas uma unidade de referência. Já, na 
multiplicação e na divisão de fracções existem dois todos a considerar, existem relações de 
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relações. Por exemplo, se a Joana comer    de    de chocolate, que quantidade de 
chocolate come? Primeiro terá de se considerar    de   , ou seja, numa primeira fase    é o todo que deve ser considerado, mas a resposta é em função do chocolate inteiro, o 
segundo todo. Assim, a Joana comerá    do chocolate inteiro. Já perante uma situação de 
divisão, por exemplo, quantos quartos de chocolate cabem num terço de chocolate? A 
resposta tem de ser dada em relação a um quarto do chocolate, pelo que corresponde a 
    (Figura 2.13). Também nesta situação, existem dois todos a considerar, pelo que o 
problema exige raciocinar sobre uma relação de relação.  
 
Figura 2.13:    	       
 
Entretanto, ainda no âmbito da EMR, Keijzer (2003) defende a exploração de 
situações de medida como uma primeira abordagem ao estudo das fracções. O autor 
considera que as situações de medida podem fazer emergir modelos como a barra e a linha 
numérica. Por exemplo, sugere que se comece por solicitar os alunos a medirem todo o 
tipo de objectos na sala de aula com uma barra (Figura 2.14).  
 
 
 
 
 
Figura 2.14: O tampo da mesa é    da barra (Keijzer, 2003) 
 
Refere que o facto de os alunos terem de nomear o número de partes da barra, 
necessário para medir determinado objecto, promove uma linguagem da fracção e as 
primeiras relações com fracções. Segundo o autor, a medição de determinados objectos 
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fará suscitar discussões em torno da divisão da barra com a qual estão a medir. Salienta 
que actividades de medição facilitam a representação das fracções na linha numérica e 
consequente comparação. Uma vez que a linha numérica é um modelo usado no estudo dos 
números inteiros, o autor considera que este facilita a extensão do conjunto dos números 
inteiros aos números racionais, dado que os alunos apenas têm de posicionar os 
fraccionados entre os inteiros.  
Segundo Keijzer (2003), a linha numérica promove a equivalência e comparação de 
fracções e por consequência, as operações formais com números racionais. Exemplifica 
com uma tarefa onde os alunos têm de encontrar “companheiros de quarto” para    e   , 
situados na linha numérica. Refere que este contexto fornece aos alunos uma base para a 
adição e subtracção formal de fracções, dado que “se    é encontrado como 
companheiro de quarto de    e    é encontrado como companheiro de quarto de   , 
não é difícil compreender que      , a distância de    a   , são 4 saltos de   ou 
de   ” (Keijzer, 2003, pp. 212 – 213).   
No entanto, para uma compreensão formal das operações o autor considera 
importante que se desenvolvam actividades que levem à compreensão do papel do 
numerador e do denominador e formalização da equivalência de fracções. Assim, com o 
objectivo de formalizar a equivalência de fracções sugere um contexto de fracção – 
elevador (Figura 2.15). Neste contexto, alguns elevadores são numerados com o número de 
paragens que efectuam até atingirem o topo do edifício. Por exemplo, a segunda paragem 
do elevador 4 está situada em   . Os alunos devem identificar quais as paragens 
efectuadas pelos elevadores apresentados, bem como numerar outros elevadores que 
efectuem paragens nas diferentes fracções assinaladas no edifício. Segundo o autor, os 
alunos facilmente identificam o elevador 8 e o elevador 16 com paragem nos mesmos 
edifícios do elevador 4 e descobrem a existência de muitos elevadores com paragem em 
  .  
Keijzer (2003) considera fulcral a formalização da equivalência de fracções para a 
aprendizagem formal das operações com números racionais, dado que “os alunos em 
seguida aprendem como resolver   	 , substituindo    por  
  – quinze saltos de 
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Figura 2.
 
O autor também enfatiza as conexões entre as diferentes representações (fracções, 
números decimais e percentagens), para que os alunos possam recorrer às fracções como 
representações alternativas aos números decimais e às percentagens. Relativamente aos 
contextos de partilha equitativa e parte 
a compreensão das fracções como números, com um lugar próprio na 
Muitos outros investigadores 
de números racionais no contexto da EMR (p. ex. Freudenthal, 1973,1983,1991; Nunes et
al., 2005; Treffers, 1987, 1991; Treffers & Goffree, 1985
1991a, 1991b, 1993) e Fosnot e Dolk (2002) defendem que se inicie 
com a exploração de situações de partilha equitativa, salientando a necessidade de se 
trabalharem todos os outros significados das fracções, nomeadamente, razão, parte
medida e operador. Assim, parece consensual a ideia de que as situações de parti
equitativa fornecem um contexto rico e concreto para a compreensão 
fracções e particularmente da 
problemas, nomeadamente, 
outros modelos visuais. Apenas, 
fracções recorrendo a situações de medi
alunos para a representação dos números na linha numérica, evidenciando tamb
equivalência de fracções e proporcionando uma base para a
racionais.  
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2.2 RATIONAL NUMBER PROJECT  
              
2.2.1 História e filosofia 
 
O Rational Number Project (RNP) foi um projecto de pesquisa multi-universitário 
cooperativo financiado pela National Science Foundation (NSF) a partir de 1979 (com 
excepção de 1983-84) e que terminou oficialmente em 2002. Teve como principais 
investigadores Merlyn Behr, Katheleen Cramer, Guershon Harel, Richard Lesh, Thomas 
Post, Edward Silver e Ipke Wachsmuth. Deste projecto resultaram mais de noventa artigos 
em revistas, livros e outras publicações do projecto, na sua maioria relacionados com o 
ensino-aprendizagem do conceito de número racional e das suas representações em fracção 
e numeral decimal. Foi dado especial relevo às fracções e aos seus diferentes significados, 
parte-todo, razão, quociente, medida e operador. Estes estudos conduziram naturalmente a 
investigações sobre o ensino-aprendizagem da proporcionalidade, tendo sido dada especial 
atenção às diversas vertentes do raciocínio proporcional. Foram estudadas as contribuições 
do conhecimento da multiplicação e divisão, ou seja, do desenvolvimento do raciocínio 
multiplicativo para o desenvolvimento do raciocínio proporcional. Prosseguiu-se com 
programas de desenvolvimento profissional para professores. Assim, estes estudos 
culminaram com o desenvolvimento de três cursos de Matemática projectados 
especificamente para professores do ensino básico e com a produção de três currículos 
(Cramer, Behr, Post & Lesh, 1997a; Cramer, Behr, Post & Lesh, 1997b; Cramer, Wyberg 
& Leavitt, 2009), que reflectem as sugestões dos seus autores de como devem ser 
ensinados os conceitos de número racional e operações (RNP, 2006, 2010). 
Post, Cramer, Harel, Kieren e Lesh (1998) referem que até meados dos anos 80, a 
investigação no âmbito do RNP incidiu no desenvolvimento de conceitos multiplicativos 
isolados, sem tentativas explicitas de estudar as inter-relações e interdependências dentro e 
entre estes conceitos. Assim, a investigação sobre o conceito de número racional não 
considerou as concepções da multiplicação e divisão e vice-versa, e a investigação sobre a 
aprendizagem do sistema decimal desenvolveu-se separadamente da investigação sobre 
fracções e proporcionalidade. Segundo os autores, só a partir de meados dos anos 80, é que 
o RNP avançou com investigação considerando as inter-relações do desenvolvimento 
cognitivo de conceitos multiplicativos. Os autores fundamentam as referidas alterações na 
investigação, com base no aparecimento da teoria dos campos conceptuais das estruturas 
multiplicativas de Vergnaud (1983, 1988), onde as estruturas multiplicativas são 
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explicitadas como uma rede de conceitos multiplicativos relacionados, tais como 
multiplicação, divisão, fracção, razão e proporção, função linear e n-linear. Assim, 
fundamentados na referida teoria, os investigadores do projecto passaram a considerar os 
diferentes significados da fracção apresentados por Kieren (1976), não como uma mera 
colecção de conceitos isolados, mas como uma estrutura complexa inter-relacionada e 
interdependente, dado que a sua complexidade é matemática e comportamental. 
O projecto apresentou um quadro teórico baseado em princípios fundamentais para 
o ensino, aprendizagem e avaliação, assim como um plano para validar e gerar hipóteses 
(Behr et al., 1983; Behr, Post & Lesh, 1981; Behr, Post, Silver & Mierkiewicz, 1980; Post, 
Behr, Lesh & Wachsmuth, 1986). A intenção do projecto era descrever o desenvolvimento 
do número racional desde a sua génese ao nível operacional formal, com base num 
curriculum que enfatizasse o uso de múltiplos modelos físicos e outras modalidades de 
representação – pictórica, verbal, mundo real, e simbólica – e transferências entre e dentro 
das referidas modalidades de representação. Behr et al., (1992), Post, Cramer, Behr, Lesh, 
e Harel (1993) e Post, Cramer, Harel, Kiernen e Lesh (1998), salientam que o principal 
objectivo do projecto era identificar as variáveis psicológicas e matemáticas que impedem 
e ou promovem a aprendizagem do número racional, tendo sido posteriormente estudadas 
as concepções dos professores em relação ao número racional. 
 
2.2.2 Princípios fundamentais do Rational Number Project 
 
Behr et al. (1992), Behr et al. (1980), Cramer, Post e del Mas (2002), Lesh, Post e 
Behr (1987), Post (1988), Post, Behr e Lesh (1986), Post e Cramer (1989), Post e Reys 
(1979) referem que a pesquisa do RNP se fundamentou em princípios da Psicologia 
Cognitiva, para sugerir um ensino com recurso a materiais manipuláveis, a diferentes 
modalidades de representação e à construção do conceito de número racional. Segundo 
Behr et al. (1992), Behr, et al. (1983), Behr et al. (1981) e Behr et al. (1980) esta 
fundamentação enfatiza a oralidade, como intermediária entre os materiais manipuláveis e 
o simbolismo, e os conceitos da psicologia do processamento da informação como uma 
base para a observação do desempenho dos alunos.   
Para Behr et al. (1983) e Behr et al. (1980), apesar da literatura da investigação 
sobre o uso dos materiais manipuláveis na aprendizagem da Matemática evidenciar que 
estes facilitam a aprendizagem de princípios, conceitos e capacidades matemáticas, as suas 
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implicações para a prática na sala de aula não são claras, já que permanecem sem resposta 
questões “de como?” “porque?” e “com quem?” os vários tipos de manipuláveis devem ser 
usadas. Na opinião dos autores, os resultados da investigação não reflectem as variáveis 
psicológicas que afectam potencialmente a aprendizagem humana, falta colmatada pelo 
trabalho do RNP relativo ao papel das ajudas manipuláveis no ensino-aprendizagem do 
número racional. Argumentam com o facto do RNP se fundamentar em princípios teóricos 
que fornecem modelos de processamento de informação, de ensino e percepção para o 
desenvolvimento de materiais educativos e observação dos seus efeitos. Por conseguinte, o 
projecto fundamentou-se em quatro princípios teóricos distintos, mas compatíveis, 
considerados essenciais para o ensino-aprendizagem do número racional: (i) os diferentes 
significados de número racional; (ii) variabilidade matemática e perceptual; (iii) 
modalidades de representação; e (iv) estruturas da memória. 
Diferentes significados de número racional . Behr et al. (1992), Behr, et al. (1983), 
Behr et al. (1981), Behr et al. (1980), salientam que para um ensino baseado na construção 
do conceito do número racional foi elaborado um esquema conceptual (Figura 2.16), que 
reflecte o primeiro princípio do projecto, os diferentes significados do número racional 
identificados por Kieren (1976). Esclarecem que as setas apresentadas no esquema 
reflectem relações entre os diferentes significados do número racional e operações, 
sugerindo que (i) quociente e parte-todo são básicos para aprender outros significados do 
número racional; (ii) a razão é mais “natural” quando conectada com a equivalência; (iii) 
operador e medida são os significados mais indicados para trabalhar de forma 
compreensiva, respectivamente, a multiplicação e a adição de números racionais. Behr et 
al. (1983) consideram o significado parte-todo, em contextos que envolvam quantidades 
discretas e contínuas, fundamental para o desenvolvimento do conceito de número racional 
e ponto de partida para o ensino-aprendizagem dos outros significados da fracção. 
 
Figura 2.16: Esquema conceptual para o ensino-aprendizagem de números racionais (Behr et al., 
1980 
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Variabilidade perceptual e matemática. Behr et al. (1992), Behr et al. (1983), Behr 
et al. (1981), Behr et al. (1980), Lesh et al. (1987), Post (1988), Post, Behr e Lesh (1982), 
referem que a organização e a selecção dos materiais de ensino-aprendizagem usados no 
projecto se basearam na variabilidade perceptual (personificação múltipla) e na 
variabilidade matemática, o segundo princípio do RNP. Segundo os autores a variabilidade 
perceptual sugere que a aprendizagem conceptual é maximizada quando um conceito é 
representado numa variedade de contextos físicos, ou seja, as experiências devem diferir 
em termos físicos para que haja retenção da mesma estrutura conceptual básica. Referem o 
papel dobrado, círculos, barras de Cuisenaire e material de contagem como exemplos de 
contextos físicos que podem ser usados para representar o número racional. Salientam que 
a exposição a estas várias representações, que diferem na aparência mas retêm a mesma 
estrutura conceptual, promove a abstracção matemática. Para Behr et al., (1992), Behr et 
al. (1983), Behr et al. (1981), Behr et al. (1980), Lesh et al. (1987), Post (1988) e Post et al. 
(1982), a variabilidade matemática assegura que se um conceito matemático depender de 
diferentes perspectivas conceptuais (p. ex. os diferentes significados do número racional), a 
variação sistemática da apresentação dessas perspectivas é um pré-requisito para a 
aprendizagem eficaz do mesmo. Assim, consideram que a variabilidade matemática 
promove a generalização dos conceitos matemáticos. 
Post e Reys (1979) incorporaram a variabilidade perceptual e matemática numa 
matriz bidimensional (Figura 2.17): (i) o eixo horizontal – variabilidade matemática – 
composto pelos cinco significados das fracções identificadas por Kieren (1976), parte-todo, 
medida, razão, quociente e operador. De salientar que o autor considera que só o 
conhecimento de todos os significados, pode contribuir para um conhecimento completo 
do conceito de número racional; e (ii) o eixo vertical – variabilidade perceptual – composto 
por materiais manipuláveis que representem quantidades discretas, contínuas, símbolos e 
fórmulas.  
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Figura 2.17: Definição operacional do conceito de número racional a partir da qual são 
desenvolvidas as tarefas de ensino-aprendizagem (Behr et al., 1981) 
 
Post e Reys (1979) integraram assim, uma análise matemática dos diferentes 
significados do número racional (Kieren, 1976), com uma análise lógica de modelos 
concretos para representar o conceito de número racional. Behr et al. (1992) e Behr et al. 
(1981) salientam que esta análise forneceu um esquema organizacional para o 
desenvolvimento e selecção de materiais apropriados para o ensino-aprendizagem do 
conceito de número racional. 
Behr et al. (1983) e Post et al. (1982) esclarecem que cada célula desta matriz 
(Figura 2.17) implica um tipo de actividade física ou simbólica numa perspectiva 
matemática para trabalhar o conceito de número racional. Referem que as tarefas de 
ensino-aprendizagem têm de ser seleccionadas de modo a respeitar a sequência de linhas e 
colunas, pois só assim serão promovidas de forma consciente a abstracção (através das 
incorporações físicas – variabilidade perceptual) e a generalização (pela abordagem dos 
diferentes significados das fracções – variabilidade matemática) do conceito de número 
racional. Segundo os autores, a referida matriz foi utilizada pelo RNP na investigação 
sobre o ensino-aprendizagem do número racional. 
Segundo Behr et al. (1983) não há nenhum dispositivo automático de entrada 
manipulável, óptimo para todos os alunos e para todas as situações em que se trabalhe o 
número racional. Um modelo concreto que seja significativo para um aluno, numa dada 
situação, pode não o ser para outro aluno na mesma situação, ou ainda, para os mesmos 
alunos em situações diferentes. Para os autores, o objectivo é identificar actividades que, 
por recurso a materiais concretos, ilustrem o conceito de número racional. Assim, referem 
que o foco principal da pesquisa tem sido a análise das estruturas cognitivas usadas pelos 
alunos na execução das várias tarefas com números racionais, resultando desta análise 
considerações de que existem materiais concretos mais significativos do que outros. Behr 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de números racionais 
46 
et al. (1983) salientam que o RNP enfatiza o papel dos dispositivos automáticos de entrada 
manipuláveis, por considerá-los facilitadores da aquisição e uso do conceito de número 
racional, dado que a compreensão dos alunos se desloca do concreto para o abstracto. 
Porém, análises psicológicas mostram que os materiais manipuláveis são apenas uma 
componente a desenvolver do sistema das modalidades de representação e que outras 
modalidades de representação – contextos reais, símbolos verbais, símbolos escritos e 
imagens – são também importantes na aquisição e uso dos conceitos matemáticos (Lesh, 
Landau & Hamilton, 1980). Assim, para Behr et al. (1992) e Behr et al. (1983) o principal 
requisito do projecto é desenvolver processos de transferência entre e dentro das referidas 
modalidades de representação, para que os alunos possam desenvolver conhecimento 
significativo. 
Modalidades de representação. O terceiro princípio do projecto, reflecte-se no 
modelo interactivo apresentado por Lesh (Figura 2.18), onde determinados processos de 
transferência entre e dentro de modalidades de representação, podem ser importantes na 
elaboração significativa de um conceito (Behr et al., 1992; Behr et al., 1983; Behr et al., 
1980; Cramer et al., 2002; Lesh, Cramer, Doerr, Post & Zawojewski, 2003; Post, 
Wachsmuth, Lesh & Behr, 1985; Post & Cramer 1989).  
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.18: Modelo interactivo de Lesh (Lesh et al., 2003) 
 
O modelo sugere que os conceitos matemáticos elementares podem ser representados por 
cinco modalidades, contextos reais, símbolos verbais, símbolos escritos, imagens e 
materiais manipuláveis, incorporando-os de forma interactiva (Lesh et al., 2003; Lesh, 
Landau & Hamilton, 1983; Lesh et al., 1987; Post & Cramer, 1989). O modelo interactivo 
de Lesh enfatiza interacções entre modalidades de representação externas e internas. Lesh 
et al. (2003) e Lesh et al. (1983) referem que as setas que conectam as diferentes 
Propostas curriculares para o ensino-aprendizagem de números racionais 
47 
modalidades de representação sugerem interacções externas e as setas dentro de cada 
modalidade de representação sugerem interacções internas. 
De acordo com Lesh et al. (2003) e Lesh et al. (1983) o desenvolvimento de uma 
profunda compreensão dos conceitos matemáticos exige: (i) experiência nas diferentes 
modalidades de representação; e (ii) experiência com interacções entre modalidades de 
representação externas e internas. Para os autores a interpretação de um conceito requer a 
sua reinterpretação aquando da transferência de um modo de representação para outro. 
Salientam que este movimento e a actividade intelectual associada reflecte uma perspectiva 
dinâmica do ensino-aprendizagem. Post et al. (1982) vêem o modelo sugerido como uma 
ponte entre generalização e abstracção, considerando estas, como aspectos importantes do 
desenvolvimento conceptual a ter em conta no ensino-aprendizagem.  
Para Behr et al. (1983) o modelo apresentado implica que a resolução de problemas 
reais consista em: (i) traduzir o problema da situação real para outro modo de 
representação; (ii) transformar ou operar com o sistema de modalidades de representação 
para produzir algum resultado ou predição; e (iii) traduzir o resultado para a situação real. 
Segundo os autores, muitos problemas são resolvidos usando uma sequência que envolve 
vários modos de representação. Referem que as imagens ou os materiais concretos podem 
ser usados como intermediários entre uma situação real e símbolos escritos, e que a 
verbalização oral pode funcionar como intermediária entre a situação real e as imagens, ou 
as imagens e os símbolos escritos.  
Atendendo a que a oralidade é intermediária ente a manipulação e o simbolismo, os 
investigadores do projecto desenvolveram sequências de ensino para a aprendizagem do 
conceito de número racional, que enfatizam o papel da verbalização oral. Behr et al. (1980) 
referem que estas sequências de ensino solicitam os alunos: (i) a verbalizarem o 
procedimento sequencial usado na manipulação das ajudas concretas; (ii) a verbalizarem a 
observação matemática importante deduzida dos objectos; e (iii) a registarem a observação 
matemática apresentada oralmente. Os autores enfatizam a realização das actividades orais 
antes de qualquer tentativa de introdução do simbolismo matemático, por terem observado 
que os alunos apresentam mais dificuldades nas investigações onde a actividade oral foi 
omissa antes da actividade escrita. 
O modelo interactivo de Lesh é considerado por Lesh et al. (2003) e Post et al. 
(1993) como um guia para o desenvolvimento do currículo, uma vez que promove uma 
compreensão profunda dos conceitos matemáticos. Segundo os autores, a referida 
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compreensão resulta do envolvimento dos alunos em actividades que lhes permitem 
representar os referidos conceitos de cinco modos diferentes, com ênfase nas interacções 
entre modalidades de representação externas e internas. Os autores referem o modelo como 
um auxiliar da aplicação do currículo em sala de aula, dado que ajuda os professores a 
determinar o tipo de actividades necessárias à ampliação do currículo. Salientam que 
geralmente, a aplicação do currículo beneficia com o recurso a modelos manipuláveis e 
problemas de contexto que envolvem interacções destes modos de representação para 
outros modos de representação. Lesh et al. (2003) e Post et al. (1993) referem ainda, o 
modelo interactivo de Lesh como um meio eficaz para desenvolver itens de avaliação. 
Consideram que o ensino e a avaliação devem estar em consonância e por conseguinte, as 
tarefas de avaliação desenvolvidas em torno das interacções entre e dentro de modalidades 
de representação, o que permite aos professores avaliarem a compreensão além da 
capacidade processual. 
Estruturas de memória. A psicologia do processamento da informação identifica 
diferentes tipos de estruturas da memória, outro dos princípios tido em conta pelo RNP. 
Assim, Behr et al. (1983) e Behr et al. (1981) sugeriram um modelo para relacionar 
estruturas da memória com os desempenhos dos alunos, que envolve quatro estruturas da 
memória: (i) semântica - que armazena o conhecimento verbal; (ii) intelectual - que 
sustenta a identificação de conceitos e a aplicação das regras; (iii) imaginária - 
representações visuais e auditivas dos objectos ou eventos concretos; e (iv) episódica - 
representações de incorporações das experiências pessoais. No entanto, Behr et al. (1983) e 
Behr et al. (1980) enfatizaram as memórias episódicas e semântica. Esclarecem que a 
memória episódica recebe e armazena a informação sobre os episódios ou os eventos que 
estão relacionados temporariamente, assim como as relações temporal e espacial entre 
esses eventos. Deste modo, a memória episódica de uma pessoa, tem presente o seu 
passado: “eu fiz tais e tal em tais e tal lugar em tais e tal hora”. Isto leva os autores a 
afirmarem, que mais do que observar objectos, os alunos necessitam manipulá-los a fim de 
formarem estruturas da memória episódica. Segundo Behr et al. (1980) ficam assim claras 
as implicações a respeito do uso de ajudas concretas para apresentar conceitos matemáticos 
aos alunos. Em relação à memória semântica, necessária para o uso da linguagem, Behr et 
al. (1980) esclarecem que é onde está armazenado o conhecimento organizado sobre 
palavras e outros símbolos verbais, ou seja, o sentido e as referências das palavras e os 
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símbolos verbais, assim como as relações entre as palavras e referências sobre regras, 
fórmulas e algoritmos para a manipulação dos símbolos, conceitos e relações. 
Behr et al. (1983) e Behr et al. (1980) salientam que estas considerações sobre 
memória episódica e semântica são relevantes para o ensino da Matemática baseado nos 
dispositivos automáticos de entrada manipuláveis. Segundo os autores a experiência 
episódica que os alunos ganham com a ajuda de materiais manipuláveis, não pode fornecer 
conhecimento recuperável sem informação semântica sobre os episódios e sobre 
relacionamentos entre experiências episódicas diferentes. Assim, consideram que a 
interacção verbal entre aluno e professor ou pares de alunos, é essencial para analisar as 
semelhanças e diferenças entre as experiências episódicas e os materiais em que são 
baseadas. Justificam a ênfase dada às referidas interacções com base no processo de 
interiorização do conhecimento de Vygotsky (1978). 
No referido processo, Vygotsky (1978) considera que inicialmente uma actividade 
externa é reconstruída e começa a ocorrer internamente. Segue-se a transformação de um 
processo inter-pessoal num intra-pessoal e finalmente, como resultado desta segunda etapa, 
surge uma longa série de eventos comportamentais. Segundo Vygotsky (1978), cada 
função – atenção voluntária, memória lógica e formação de conceitos – aparece duas vezes 
no desenvolvimento cultural das crianças. Inicialmente, no nível social e mais tarde, no 
nível individual. De outro modo, numa primeira fase surge ao nível inter-psicológico (entre 
pessoas) e mais tarde ao nível intra-psicológico (dentro da pessoa).  
 Behr et al. (1980) apresentam uma sequência para as etapas de aprendizagem, 
compatível com o processo de interiorização do conhecimento de Vygotsky (1978). Por 
exemplo, considerando o modelo de dobragem de papel para representar fracções, referem 
que numa fase inicial, o aluno aprende a dobrar e sombrear o papel para mostrar as partes 
de igual tamanho e para representar fracções por imitação do comportamento do professor. 
Posteriormente, verbaliza a sequência dos seus procedimentos e a conexão destes com o 
conceito matemático representado. Os autores salientam que à medida que as experiências 
deste tipo aumentam, o discurso externo do aluno, usado para comunicar com o professor 
ou com um par, muda gradualmente para discurso interno. Assim, vai interiorizando as 
transformações associadas às ajudas concretas. 
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2.2.3 Ensino de números racionais 
 
O RNP tem numerosos relatos de experiências de ensino-aprendizagem das 
fracções com alunos do 4.º e 5.º ano de escolaridade (p. ex. Behr & Post, 1981, 1992; Behr 
et al., 1981, 1983, 1992; Behr, Wachsmuth & Post, 1984b, 1985; Behr, Wachsmuth, Post 
& Lesh, 1984a; Cramer & Henry 2002; Cramer & Post, 1995; Cramer et al., 2002; Post et 
al., 1986, 1985; Post & Cramer, 1987; Wachsmuth, Behr & Post, 1983; Wachsmuth, 
Bright, Behr & Post, 1986). Das investigações no âmbito do RNP resultaram três 
currículos (Cramer et al., 1997a, 1997b; 2009), que reflectem os princípios psicológicos 
cognitivos adoptados pelo projecto. Os currículos têm como objectivo ajudar os alunos a 
desenvolverem conhecimento conceptual e processual sobre números racionais e operações 
com números racionais. Por conseguinte, os autores alertam para que se enfatize os 
diferentes significados da fracção, recorrendo a múltiplos modelos físicos e outras 
representações, e traduções entre e dentro destas diferentes representações. Na sua opinião, 
para que a aprendizagem dos alunos sobre fracções possa ser optimizada, deverá 
promover-se: (i) o envolvimento activo dos alunos com múltiplos modelos concretos 
(círculos, barras de Cuisenaire, material para contagem e papel dobrado); (ii) o recurso a 
modelos concretos durante longos períodos de tempo, à maioria dos alunos, para que 
possam desenvolver imagens mentais necessárias ao desenvolvimento do conhecimento 
conceptual das fracções. No entanto, os materiais manipuláveis são considerados apenas 
uma componente para a aquisição do conceito, a par com as representações verbais, 
pictóricas, simbólica e reais; (iii) o diálogo entre alunos e alunos e professor sobre 
fracções, durante a construção do conhecimento da fracção como um número; e (iv) a 
manipulação de materiais que foque o desenvolvimento do conhecimento conceptual antes 
do trabalho formal com símbolos e algoritmos.  
Segundo Cramer et al. (1997a, 1997b; 2009), a implementação dos referidos 
currículos, leva os alunos a desenvolverem uma compreensão do sentido das fracções, 
ordem e equivalência, antes do desenvolvimento de procedimentos simbólicos para 
operações com números representados por fracções. Os autores acreditam que a referida 
implementação promove o desenvolvimento do sentido quantitativo da fracção. Post et al. 
(1993) reforçam esta ideia, salientando que os alunos só podem resolver situações 
problemáticas significativas com números racionais, se o currículo de Matemática enfatizar 
a distinção entre cardinalidade e ordinalidade, quantidades discretas e contínuas, 
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quantidades intensivas e extensivas e transformações entre diferentes modelos ou sistemas 
de representação. 
Para pensar quantitativamente sobre fracções, Behr e Post (1992), Bezuk e Cramer 
(1989), Cramer et al. (1997a,1997b; 2002; 2009) e Post et al. (1993), consideram que os 
alunos devem ser capazes de ordenar fracções com os mesmos denominadores ou os 
mesmos numeradores, tão bem, como comparar uma fracção com   . Para os autores, a 
aquisição de uma compreensão quantitativa das fracções resulta das experiências dos 
alunos com modelos físicos e de um ensino que enfatize mais o sentido do que os 
procedimentos. Salientam que o ensino deve permitir que os alunos raciocinem. Por 
exemplo, perante a expressão      , os alunos devem perceber que o valor 
aproximado da sua soma é 2, porque    é quase 1 e    é quase 1. Devem perceber 
que a expressão       não pode ser igualada a   , porque    é menor que    e a 
soma deve ser maior que qualquer parcela. Os alunos devem compreender que    é 
menor que   , não por causa de uma regra mas porque    é menor que    e   , é 
maior que   . Na opinião dos autores, os alunos capazes dos referidos raciocínios têm 
uma compreensão quantitativa das fracções. 
Segundo Behr e Post (1992), Bezuk e Cramer (1989), Cramer et al. (1997a,1997b; 
2002; 2009) e Post et al. (1993) é essencial que o conceito de fracção e a compreensão das 
relações entre fracções sejam bem desenvolvidos, para que os alunos possam executar e 
compreender operações com números representados por fracções. Consideram a 
compreensão do conceito de fracção e suas relações de ordem e equivalência, um pré-
requisito para o sucesso no cálculo com fracções. Assim, sugerem o seu desenvolvimento 
no 4.º e 5.º ano de escolaridade, adiando-se para o 6.º ano a formalização das operações 
com números representados por fracções. Os autores salientam que só assim, os alunos 
conseguirão uma compreensão significativa das referidas operações. Referem que para o 
ensino-aprendizagem do conceito de fracção e suas relações de ordem e equivalência, os 
alunos devem: (i) modelar quantidades fraccionadas com mais do que um manipulativo, 
identificando fracções unitárias e não unitárias; (ii) gerar fracções equivalentes; (iii) 
executar actividades sobre o conceito flexível de unidade (unidade de referência); e (iv) 
ordenar fracções.  
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Para desenvolver o conceito de fracção, Behr e Post (1992), Behr et al. (1983; 
1992), Bezuk e Cramer (1989), Cramer et al. (1997a,1997b; 2009) e Post et al. (1993) 
recomendam o recurso a uma variedade de dispositivos automáticos de entrada (dae) 
manipuláveis, considerando-os cruciais no desenvolvimento da compreensão do conceito 
de fracção. Referem que os materiais manipuláveis realçam a compreensão e promovem a 
abstracção do conceito. Na sua opinião, os materiais manipuláveis ajudam os alunos a 
construir referências mentais que lhes permitem executar tarefas significativas com 
fracções. Por conseguinte, estes materiais devem ser sempre usados para introduzir 
qualquer tema do currículo relativo às fracções.  
Behr e Post (1992), Behr et al. (1983; 1992), Bezuk e Cramer (1989), Cramer et al. 
(1997a,1997b; 2009) e Post et al. (1993), salientam a importância do desenvolvimento do 
conceito flexível de unidade de referência na compreensão do número racional. 
Consideram a referida flexibilidade, mais do que uma base para o desenvolvimento dos 
conceitos multiplicativos, decisiva na ligação entre conceitos aditivos e multiplicativos. 
Clarificam que um conceito flexível de unidade de referência permite a aplicação de 
princípios de composição e decomposição de quantidades extensivas e intensivas, na 
resolução de problemas, respectivamente, aditivos e multiplicativos. Na sua opinião, não se 
devem expor os alunos a conceitos multiplicativos avançados, como razão e proporção, 
sem que antes se tenham introduzido os referidos princípios em situações aditivas. 
Referem que os alunos precisam construir a base conceptual necessária ao uso da 
composição e decomposição de quantidades em situações aditivas, para que possam 
avançar para as referidas composições e decomposições em situações multiplicativas.  
Para o desenvolvimento flexível do conceito de unidade de referência, Behr e Post 
(1992), Behr et al. (1992), Bezuk e Cramer (1989), Cramer et al. (1997a,1997b; 2009) e 
Post et al. (1993) sugerem algumas actividades com recurso a diferentes dae manipuláveis, 
onde os alunos são solicitados a identificarem partes fraccionadas à medida que se vai 
variando a unidade de referência. Por exemplo, considerando que 8 peças do material de 
contagem correspondem à unidade, solicitar os alunos a identificarem o valor de uma peça, 
duas peças, quatro peças, seis peças. Fazer as mesmas solicitações depois de alterar a 
unidade de referência para 4 peças. Segundo os autores, este tipo de actividades consolida 
a compreensão do conceito de número racional reforçando as actividades introdutórias com 
os materiais manipuláveis. 
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Segundo Behr e Post (1992), Behr et al. (1992), Bezuk e Cramer (1989), Cramer et 
al. (1997a,1997b; 2009) e Post et al. (1993), as actividades sobre o conceito de unidade de 
referência devem ser expandidas para actividades de reconstrução da unidade de 
referência, a partir de fracções unitárias (cujo numerador é 1) ou não unitárias. Por 
exemplo, solicitar os alunos a identificarem quantas peças do material de contagem 
correspondem à unidade, quando    correspondem a 6 peças do mesmo material. Para os 
autores estas, actividades reforçam a noção, por exemplo, de que duas metades são iguais 
ao todo, três terços são iguais ao todo e assim sucessivamente, e ainda a noção de que as 
fracções não unitárias são iterações das fracções unitárias, ou seja,            . Behr e Post (1992) e Post et al. (1986) salientam a importância do desenvolvimento 
do conceito de reversibilidade, através de tarefas onde os alunos sejam solicitados a 
encontrar uma parte fraccionada de uma unidade, e encontrar a unidade da qual uma dada 
fracção é parte, dado corresponderem a operações inversas. Salientam que o conhecimento 
de apenas um dos referidos processos, não permite uma compreensão completa do conceito 
de fracção. 
Behr et al. (1992) enfatizam as relações de ordem e equivalência de fracções para a 
compreensão do número racional, nomeadamente: (i) a cardinalidade; e (ii) a invariância 
ou variância de uma relação multiplicativa, devendo as relações de ordem e equivalência 
ser tratadas como exemplos especiais de variabilidade matemática. Consideram que a 
equivalência de fracções pode ser vista no contexto da invariância de uma relação 
multiplicativa entre numerador e denominador, ou como a invariância de um quociente. 
Segundo os autores, desde o 1.º ciclo que deve ser dada a oportunidade aos alunos de 
trabalharem com situações que envolvam a variabilidade matemática. Sugerem que se 
promovam situações de aprendizagem, problemas e cálculos, que ajudem os alunos a 
desenvolver uma compreensão implícita dos princípios subjacentes à invariância 
matemática. De outro modo, devem proporcionar-se aos alunos experiências escolares que 
os ajudem a construírem conhecimento intuitivo (raciocínio qualitativo) sobre equivalência 
de fracções e razão. Behr et al. (1992) referem que o objectivo é levar os alunos a 
construírem de forma sistemática, como teoremas-em-acção (Vergnaud, 1988), a 
compreensão de princípios que sustentem a invariância e a variância dentro das relações 
das operações aditivas e multiplicativas. 
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Embora considerem as relações de ordem e equivalência fundamentais na 
compreensão das fracções como quantidades que podem ser operadas de forma 
significativa, Behr e Post (1992), Behr et al. (1983), Bezuk e Cramer (1989), Cramer et al. 
(1997a,1997b; 2009) e Post et al. (1993) referem que antes de operarem com números 
representados por fracções, os alunos devem ser capazes de fazer estimativas razoáveis. 
Para tal, a compreensão das relações de ordem e equivalência e os contextos onde estas 
relações são trabalhadas ajudam os alunos a julgar a razoabilidade das suas respostas, 
sendo importante o recurso às suas estratégias informais. No entanto, os autores salientam 
a importância do uso intensivo de materiais manipuláveis na construção de uma estrutura 
para as estratégias de ordenação de fracções. Behr e Post (1992), Behr et al. (1983) e 
Cramer et al. (1997a,1997b; 2009) consideram que para comparar fracções os alunos 
precisam de começar por compreender a comparação de fracções unitárias. Por exemplo, 
quando os alunos comparam    com   , recorrendo ao papel dobrado (Figura 2.19), 
podem relacionar o tamanho de cada parte com o número de partes em que cada folha está 
dividida, 8 e 5 partes respectivamente, observando que    é menor que    devem passar 
à representação simbólica.  
Behr e Post (1992), Bezuk e Cramer (1989) e Cramer et al. (1997a, 1997b; 2009) 
referem que só após um número considerável destas experiências com fracções unitárias, é 
que os alunos devem comparar outras categorias de fracções, nomeadamente encontrarem 
um denominador comum ou mudarem de representação de fracção para numeral decimal, 
sem recorrerem ao algoritmo formal.  
 
 
 
 
 
Figura 2.19: Papel dobrado para comparar    com    
 
Os autores apresentam exemplos de categorias de fracções que podem ser 
comparadas: (i) pares de fracções com denominadores iguais –    e   ; (ii) pares de 
fracções com numeradores iguais –    e   ; (iii) pares de fracções que estão em lados 
opostos de    ou      e   ; e (iv) pares de fracções não unitárias –    e   . Para 
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os autores, a primeira categoria de fracções que podem ser comparadas, não levanta 
dificuldades quando desenvolvidas com materiais manipuláveis. A segunda categoria pode 
apresentar algumas dificuldades, dada a existência de relacionamento inverso entre cada 
uma das partes em que o todo está dividido e a grandeza do denominador. Na terceira 
categoria, os autores referem que os alunos recorrem à estratégia transitiva, por exemplo, 
   é menor que metade da unidade, e    é maior que metade da unidade, logo,    é 
menor que   . Segundo os autores, os pontos de referência mais usados pelos alunos 
durante as experiências levadas a cabo pelo RNP foram    e 1, considerando no entanto, 
que uma boa compreensão das fracções    e   , pode fazer delas pontos de referência 
apropriados em determinadas situações. Em relação à quarta categoria, os autores 
consideram que os alunos podem recorrer à estratégia residual, por exemplo, a    falta    para chegar à unidade, enquanto a    falta    para a unidade. Como    é maior do 
que   , falta mais a    para chegar à unidade do que a   , logo,    é menor que   . 
Para os autores, estes raciocínios fundamentam-se em imagens internas construídas para 
fracções e geradas pelo recurso aos materiais manipuláveis. 
Behr e Post (1992), Bezuk e Cramer (1989) e Cramer et al. (1997a,1997b; 2009) 
defendem que o objectivo inicial do ensino para a adição e subtracção de números 
representados por fracções deve ser a modelação destas operações com materiais 
manipuláveis e diagramas, enfatizando a estimação e a avaliação da racionalidade das 
respostas. Assim, para iniciar a adição, Behr e Post (1992) sugerem que perante uma 
expressão, por exemplo,      , o professor exemplifique à turma como modelar a 
situação recorrendo a uma folha de papel. Que dobre a folha em 4 partes iguais e pinte    
da folha e de seguida mais   . Dado que a folha de papel fica toda pintada os alunos 
podem concluir que a soma é 1. Posteriormente, o professor deverá representar 
simbolicamente a situação, ou seja,              . Os autores alertam 
para o facto de os alunos apresentarem mais dificuldades em situações cuja soma é 
superior a 1. Referem que depois de os alunos verem e fazerem vários exemplos como o 
apresentado, deve ser formalizado o algoritmo, ou seja,             
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Cramer et al. (1997a, 1997b; 2009) salientam que depois de modelarem as situações 
os alunos devem ser solicitados a verbalizarem as acções executadas com os modelos e a 
explicarem a sua correspondência com a adição e subtracção formais. Alertam que o 
algoritmo dos denominadores comuns para a adição e subtracção de fracções, não deve ser 
ensinado sem que os alunos percebam a necessidade da igualdade dos denominadores. 
Sugerem os círculos como um material auxiliar eficaz para a referida necessidade, 
salientando que a compreensão da equivalência de fracções também ajuda a esclarecer a 
necessidade dos denominadores comuns. Após a aprendizagem do algoritmo, os autores 
sugerem que os alunos o usem na resolução de problemas de contexto. No entanto, 
consideram que o algoritmo não é o fim, já que os alunos devem ser solicitados a 
recorrerem à sua aplicação na recta numérica, a fim de criarem significado para o 
algoritmo e reforçarem o processo aprendido. 
Segundo Behr e Post (1992) a compreensão da adição de fracções com o mesmo 
denominador ajuda na compreensão da subtracção. Para subtrair fracções com o mesmo 
denominador voltam a sugerir o recurso ao papel dobrado e pintado, se bem que agora para 
subtrair, solicitam os alunos a remover mentalmente ou a apagarem a parte pintada que se 
pretende subtrair. As barras de Cuisenaire são também sugeridas para a subtracção de 
fracções com os mesmos denominadores. Os autores defendem o ensino da adição e 
subtracção de fracções com o mesmo denominador antes do ensino das mesmas operações 
com diferentes denominadores. São da opinião que só uma boa compreensão das referidas 
operações com igual denominador é que permitirá a compreensão das mesmas operações 
com diferentes denominadores. Para dar continuidade ao estudo da adição e subtracção de 
fracções, agora com diferentes denominadores, também sugerem o recurso às barras de 
papel e de Cuisenaire.  
Apesar de considerarem que o algoritmo formal da multiplicação de números 
racionais tem uma base processual mais simples do que o algoritmo formal da adição e 
subtracção, Behr e Post (1992) reconhecem que a sua base conceptual é mais difícil e 
complexa de manipular. Assim, sugerem que a multiplicação seja introduzida após a 
formalização de adição e subtracção. Referem que a dificuldade conceptual da 
multiplicação, se prende com o facto do produto de dois números racionais nem sempre ser 
maior que qualquer um dos factores que lhe deu origem e ainda, com a impossibilidade do 
recurso a um procedimento aditivo para a resolução de situações como      . Os 
autores sugerem que o professor recorra a uma folha de papel (modelo contínuo de área) 
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para modelar a situação para os alunos (Figura 2.20). Assim, deve começar por apresentar 
a unidade inteira. De seguida representar    da unidade. Depois representar    dos    
enfatizando a nova unidade aos alunos,    mas salientando que se pretende saber    de    da unidade. Então, concluir que    de    da unidade correspondem a    
Posteriormente, solicitar os alunos, a observarem que os    representados na figura, 
correspondem a um rectângulo de    e que os    correspondem a um rectângulo de 
  , ou seja, respectivamente, o numerador e o denominador do produto obtido. Logo, 
               . Depois desta exposição pelo professor, Behr e Post 
(1992) sugerem que se solicite os alunos a resolverem a mesma situação recorrendo ao 
mesmo modelo.  
 
 
 
 
Figura 2.20:    de    de 1 
 
Cramer et al. (1997a, 1997b; 2009) sugerem que se inicie o estudo da multiplicação 
de fracções relembrando a multiplicação com números inteiros, enfatizando a conexão 
entre as palavras “3 grupos de 5” e os símbolos matemáticos “  ” e ainda, questionando 
os alunos acerca do papel do multiplicando e do multiplicador. Segundo os autores, a 
introdução à multiplicação com fracções deve ser feita com o significado de operador. 
Consideram que este significado surge naturalmente a partir do significado da fracção 
como parte-todo e medida. Por isso, aconselham que se solicite os alunos a calcularem, por 
exemplo,     com o recurso à recta numérica. Os alunos devem ser incentivados a 
representar o 12 na recta numérica, a dividirem-no em 4 partes iguais e a considerarem 3 
dessas 4 partes. Referem que posteriormente, ao serem solicitados a calcular       na 
recta numérica, os alunos começam por representar   , dividem aquela parte da recta 
numérica em 4 partes e de seguida consideram 3 daquelas partes, chegando ao produto 
pretendido com o recurso a um modelo de medida. No entanto, são da opinião que 
posteriormente se explorem situações com outros modelos, nomeadamente, círculos, 
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modelo rectangular e modelo de área, recorrendo ao papel dobrado. Em relação à divisão, 
os autores sugerem que se comece o seu estudo pelo significado de medida, por 
considerarem que este ajuda os alunos a construírem significado para a divisão. Porém, 
concordam que se trabalhem outros significados desta operação, apesar de não os 
explicitarem. Referem que depois de se trabalharem situações de divisão de um número 
inteiro por uma fracção, recorrendo ao modelo rectangular como suporte de raciocínio, se 
devem passar a trabalhar situações de divisão entre duas fracções com o mesmo 
denominador.  
 Behr e Post (1992) consideram que algumas das bases conceptuais importantes da 
divisão, se adquirem com os dispositivos automáticos de entrada manipuláveis. No entanto, 
salientam a importância de se trabalharem os significados de partilha e medida desta 
operação com números inteiros, antes de se dar inicio ao estudo desta operação com 
números racionais. Referem que as situações de partilha de números inteiros se reflectem 
em problemas como “12 bolinhos foram distribuídos igualmente por 4 crianças, com 
quantos bolinhos ficou cada uma?” Segundo os autores, a resolução desta situação pode 
passar pela distribuição dos 12 bolinhos (cartões) um a um, ou em grupos de 2 ou 3 de 
cada vez. Relativamente à divisão como medida exemplificam-na com a situação “ Se 12 
bolinhos forem distribuídos por algumas crianças, de modo a que cada uma fique com 4 
bolinhos, quantas crianças recebem bolinhos?”. Salientam uma outra maneira de pensar 
neste problema como “Quantos grupos de 4 bolinhos há num grupo de 12 bolinhos?”. 
Referem que este tipo de divisão está associado à subtracção sucessiva, no exemplo, 
              
. Portanto, foram retirados 3 grupos de 4 bolinhos, logo 
podem ser dados 4 bolinhos a cada criança. Para os autores os dois tipos de divisão 
referidos, também devem ser trabalhados com números racionais e o recurso aos dae 
manipuláveis. Por exemplo, para distribuir    por   , sugerem que se interprete a 
situação como distribuir 3 porções de    do dividendo por 2 porções de   do divisor, 
recorrendo ao papel dobrado (Figura 2.21). Segue-se a distribuição de apenas 2 das 3 
porções de    do dividendo pelo divisor (Figura 2.21A). Por último, distribui-se 1 das 3 
porções de    do dividendo pelo divisor (Figura 2.21B).  
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Figura 2.21: modelação da divisão como partilha 
 
Assim, chega-se ao quociente    , concluindo que se distribuiu 1 porção de    e 
mais    porção de    do dividendo, a cada uma das 2 porções de    do divisor, 
enfatizando o recurso às fracções unitárias e com o mesmo denominador no dividendo e no 
divisor.  
Antes de se passar ao estudo de situações de divisão como medida, Behr e Post 
(1992) sugerem que se apresentem aos alunos mais situações de divisão como partilha, do 
género da anterior. Para a divisão como medida, os autores partem do exemplo usado para 
a divisão como partilha, mas com a interpretação “Quantas vezes    cabe em   ?” 
(Figura 2.22).  
Voltam a sugerir o recurso ao papel dobrado para representar o dividendo   , 
como sendo 3 porções de    e o divisor como sendo 2 porções de    (Figura 2.22A). De 
seguida, sugerem que se considere o divisor como a unidade de medida e se verifique 
quantas vezes cabe no dividendo (Figura 2.22B). 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.22: modelação da divisão como medida 
 
Os autores referem um algoritmo da divisão de fracções com denominadores 
comuns, que também pode ser usado com fracções com denominadores diferentes, 
bastando que se encontrem fracções equivalentes com denominadores comuns. Por 
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exemplo,  	          	         
 	  
 
  . Behr e Post (1992) sugerem que se use o facto de os alunos já saberem encontrar o 
inverso de uma fracção e que o quociente de uma divisão por 1 é o dividendo, para se 
ensinar o algoritmo inverter o divisor e multiplicar. Referem que se deve começar por 
apresentar as etapas de um caso específico, como por exemplo,   	   
    
          
 
    
 , para posteriormente generalizar. Assim, 
segundo os autores, obtém-se um procedimento geral para mudar um problema de divisão 
de duas fracções para um problema de multiplicação. Exemplificam :  	   
    
          
            .  
Na opinião dos autores, os alunos demonstram uma compreensão da multiplicação 
e divisão quando modelam um problema com materiais manipuláveis ou criam um 
problema para um modelo manipulável. Posteriormente, essa compreensão reflecte-se na 
capacidade de resolverem situações problemáticas recorrendo aos algoritmos ou criando 
situações problemáticas para algoritmos dados. 
 No trabalho do RNP foi ainda observado que vários tipos de sugestões perceptuais 
podem influenciar negativamente o pensamento dos alunos, funcionando em alguns casos 
como distractivos que confundem os seus processos de raciocínio lógico. Behr e Post 
(1981), Behr et al. (1983), Cramer, Post e Behr (1989), Post et al. (1986) e Post et al. 
(1993) salientam que o conhecimento do impacto destes distractivos foi importante para a 
projecção de sequências de ensino-aprendizagem mais eficazes. Segundo os autores os 
distractivos perceptuais (conflitos cognitivos) representam uma classe de circunstâncias de 
ensino-aprendizagem que tornam a resolução de alguns problemas mais difíceis, 
principalmente, quando as exigências da tarefa são inconsistentes com a informação dada. 
Exemplificam com uma tarefa onde os alunos são solicitados a encontrarem um terço de 
uma barra dividida em quarto partes iguais, ou quando se pede que pintem um quarto de 
um círculo dividido em três partes iguais. Para Post et al. (1993) este tipo de problemas 
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requer alguma reorganização antes da sua resolução, nomeadamente, ignorar as divisórias 
enganadoras e redesenhar a figura. Porém, embora Behr e Post (1981), Behr et al. (1983), 
Cramer, Post, e Behr (1989), Post et al. (1986), e Post et al. (1993) reconheçam que o 
desempenho com números racionais possa ser dificultado pela presença de distractivos, 
admitem que os alunos podem ser ensinados a superar a sua influência, através de 
estratégias por eles geradas, conduzindo-os ao conceito significativo de número racional. 
Segundo os autores, distractivos que inicialmente causam problemas, não afectam os 
alunos quando os conceitos estão interiorizados. Por conseguinte, consideram que não se 
devem associar distractivos à introdução de um conceito, evitando situações com sugestões 
desnecessárias e irrelevantes que causem dificuldades aos alunos. No entanto, acreditam 
que para desenvolverem um conceito, os alunos têm de analisar criticamente as condições 
do problema, descriminando variáveis relevantes e irrelevantes, sendo esta descriminação 
importante para a formação significativa do conceito.  
 
 
2.3 CONSIDERAÇÕES FINAIS  
 
Na proposta curricular apresentada pelo RNP para o ensino-aprendizagem de 
números racionais (Cramer et al., 1997a, 1997b; 2009), é enfatizada a equivalência de 
fracções e as relações operativas entre fracções equivalentes, ou seja, o foco é colocado na 
fracção como uma classe de equivalência. Porém, a equivalência de fracções não é vista 
como um fenómeno isolado, mas em associação com a sua aplicação nas operações. 
Assim, nesta abordagem, a adição de duas fracções com denominadores diferentes, por 
exemplo,      , passa pela produção de classes equivalentes para ambas, 
respectivamente             e         . Posteriormente, é feita a escolha 
de representantes adequados,   e    (embora    e    sejam também 
possíveis), seguindo-se a adição desejada,         . Antes desta 
representação simbólica é feita a representação visual com recurso a papel dobrado para 
encontrar as fracções equivalentes (Figura 2.23) e adicioná-las (Behr & Post, 1992). 
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Figura 2.23: Modelação da equivalência de fracções 
 
Por conseguinte, na concepção do RNP o material manipulável deve dar aos alunos, 
se possível, ponto por ponto, uma representação concreta do sistema. A introdução dos 
conceitos é relativamente curta e unilateral, seguida por uma prática compreensiva dos 
procedimentos básicos. Posteriormente esta prática é, por vezes, complementada com a 
resolução de problemas de aplicação. Assim, da abordagem apresentada pelo RNP, emana 
uma visão da aprendizagem da Matemática como sendo uma obtenção cognitiva, um 
sistema ordenado, fechado, dedutivo. A ênfase parece estar colocada na estrutura do 
sistema, considerado como um dos pilares mais importantes no qual assenta o processo de 
aprendizagem. Por outras palavras, nesta abordagem a ênfase é posta no processo de 
progressão dentro da própria Matemática (matematização vertical) enquanto a transição de 
problemas realistas para a Matemática (matematização horizontal) é descuidada 
(Streefland, 1986).   
Na proposta curricular apresentada pela EMR para o ensino-aprendizagem de 
números racionais (Streefland, 1986, 1991a; 1993), é enfatizado o modelo de partilha 
equitativa como uma fonte para o estudo das fracções e a sua aplicação desde o início do 
processo de ensino-aprendizagem. O conceito de fracções e operações com fracções são 
abordados numa diversidade de aspectos, mantendo a aplicação do que é aprendido. Com 
esta versatilidade pretende-se a exploração de vários processos como uma fonte para as 
fracções, nomeadamente, a utilização de vários contextos onde as fracções são aplicadas e 
a diversidade de significados das fracções nesses contextos, tais como partilha, razão, 
operador, medida e parte-todo. Muita atenção é dada ao desenvolvimento de uma 
linguagem para fracções e acompanhamento simbólico, bem como de esquemas e modelos 
(visuais). O desenvolvimento do conceito de fracção é interligado com o de razão de forma 
significativa, desde o início do processo de ensino-aprendizagem. Há uma ligação muito 
forte entre a aquisição do conceito e o operar informalmente, que significa operar sem um 
conjunto de regras e procedimentos pré-estabelecidos. Enfatizam-se aplicações que 
envolvem a equivalência de fracções, mas não em contextos operacionais. É ainda dada 
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atenção necessária à estimativa enquanto actividade que precede a operação, aplicada 
particularmente, quando se trabalha a um nível simbólico. Nesta concepção a Matemática é 
vista como uma actividade humana e um processo dinâmico (Freudenthal, 1973, 1991; 
Gravemeijer, 1994, 1999, 2005; Streefland, 1986, 1991a; Treffers & Goffree, 1985; 
Treffers, 1987, 1991). Os procedimentos informais dos alunos são muito valorizados e 
usados como ponto de partida para a aquisição de mais procedimentos matemáticos 
formais, através de uma transacção gradual. Os alunos têm um papel construtivo, sendo as 
suas construções direccionadas para a produção de ferramentas matemáticas como 
esquemas, modelos, símbolos e linguagem matemática. O ensino é caracterizado por um 
forte sentido de interacção. Os processos de aprendizagem envolvidos nesta abordagem 
pretendem penetrar e continuar na Matemática através da exploração de problemas 
realistas. Por outras palavras, nesta concepção é enfatizada quer a componente horizontal 
quer a vertical no processo de matematização. Os problemas são enunciados a partir de 
contextos reais e não apenas em contextos matemáticos. A realidade é a fonte a partir da 
qual a Matemática a ser construída (conceitos, operações e estrutura) cresce e é, ao mesmo 
tempo, uma área de aplicação para a Matemática produzida. Os problemas de aplicação 
não são, portanto, usados apenas para coroar o processo de aprendizagem, mas marcam 
continuamente todo o processo de aprendizagem. Deste modo, os alunos são capazes de 
perceber a sua própria Matemática.  
Dado que com este estudo se pretendia contemplar tanto a vertente horizontal, 
como a vertente vertical do processo de matematização, a unidade de ensino concebida 
para esta investigação foi fundamentada nos princípios básicos da EMR.  
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CAPÍTULO 3  
 
 
CAMPOS CONCEPTUAIS E ESTRUTURAS MULTIPLICATIVAS 
 
 
 
 Este estudo teve como propósito identificar e analisar o processo de 
desenvolvimento e uso significativos dos conceitos de multiplicação e divisão de 
números racionais, de alunos do 6.º ano de escolaridade, no âmbito da realização de 
uma unidade de ensino, fundamentada nos princípios básicos da Educação Matemática 
Realista. Neste contexto, pretendia-se perceber o processo de conceptualização do real 
feito pelos alunos, identificando e estudando continuidades e rupturas entre 
conhecimentos do ponto de vista do seu conteúdo conceptual. Ao colocar a 
conceptualização no âmago do desenvolvimento cognitivo; definir conceito como um 
conjunto de três elementos (situações, invariantes operacionais e representações 
simbólicas); dar prioridade à interacção sujeito – situação; enriquecer o conceito de 
esquema introduzindo os conceitos de teorema-em-acção e conceito-em-acção; enfatizar 
a importância da linguagem e da representação simbólica; e definir campo conceptual e 
estruturas multiplicativas, Vergnaud (1983, 1988, 1996a, 1996b) proporciona um 
referencial muito rico para compreender e explicar, em suma, investigar o processo de 
aprendizagem significativa. Assim, neste capítulo, após uma explanação sobre a teoria 
dos campos conceptuais e estruturas multiplicativas, surgem considerações finais sobre 
a relevância da referida Teoria na investigação e ensino-aprendizagem da Matemática e 
respectivo enquadramento do estudo na mesma. 
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3.1 A TEORIA DOS CAMPOS CONCEPTUAIS  
 
A teoria dos campos conceptuais, desenvolvida por Vergnaud (1996a, 1996b), é 
uma teoria cognitivista que tem como propósito fornecer um referencial coerente, com 
conceitos e alguns princípios base, para o estudo do desenvolvimento e aprendizagem 
de competências complexas, nomeadamente das que emanam das ciências e das 
técnicas. Vergnaud (1996a) considera que ao proporcionar um referencial para a 
aprendizagem, a sua teoria interessa à Didáctica. Porém, salienta que a sua principal 
finalidade é fornecer um referencial “que permita compreender as filiações e as rupturas 
entre conhecimentos, das crianças e adolescentes, entendendo por “conhecimentos” 
tanto o saber fazer como os saberes expressos” (p.155). O autor esclarece, que embora 
as ideias de filiação e de ruptura também sejam relativas às aprendizagens dos adultos, 
estas últimas, ocorrem mais ao nível dos hábitos e das tendências de pensamento 
adquirido, enquanto nas crianças e adolescentes, ocorrem ao nível do desenvolvimento 
cognitivo. Argumenta que “na criança e no adolescente, os efeitos da aprendizagem e do 
desenvolvimento cognitivo intervêm sempre conjuntamente” (p.155).   
Segundo Vergnaud (1996b) um importante desafio para uma teoria da cognição 
é conseguir, simultaneamente, ser integrativa e estudar diferentes níveis de fenómenos, 
nomeadamente: (i) o desenvolvimento a longo prazo, bem como a construção da 
aprendizagem a curto prazo, (ii) o conhecimento implícito contido na acção, bem como 
os explícitos e princípios articulados, (iii) as competências extensamente mecanizadas, 
bem como o comportamento de resolução de problemas, (iv) a actividade perceptivo - 
gestual, bem como as operações intelectuais, e (v) a percepção de objectos comuns, bem 
como a compreensão de sofisticadas teorias. Salienta que todos estes fenómenos têm de 
ser tratados na Educação Matemática. Apesar de não considerar a sua teoria como 
específica da Matemática, Vergnaud (1996a) refere que começou por elaborá-la com o 
objectivo de explicar o processo de conceptualização progressiva das estruturas aditivas, 
estruturas multiplicativas, relações entre número e espaço e da Álgebra.  
Vergnaud (1996b) considera que as teorias de processamento de informação não 
apresentam nenhuma perspectiva teórica para distinguir significado de significante; não 
apresentam uma visão a respeito do desenvolvimento a longo prazo da representação e 
das competências; e ainda, não definem conceitos científicos particulares. Também 
refere o Behaviorismo como uma ténue teoria da cognição, uma vez que não fornece 
uma compreensão de conceito; do que constitui o desenvolvimento a longo prazo e a 
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experiência; e da contribuição da linguagem e das actividades simbólicas na formação 
de competências e de concepções científicas. 
Entendendo a representação como uma função psicológica, que visa fornecer os 
seres humanos com os melhores comportamentos adaptados, o autor enfatiza a ligação 
entre a acção e a representação. Assim, considera que os investigadores devem 
identificar: (i) conceitos e teoremas matemáticos nos comportamentos progressivamente 
desenvolvidos pelos alunos; e (ii) diferentes comportamentos que façam a conexão com 
a Matemática, isto é, com os conceitos e teoremas matemáticos. Para o autor, na teoria 
dos campos conceptuais, não há lugar para conhecimento processual oposto ao 
conhecimento declarativo, dado que o conceito de conhecimento puramente processual 
é behaviorista, não representacional, logo, sem sentido para uma teoria da 
representação. Vergnaud (1996b) salienta ainda, não haver na sua teoria lugar para uma 
descrição do conhecimento matemático em termos não matemáticos, tais como redes 
semânticas. Argumenta que estas são de natureza associativista, não caracterizando o 
conhecimento específico envolvido em competências específicas. Segundo o autor, “o 
conhecimento é conhecimento, mesmo que seja implícito. E a Matemática é 
Matemática” (p.220). Por conseguinte, considera os conceitos de esquema, teorema-em-
acção e conceito-em-acção essenciais na teoria de campos conceptuais, dado tratar-se de 
uma teoria da representação e do desenvolvimento cognitivo. 
Considerando a sua teoria psicológica como uma estrutura indispensável à 
investigação em Didáctica da Matemática, Vergnaud (1996b) enumera os motivos que o 
levaram a desenvolvê-la: 
(i) a necessidade de estabelecer fortes conexões entre situações e 
esquemas, entre invariantes operacionais contidos nos esquemas e 
teoremas e conceitos matemáticos explícitos, e entre actividades 
conceptuais e manipulações simbólicas; (ii) a necessidade de organizar a 
complexidade hierárquica das tarefas cognitivas (encontradas e 
progressivamente dominadas pelos alunos) numa classificação maneável, 
assim como descrever a variedade destas tarefas cognitivas e o 
desenvolvimento de esquemas e operações de pensamento necessárias 
para lidar com elas; (iii) a necessidade de considerar o desenvolvimento a 
longo prazo das concepções e competências dos alunos, e as 
continuidades e descontinuidades que caracterizam esse 
desenvolvimento, e também para considerar as emergências a curto prazo 
(por descoberta, invenção, ou aprendizagem) de novas concepções e 
competências quando confrontados por novas situações; e (iv) por 
último, e não menos importante, a necessidade de desenvolver uma teoria 
que faça da concepção a chave da cognição (pp. 223-224). 
 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de números racionais 
68 
Na opinião de Vergnaud (1996b), apesar da especificidade do domínio da 
aprendizagem ser hoje reconhecida por muitos autores, as suas razões teóricas 
continuam pouco claras para a maioria dos psicólogos cognitivos, mesmo no campo da 
Educação Matemática. Por isso, enfatiza que “a cognição é antes de mais 
conceptualização, e conceptualização é específica ao domínio de fenómenos, mais 
precisamente, para lidar com situações a serem dominadas” (p.224). Salienta que esta 
especificidade do domínio da aprendizagem é mais facilmente aceite na Física, Biologia 
e Tecnologia do que na Matemática, por se supor que a Matemática é na sua essência, 
de conteúdo claro e estruturado. O autor alerta que a referida suposição não é 
completamente verdadeira, nem para a aprendizagem da Matemática mais avançada, 
considerando-a completamente errada para a aprendizagem da Matemática desde os 
primeiros anos até ao ensino secundário. 
A Matemática das crianças é parte do conhecimento que emerge de 
processos cognitivos como a identificação de objectos, suas 
propriedades, seus relacionamentos com outros objectos, e suas 
transformações, ou da comparação de quantidades e valores, e 
combinação de variadas formas. A conceptualização do espaço e do 
tempo é essencial, mas outros tipos de dimensões qualitativa e 
quantitativa são também importantes, como a cor, peso, custo, e assim 
por diante (Vergnaud, 1996b, p. 224). 
 
 Assim, embora não limite a cognição à conceptualização, Vergnaud (1996a) 
considera-a como o núcleo do desenvolvimento cognitivo. Compara o processo de 
conceptualização a um Iceberg, em que a parte submersa corresponde aos 
conhecimentos implícitos nos comportamentos do sujeito em acção, e a parte não 
submersa aos conhecimentos explícitos. Esclarece que os conceitos e teoremas formam 
a parte visível do Iceberg da conceptualização, sendo a parte submersa formada por 
invariantes operacionais – conhecimentos contidos nos esquemas - que viabilizam os 
conceitos e teoremas através de experiências. Para o autor, o conceito de esquema é 
essencial, dado que os conhecimentos contidos nos esquemas são invariantes 
operacionais que constituem o núcleo da representação conceptual ou pré – conceptual 
individual do mundo, apesar de implícitos. Por conseguinte, considera que toda a 
atenção deve ser dada aos aspectos conceptuais dos esquemas e à análise conceptual das 
situações vividas na escola ou fora dela, nas quais os alunos desenvolvem os seus 
esquemas.  
Vergnaud (1996a) refere a sua teoria, como teoria psicológica do processo de 
conceptualização do real, uma vez que permite a identificação e o estudo de 
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continuidades e rupturas entre conhecimentos do ponto de vista do seu conteúdo 
conceptual. Salienta que no estudo deste processo qualquer restrição é perigosa, já que a 
conceptualização do real é específica de conteúdo e não pode ser reduzida às operações 
lógicas gerais, às operações puramente linguísticas, à reprodução social, à emergência 
de estruturas inatas, nem ao modelo de processamento de informação. Por 
consequência, o autor considera a teoria dos campos conceptuais complexa, na medida 
em que abarca todo o desenvolvimento de situações progressivamente dominadas, os 
conceitos e teoremas necessários para operar eficientemente nessas situações, e as 
palavras e símbolos que podem representar eficazmente esses conceitos e operações 
para os alunos, atendendo aos seus níveis cognitivos. Porém, “a teoria dos campos 
conceptuais aparece antes como uma psicologia dos conceitos” (Vergnaud, 1996a, p. 
167). 
 
3.1.1 Conceitos 
 
Segundo Vergnaud (1996b) a operacionalidade de um conceito deve ser 
experimentada em várias situações. Só após a análise de uma grande variedade de 
comportamentos e esquemas os investigadores podem compreender em que consiste 
este ou aquele conceito, do ponto de vista cognitivo. Refere que “uma abordagem 
psicológica e didáctica da formação dos conceitos matemáticos conduz-nos a considerar 
o conceito como um conjunto de invariantes utilizáveis na acção” (p. 166), requerendo a 
sua formação um conjunto de situações que lhe dão sentido e um conjunto de esquemas 
postos em acção pelos sujeitos nessas situações.  
 Vergnaud (1996a) salienta que “um conceito não pode ser reduzido à sua 
definição, pelo menos quando nos interessamos pela sua aprendizagem e pelo seu 
ensino” (p.156), uma vez que um conceito só adquire significado para os alunos, 
quando estes são postos em situações de resolução de problemas. Enfatiza que a acção 
operatória está longe de ser toda a conceptualização do real, dado que não se debate a 
verdade ou a falsidade de um enunciado totalmente implícito, nem se identificam 
aspectos pertinentes do real sem o recurso a palavras, enunciados, símbolos e signos. 
Assim, entende que a conceptualização só é possível com o recurso a significantes 
explícitos. 
 Por conseguinte, Vergnaud (1988, 1996a, 1996b) considera que o estudo do 
desenvolvimento e uso de um conceito deve ser visto pelos investigadores como um 
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conjunto de três elementos: C = (S, I, δ), onde: S representa o conjunto de situações que 
tornam o conceito significativo (constituem o referente do conceito); I o conjunto de 
invariantes operacionais (objectos, propriedades e relações) contidos nos esquemas e 
desenvolvidos para tratar as situações e que contribuem para a operacionalização dos 
esquemas (constituem o significado do conceito); e δ o conjunto de representações 
simbólicas, pertencentes ou não à linguagem (por exemplo, linguagem, gráficos, 
diagramas, sentenças formais), que permitem representar simbolicamente os invariantes 
e por consequência, as situações e os procedimentos para lidar com elas (constituem o 
significante do conceito). Vergnaud (1988) esclarece que em termos psicológicos, S é a 
realidade e (I, δ) a representação dessa realidade, considerada como dois aspectos de 
interacção do pensamento, o significado (I) e o significante (δ). Segundo o autor, “não 
existe, em geral, bijecção entre significantes e significados, nem entre invariantes e 
situações. Não se pode, pois, reduzir o significado, nem aos significantes, nem às 
situações” (1996a, p. 166).  
 
3.1.2 Situações 
 
O conceito de situação surge na definição de campo conceptual, não no sentido 
de situação didáctica, mas no sentido de tarefa. Segundo Vergnaud, (1996a), “a ideia é 
que qualquer situação complexa seja analisada como uma combinação de tarefas, cuja 
natureza e dificuldade próprias importa conhecer.” (p.167). Salienta que a dificuldade 
de uma tarefa não é o somatório nem o produto das dificuldades das diferentes 
subtarefas, porém, o fracasso numa subtarefa leva ao fracasso global. 
O autor recorre ao sentido que é dado habitualmente pelos psicólogos ao 
conceito de situação, “os processos cognitivos e as respostas do sujeito são função das 
situações com as quais ele se confronta (1996a, p. 171) ”, para destacar duas ideias 
principais: (i) a de variedade, já que num campo conceptual existe uma grande 
variedade de situações; e (ii) a de história, uma vez que é a partir das situações com que 
os alunos se deparam e que dominam progressivamente, que os seus conhecimentos se 
vão formando, nomeadamente pelas primeiras situações capazes de dar sentido aos 
conceitos e procedimentos que queremos que aprendam. 
No entanto, há diferentes aspectos a considerar em relação às situações, que 
levaram Vergnaud (1996a) a distinguir duas classes: (i) situações para as quais o sujeito 
possui competências necessárias para o tratamento relativamente imediato, pois tem um 
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reportório relativo a um dado momento do seu desenvolvimento e para determinadas 
circunstâncias (situações fechadas); e (ii) situações para as quais o sujeito não possui 
todas as competências necessárias para o tratamento, obrigando-o à reflexão e 
exploração, que o podem conduzir tanto ao êxito como ao fracasso (situações abertas). 
O autor refere que para a primeira classe de situações, observam-se geralmente 
comportamentos automatizados, organizados através de um único esquema. Já para a 
segunda classe de situações, observa-se o desencadeamento sucessivo de diversos 
esquemas, que podem entrar em competição e que devem ser acomodados, 
desagregados e agregados, a fim de encontrar a solução procurada, sendo este processo 
necessariamente acompanhado por descobertas.  
 Embora as situações sejam responsáveis pelo sentido atribuído aos conceitos, 
Vergnaud (1996a) considera que o sentido não está nas situações, como não está nas 
palavras, nem nos símbolos.  
O sentido é uma relação do sujeito com as situações e com os 
significantes. Mais precisamente, são os esquemas [comportamentos e 
sua organização] evocados, no sujeito individual, por uma situação ou 
por um significante [representação simbólica] que constituem o sentido 
dessa situação ou desse significante para esse indivíduo (p. 179).  
 
Por exemplo, o sentido da multiplicação é o conjunto de esquemas que um aluno 
pode pôr em prática para tratar as situações com que é confrontado, que envolvem a 
ideia de multiplicação, e operar sobre os símbolos numéricos, algébricos, gráficos ou de 
linguagem, que representam a multiplicação. No entanto, Vergnaud (1996a) salienta que 
não é uma situação ou um simbolismo particular que evocam num aluno todos os seus 
esquemas disponíveis. Por exemplo, o sentido da multiplicação não se reduz ao sentido 
de uma situação particular da multiplicação ou símbolo. Assim, “quando se diz que 
determinada palavra tem determinado sentido, remete-se, na realidade, para um 
subconjunto de esquemas, operando assim uma restrição no conjunto dos esquemas 
possíveis” (p. 179). 
   
3.1.3 Esquemas 
 
Vergnaud (1996b) define esquema como “a organização invariante do 
comportamento (acção) para uma dada classe de situações” (p.222). Considera que é 
nos esquemas que se encontram os conhecimentos em acção do sujeito, ou seja, os 
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elementos cognitivos que tornam a referida acção operatória. Denomina estes 
conhecimentos por “conceitos-em-acção” e “teoremas-em-acção”, ou pela expressão 
mais global “invariantes operacionais”. O autor esclarece que um esquema é uma 
totalidade funcional e dinâmica que permite ao sujeito lidar com algumas classes de 
situações. Geralmente, emerge para lidar com uma classe restrita de situações, sendo 
inicialmente composto por alguns conceitos-em-acção, teoremas-em-acção e regras. A 
partir desta estrutura inicial desenvolve-se um esquema que estende o seu campo de 
relevância para conjuntos de situações maiores, enriquecendo os seus conteúdos. Em 
suma, para o autor, os esquemas são organizações complexas de sub-esquemas.  
Segundo Vergnaud (1996a) as competências matemáticas, entre outras, são 
suportadas por esquemas organizadores do comportamento. Por exemplo, argumenta 
que apesar da execução do algoritmo da multiplicação em numeração decimal estar em 
grande medida automatizada para a maioria dos alunos no final da escola primária, estes 
são capazes de gerar uma sequência de diferentes acções em função das características 
da situação. Para o autor, o funcionamento cognitivo do aluno é composto por 
operações que se automatizam progressivamente e decisões conscientes, que permitem 
ter em conta valores particulares das variáveis da situação. Por isso, considera que a 
fiabilidade do esquema para o sujeito, em última análise, é baseada no conhecimento 
explícito ou implícito que este tem das relações entre o algoritmo e as características do 
problema a resolver. Na sua opinião, embora a automatização seja uma das 
manifestações mais visíveis do carácter invariante da organização da acção, uma 
sequência de decisões consciente, pode igualmente ser objecto de uma organização 
invariante para uma dada classe de situações. Deste modo, defende que a automatização 
não impede o sujeito de manter o controlo das condições para as quais determinada 
operação é ou não apropriada, dado que todos os comportamentos são compostos por 
uma parte automatizada e outra inconsciente.  
Para Vergnaud (1996b), os algoritmos são esquemas, mas nem todos os 
esquemas são algoritmos. “A propriedade da eficácia dos algoritmos (a garantia de 
alcançar uma solução, se houver uma, num número finito de etapas) é devida ao carácter 
de necessidade que afecta os relacionamentos entre as condições e as acções” (p. 222). 
O autor refere, que embora os esquemas sejam objectos do mesmo tipo lógico que os 
algoritmos carecem de efectividade, isto é, a propriedade de chegar ao fim num número 
finito de passos. Salienta que os esquemas são frequentemente eficientes, mas nem 
sempre eficazes e que, quando um aluno recorre a um esquema ineficaz para 
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determinada situação, a experiência leva-o a alterar ou a abandonar o esquema. Aqui, 
surge a ideia de que os esquemas estão no centro do processo de adaptação das 
estruturas cognitivas, isto é, na assimilação e na acomodação. Contudo, a autor 
considera o conceito de esquema num sentido mais lato, insistindo na sua relação com 
as características das situações às quais se aplica. 
Vergnaud (1996a) salienta que “há sempre muito de implícito nos esquemas” (p. 
159). Clarifica com o exemplo dos algoritmos, cuja aplicação exige o conhecimento de 
um conjunto de regras, que sendo de difícil ou quase impossível explicitação para as 
crianças, são por elas executadas. Na sua opinião, “um esquema assenta sempre numa 
conceptualização implícita” (p. 159), pelo que os erros cometidos pelos alunos resultam 
de uma conceptualização insuficiente das ideias matemáticas indispensáveis ao 
funcionamento do esquema – algoritmo e não de fracassos na execução automatizada do 
mesmo, que a existirem, não explicam os principais erros. Para o autor, os erros mais 
frequentes, cometidos pelos alunos na execução de um algoritmo, resultam de uma 
conceptualização insuficiente da notação decimal, que embora não seja o único 
elemento cognitivo útil, é decisivo.  
 O autor considera que o conceito de esquema – algoritmo se aplica mais à classe 
de situações fechadas, ou seja, para as quais o sujeito possui competências necessárias, e 
menos à classe de situações abertas, ou seja, para as quais o sujeito não possui todas as 
competências necessárias para o tratamento da situação, que o levam a hesitar e a tentar 
várias abordagens. No entanto, Vergnaud (1996a) salienta que a observação de alunos 
durante a resolução de problemas em situações abertas, a análise das suas hesitações e 
dos seus erros, mostrou que os seus comportamentos são igualmente estruturados por 
esquemas. Considera que estes provêm de um vasto reportório de esquemas disponíveis 
(anteriormente formados) e dos associados às aulas de situação aberta, situação em que 
se podem evocar vários esquemas sucessivamente e mesmo simultaneamente, dado que 
a situação é nova para o indivíduo (ou considerada por ele como nova). Ao mesmo 
tempo, os alunos descobrem novos aspectos e eventualmente, novos esquemas em 
situação. O autor alerta que em aulas cuja semelhança com as de situação aberta é 
parcial ou eventualmente ilusória, os esquemas são apenas esboçados e as tentativas 
frequentemente interrompidas antes de serem levadas a bom termo. 
Segundo Vergnaud (1996a), na aprendizagem da Matemática existem numerosos 
exemplos de esquemas, sendo cada um relativo a uma classe de situações, cujas 
características estão bem definidas. No entanto, um sujeito pode aplicar um esquema a 
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uma classe mais restrita, em vez de o aplicar a uma classe mais ampla para a qual seria 
mais eficaz. O autor refere que estas situações ocorrem quando existem dificuldades na 
extensão do esquema a uma classe mais ampla, ou seja, de deslocação, generalização, 
transferência, mudança de contexto. Considera que este processo só é possível se forem 
reconhecidas pelo sujeito analogias e parentescos (semelhanças com base em 
determinados critérios, diferenças com base noutros) entre a classe de situações onde o 
esquema já é operatório para o sujeito e as novas situações a conquistar. “O 
reconhecimento de invariantes é, pois, a chave da generalização do esquema” (p. 161). 
O inverso também pode acontecer, ou seja, a aplicação de um esquema a uma classe 
mais ampla, quando seria mais eficiente numa classe mais restrita. O autor considera 
esta aplicação deficiente, tendo o sujeito de restringir o seu alcance, decompondo o 
esquema em diferentes elementos, a fim de os sujeitar a uma nova reorganização para as 
diversas subclasses de situação, eventualmente por junção de elementos cognitivos 
suplementares. “Reconhece-se aqui processos de restrição e acomodação” (p. 162). 
 Vergnaud (1996a) considera que “o esquema, totalidade dinâmica organizadora 
da acção do sujeito para uma classe específica de situações, é portanto um conceito 
fundamental da Psicologia Cognitiva e da Didáctica” (p.162), mas que exige ser 
analisado. Refere que apesar de se reconhecer com relativa facilidade que um esquema é 
composto por regras de acção e antecipação, já que promove uma sequência de acções 
com vista a atingir determinado objectivo, nem sempre se reconhece que geralmente é 
essencialmente composto por invariantes operacionais (conceitos-em-acção, teoremas-
em-acção) e por inferências. Segundo o autor “as inferências são indispensáveis à 
prática do esquema em cada situação particular” (p.162), dado que um esquema não é 
um estereótipo, mas construído com argumentação e promovendo diversas sequências 
de acção em função das variáveis da situação. Quanto aos invariantes operacionais, 
considera essencialmente, três tipos lógicos: (i) proposições: susceptíveis de serem 
verdadeiras ou falsas, sendo na sua maioria implícitas. Os teoremas-em-acção são 
invariantes deste tipo; (ii) funções proposicionais: que não sendo susceptíveis de ser 
verdadeiras ou falsas, mas relevantes ou irrelevantes, são indispensáveis à construção 
das proposições. São conceitos raramente explicitados pelos alunos, embora construídos 
por eles na acção, logo, conceitos-em-acção; e (iii) argumentos: em Matemática podem 
ser objectos materiais, personagens, números, relações e mesmo proposições. Também 
as funções proposicionais se podem transformar em argumentos.  
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Vergnaud (1988, 1996a, 1996b) salienta que um teorema-em-acção não é 
propriamente um teorema, nem um conceito-em-acção um conceito. Refere que em 
Ciência, teoremas e conceitos são explícitos, podendo discutir-se a sua pertinência e 
veracidade, o que não se verifica necessariamente para os invariantes operacionais. 
Assim, esclarece:  
Os conceitos e teoremas explícitos constituem a parte visível do iceberg 
da conceptualização: sem a parte escondida, constituída pelos invariantes 
operacionais, esta parte visível nada seria. Reciprocamente, só podemos 
falar de invariantes operacionais integrados nos esquemas com o auxílio 
das categorias do conhecimento explícito: proposições, funções 
proposicionais, objectos – argumentos” (Vergnaud, 1996a, p.165).   
  
Para o autor, testar a operacionalidade de um conceito, ou seja, compreender em 
que consiste ao nível cognitivo, requer a análise de várias situações, bem como de uma 
grande variedade de comportamentos e esquemas. Assim, entende que qualquer 
conceito só poderá ser compreendido através de uma diversidade de problemas práticos 
e teóricos, dado que cada conceito é constituído por várias propriedades, cuja 
pertinência depende das situações a tratar. Algumas de fácil e rápida percepção e outras 
requerendo mais tempo para a sua compreensão no percurso de aprendizagem. Segundo 
Vergnaud (1996a) os esquemas organizam o comportamento dos sujeitos para uma dada 
classe de situações, organizando simultaneamente a sua acção e actividade de 
representação simbólica, nomeadamente, linguística que acompanha a acção. 
Entretanto, emergem questões relativas à função dos significantes no pensamento, da 
natureza dos esquemas que organizam o tratamento dos significantes em compreensão e 
em produção e ainda, das funções cognitivas da linguagem e das representações 
simbólicas na actividade matemática. 
 
3.1.4 Significantes 
 
Na opinião de Vergnaud (1996a), a definição de Matemática como um corpo de 
conhecimentos, que responde a problemas práticos e teóricos que a humanidade tem 
colocado a si própria ao longo da História, é parcial, dado que não refere o papel 
essencial desempenhado pelos significantes e organização do discurso. Assim, justifica 
a importância de se clarificar a função da linguagem e dos outros significantes, que na 
sua perspectiva é tripla: “ (i) na designação, logo na identificação dos invariantes: 
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objectos, relações e teoremas; (ii) no raciocínio e na inferência; e (iii) na antecipação 
dos efeitos e dos objectivos na planificação e no controlo da acção” (p.180).  
Vergnaud (1996a) salienta que é clássico considerar-se apenas a função dupla da 
linguagem - a de comunicação e a de representação - subestimando-se a sua função de 
auxílio ao pensamento, que só parcialmente é atendida pelas funções de comunicação e 
representação. Considera que embora a designação e a identificação dos invariantes 
emanem da função de representação, o mesmo não se verifica com o acompanhamento 
de uma actividade manual ou de um raciocínio pela linguagem. Segundo o autor, nem 
sempre um sujeito acompanha a sua acção por uma actividade da linguagem - uma 
actividade mecanizada não é acompanhada de palavras - fazendo-o apenas quando tem 
necessidade de planificar ou controlar uma sequência de acções, que não estão 
suficientemente dominadas. “A actividade da linguagem favorece evidentemente a 
realização da tarefa e a resolução de problemas; sem isso, não interviria” (p.181). Refere 
que tudo se passa como se a actividade da linguagem favorecesse a descoberta das 
relações pertinentes, a organização temporal da acção e o seu controlo. Por conseguinte, 
considera também uma tripla função para a representação da linguagem: (i) 
representação dos elementos pertinentes da acção; (ii) representação da acção; e (iii) 
representação das relações entre a acção e a situação. O autor salienta ainda, diferentes 
funções da actividade da linguagem, que considera constituírem o esboço da actividade 
intelectual, tais como: (i) informações pertinentes expressas em termos de objectos 
(argumentos), propriedades, relações (funções proposicionais), teoremas (proposições); 
e (ii) operações de pensamento expressas em termos de selecção das informações, 
inferência, aceitação ou recusa das consequências e ainda, em termos de anúncio das 
operações a fazer, dos resultados ou dos objectivos a atingir e da decomposição dos 
processos em etapas de tratamento. 
Apesar de Vergnaud (1996a) considerar que a actividade da linguagem exprime 
aspectos importantes, como a implicação do indivíduo na tarefa ou no juízo emitido 
(seus sentimentos, sua avaliação da plausibilidade de uma hipótese ou de uma 
conclusão) ou ainda, na relação destes entre si, o autor centra o seu enfoque no 
problema da expressão e da simbolização dos conceitos, dos teoremas e dos objectos. 
Assim, enfatiza as representações simbólicas na ajuda da resolução de um problema, 
sobretudo quando os dados são numerosos e várias etapas necessárias para se chegar à 
solução. Porém, salienta que a função das representações simbólicas não se esgota na 
ajuda à resolução de problemas complexos, dado que também desempenham um papel 
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importante na identificação clara de objectos matemáticos, decisiva à conceptualização. 
Segundo Vergnaud (1996a), se o ensino e os alunos não dispuserem destes símbolos, 
serão levados a recorrer a diversas formas de linguagem natural. Embora a reconheça 
como excelente para veicular informação, tanto na expressão da solução como nas 
verbalizações que acompanham o raciocínio e o enunciado do próprio problema, o autor 
sugere que se analisem as diversas formas de linguagem como ferramentas do 
pensamento e não como objectos do pensamento.  
No entanto, para Vergnaud (1996a), a conceptualização matemática não se 
limita à compreensão das relações e das propriedades como ferramentas, mas engloba 
também a sua transformação em objectos de pensamento. Por isso, admite que existem 
meios na linguagem matemática para transformar os conceitos ferramentas em conceitos 
objectos, como por exemplo, a nomeação. Refere ainda, o simbolismo dos diagramas 
com quadrados, circunferências, setas e chavetas como particularmente eficazes nesta 
transformação das categorias do pensamento em objectos do pensamento. Na sua 
opinião, “a invariância do significante contribui para uma melhor identificação do 
significado e para a sua transformação em objecto de pensamento” (p.186). Embora seja 
possível representar o mesmo teorema de diferentes formas, o autor alerta para a 
pertinência do simbolismo e da linguagem a usar, já que devem firmar-se nos 
conhecimentos e no desenvolvimento cognitivo do aluno: 
O simbolismo matemático não é, rigorosamente falando, nem uma 
condição necessária nem uma condição suficiente para a 
conceptualização, mas contribui utilmente para ela, nomeadamente 
através da transformação das categorias de pensamento matemáticas em 
objectos matemáticos. A linguagem natural é o meio essencial de 
representação e de identificação das categorias matemáticas, mas não 
possui, tal como os diagramas, as fórmulas e as equações, o laconismo 
indispensável à selecção e ao tratamento das informações e das relações 
pertinentes. O facto de se conceder esta importância ao simbolismo não 
impede que, em última análise, seja a acção do sujeito em situação a 
constituir a fonte e o critério da conceptualização (p.188). 
 
 Porém, se os esquemas se referem às situações, o mundo da experiência será 
visto como um conjunto de situações e não apenas como um conjunto de objectos, 
qualidades e relações. Vergnaud (1996b), salienta que ambas as perspectivas são 
necessárias, já que a experiência vê o mundo como um conjunto de situações 
progressivamente dominadas, enquanto a Ciência o vê como um conjunto de objectos 
em diferentes níveis. Assim, experiência e conhecimento compreendem 
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respectivamente, o domínio de situações complexas e a identificação de objectos 
complexos e suas propriedades. O que leva o autor a afirmar que “uma situação envolve 
uma variedade de objectos e propriedades e por consequência, a análise cognitiva de 
uma situação envolve diversos conceitos. Reciprocamente um conceito não extrai o seu 
significado e propósito de apenas um tipo de situação” (p. 225). Então, o estudo da 
aprendizagem deve contemplar uma diversidade de situações, bem como de conceitos 
inter-relacionados para analisar as situações e descrever de forma credível os esquemas, 
pelo que Vergnaud (1988) nos remete para o estudo dos campos conceptuais. 
 
3.1.5 Campos conceptuais 
 
Vergnaud (1983) define campo conceptual como “um conjunto de problemas e 
situações cujo tratamento requer conceitos, procedimentos e representações de 
diferentes tipos, mas intimamente relacionados” (p. 127). Segundo o autor, a estrutura 
dos campos conceptuais surge com a necessidade de se compreender melhor a aquisição 
e o desenvolvimento do conhecimento e de capacidades específicas relativas às 
situações e aos problemas. Considera que o estudo do desenvolvimento cognitivo é mais 
frutífero se for entendido como uma rede de campos conceptuais, que se desenvolve 
durante um longo período de tempo e é analisada com base nas situações em que ocorre 
a actividade dos alunos e nos conceitos envolvidos nessas situações. Por conseguinte, 
identifica duas vantagens científicas: (i) a possibilidade de identificação de semelhanças 
e diferenças entre situações, sua estrutura hierárquica, continuidades e descontinuidades 
que organizam o repertório dos esquemas que é desenvolvido progressivamente para 
dominar estas situações; e (ii) a possibilidade directa de descrever a representação 
implícita dos esquemas subjacentes do mundo em termos de invariantes operacionais 
(conceitos-em-acção e teoremas-em-acção).  
 Inicialmente, Vergnaud (1983, 1988, 1996a) interessou-se pelo estudo de dois 
campos conceptuais, o das estruturas aditivas e o das estruturas multiplicativas. Refere o 
campo conceptual das estruturas aditivas como o conjunto das situações cujo tratamento 
envolve operações aritméticas e noções do tipo aditivo (tais como adições ou 
subtracções e o conjunto dos conceitos e teoremas que permitem analisar essas situações 
como tarefas matemáticas); e o das estruturas multiplicativas, como o conjunto das 
situações cujo tratamento envolve operações aritméticas e noções do tipo multiplicativo 
(tais como, multiplicações, divisões e o conjunto de conceitos e teoremas que permitem 
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analisar estas situações como tarefas matemáticas). Apesar das estruturas aditivas terem 
alguma relação com as estruturas multiplicativas, o autor salienta uma organização 
intrínseca própria das estruturas multiplicativas, não redutível aos aspectos aditivos. 
Assim, considera que as especificidades nos problemas cognitivos levantados pelas 
estruturas aditivas, bem como nos levantados pelas estruturas multiplicativas, permitem 
o estudo separado destes dois campos conceptuais.  
 No entanto, Vergnaud (1983) salienta outros campos conceptuais que considera 
importantes e que interferem com os já citados, nomeadamente: “ (i) deslocamentos e 
transformações espaciais; (ii) classificações de objectos e aspectos discretos; (iii) 
movimentos e relações entre tempo, velocidade, distância, aceleração e força; (iv) 
relações de parentesco; (v) medições de quantidades espaciais e físicas contínuas” (p. 
128). Refere que também estes campos conceptuais não são independentes, 
contribuindo alguns deles para a compreensão de outros. Ainda assim, o autor considera 
pertinente a delineação de diferentes campos conceptuais, principalmente se puderem 
ser descritos de forma consistente, mesmo que os seus domínios não sejam 
independentes.  
 
 
3.2 ESTRUTURAS MULTIPLICATIVAS  
 
Vergnaud (1983, 1988, 1996b) refere o campo conceptual das estruturas 
multiplicativas como o conjunto de situações que envolve uma multiplicação, uma 
divisão, ou a combinação destas operações, sendo gerado por diferentes casos de 
proporção simples e de proporção múltipla que podem ser combinados de diferentes 
formas. O autor salienta ainda, que “o campo conceptual das estruturas multiplicativas é 
também o conjunto de conceitos inter-relacionados: medida, relação escalar, quociente e 
produto de dimensões, fracção, razão, número racional, espaço vectorial, função linear e 
n-linear, coeficiente constante, combinação linear e plano linear, e naturalmente 
multiplicação e divisão” (1996b, p.231). Segundo o autor, a relação de multiplicação 
não constitui uma relação binária, mas quaternária que conduz a três classes de 
estruturas diferentes no conjunto de situações das estruturas multiplicativas: (i) 
isomorfismo de medidas; (ii) produto de medidas; e (iii) proporção múltipla.  
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3.2.1 Isomorfismo de medidas  
 
Segundo Vergnaud (1983), o isomorfismo de medidas consiste numa proporção 
directa simples entre duas grandezas M1 e M2 (por exemplo, pessoas e objectos, bens e 
custos, tempo e distância), descrevendo um grande número de situações quer diárias 
quer técnicas. Nesta estrutura, considera quatro subclasses de situações: multiplicação, 
dois tipos de divisão e o caso geral de problemas da regra de três.  
Multiplicação. Para o autor, os problemas de multiplicação como isomorfismo 
de medidas consistem numa relação quaternária de onde os alunos têm de extrair uma 
relação terciária (Figura 3.1). Por exemplo, “O João quer comprar 4 cadernos que estão 
marcados a 1, 75 € cada um. Quanto terá de pagar?”, em que a = 1,75, b = 4, M1 = 
número de cadernos e M2 = preço. Ou, “Um campo de futebol com uma área de 1925 m
2 
necessita de 2520 g de relva por m2 para ser relvado. Quantos gramas de relva são 
necessários, para relvar todo o campo?”, em que a = 2520, b = 1925, M1 = áreas e M2 = 
pesos.  
 
 
 
 
 
 
Figura 3.1: Isomorfismo de medidas para a multiplicação (Vergnaud, 1983, p.129) 
 
Para a resolução deste tipo de situações, Vergnaud (1983) considera a existência 
de dois processos com carácter multiplicativo: (i) quando os alunos no produto   , 
entendem a e b como números e não como grandezas. Por exemplo, na primeira 
situação apresentada, os alunos reconhecem a situação como sendo de multiplicação e 
multiplicam    ou   , para chegarem ao produto. Segundo o autor, esta 
composição está correcta se a e b forem entendidos como números, mas não têm o 
mesmo significado se forem entendidos como grandezas; e (ii) quando os alunos no 
produto a  b, entendem a e b como grandezas. Refere este processo como o mais 
adoptado pelos alunos mais novos e que pode corresponder a dois procedimentos 
diferentes: (i) operador escalar; e (ii) operador funcional.  
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Na opinião Vergnaud (1983), os alunos recorrem ao operador escalar quando 
aplicam  b (Figura 3.2) dentro do mesmo espaço de medidas (a  b = x). Trata-se de 
uma razão entre valores da mesma grandeza e não possui dimensão. Por exemplo, 4 
cadernos custam tanto como 4 vezes o custo de um caderno, ou 1925 m2 do campo 
necessitam de tantos gramas de relva como 1925 vezes um m2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.2: Operador escalar (Vergnaud, 1983, p.130) 
 
O autor considera que os alunos recorrem ao operador funcional quando aplicam 
a× (Figura 3.3) entre diferentes espaços de medida (b  a = x). Trata-se do coeficiente 
da função linear de M1 a M 2, cuja dimensão é o quociente de outras duas dimensões. 
Por exemplo, caderno por euros, metro quadrado por gramas.  
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.3: Operador funcional (Vergnaud, 1983, p.130) 
 
Vergnaud (1983) considera ainda, um outro procedimento para a resolução de 
problemas de multiplicação que consiste em adicionar a + a + a + … (b vezes). No 
entanto, salienta que este não é um procedimento multiplicativo, apenas mostra que o 
procedimento escalar pode confiar na iteração da adição. Refere que o procedimento b 
+ b + b + … (a vezes) não se encontra, por não ser significativo. 
1.º Tipo de divisão. O autor considera um 1.º tipo de divisão como isomorfismo 
de medidas, cujo objectivo é encontrar o valor unitário f (1), ou seja, o mesmo objectivo 
da divisão como partilha (Figura 3.4). Por exemplo, “O Carlos quer partilhar 
igualmente os seus berlindes com a Joana e o Bruno. Tem 12 berlindes, com quantos 
berlindes ficará cada um?”, onde b = 3, c = 12, M1 = número de crianças e M2 = número 
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de berlindes. Ou, “A mãe da Mafalda comprou 9 pêssegos que pesavam 2 kg. Quanto 
pesará em média, cada pêssego?”, onde b = 9, c = 2, M1 = número de pêssegos e M2 = 
pesos.  
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.4:Isomorfismo de medidas para o 1.º tipo de divisão (Vergnaud, 1983, p.131) 
 
Segundo Vergnaud (1983), esta subclasse de situações pode ser resolvida por 
aplicação da inversão de um operador escalar, ou seja, c 	 b (Figura 3.5). Salienta o 
facto de alguns alunos optarem pelo procedimento do factor em falta, ou seja, por 
tentativa e erro tentarem encontrar o factor cujo produto por b é c, por terem 
dificuldades na compreensão da inversão do operador escalar. Embora este 
procedimento evite a dificuldade conceptual da inversão, o autor refere que só é válido 
para números inteiros pequenos. Considera ainda, um outro procedimento a que os 
alunos recorrem para a resolução deste tipo de divisão, a distribuição um-a-um (pelos 
receptores ou diferentes lugares no espaço, mentalmente ou por analogia), que segundo 
o autor é insuficiente e também sem carácter multiplicativo. 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.5: Inversão do operador escalar (Vergnaud, 1983, p.131) 
 
 2.º Tipo de divisão. No 2.º tipo de divisão como isomorfismo de medidas 
considerado por Vergnaud (1983), o objectivo é encontrar x, conhecendo f (x) e f (1), ou 
seja, o mesmo objectivo da divisão como medida (Figura 3.6). Por exemplo, “O Miguel 
tem 15 euros para gastar na compra de carros miniaturas para a sua colecção. Cada 
carro custa 3 euros quantos carros pode comprar?”, em que a = 3, c = 15, M1 = 
número de carros e  M2 = euros. Ou, “A Rita conduz a uma velocidade constante de 
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120 km por hora, na auto-estrada. Quanto tempo demora de sua casa a casa dos pais, 
sabendo que a distância entre as duas casas é de 222 km de auto-estrada?”, em que a = 
120, c = 222, M1 = tempo e M2 = distâncias.  
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.6: Isomorfismo de medidas para o 2.º tipo de divisão (Vergnaud, 1983, p.132) 
 
  Segundo o autor, esta subclasse de situações é geralmente resolvida por 
inversão do operador funcional, ou seja, ac÷  (Figura 3.7). Salienta a dificuldade deste 
procedimento, não só por implicar a inversão do operador funcional, mas também o 
raciocínio em termos de quocientes inversos das grandezas, ou seja, M2 ÷  M2 = M1. 
Justifica assim, o facto de os alunos preferirem descobrir “quantas vezes a cabe em c”, 
aplicando o operador escalar em M1, procedimento que ocorre principalmente, em 
situações que envolvem números inteiros grandes. Refere que na resolução deste tipo de 
situações também surgem procedimentos aditivos, quando os alunos adicionam a até 
chegarem a c, seguindo-se a contagem do número de vezes que adicionaram a. 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.7: Inversão do operador funcional (Vergnaud, 1983, p.132) 
 
Regra de três. Vergnaud (1983) considera ainda, o caso geral de problemas da 
regra de três como isomorfismo de medidas (Figura 3.8). Por exemplo, “O consumo do 
meu carro é de 6,5 litros de gasóleo para 100 km. Quanto gasóleo vou gastar numa 
viagem de férias de 6580 km?”, onde a = 100, b = 6,5, c = 6580, M1 = distâncias e M2 = 
consumos de gasóleo. Ou, “Para fazer uma torta de maçã, preciso de 300 g de açúcar 
para 500 g de maçã. Quanto açúcar vou precisar para 800 g de maçãs?”, onde  a = 
500, b = 300, c = 800, M1 = peso das maçãs e M2 = peso do açúcar. 
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Figura 3.8: Isomorfismo de medidas para a regra de três (Vergnaud, 1983, p.133) 
 
 O autor refere que os procedimentos de resolução para esta subclasse de 
situações podem ser diferentes do recurso às propriedades do coeficiente de 
proporcionalidade. Considera que as situações anteriormente apresentadas para a 
multiplicação e divisão, não são mais do que casos simples da subclasse de problemas 
da regra de três, na medida em que nelas se encontram igualmente quatro termos 
envolvidos, sendo um deles, igual a 1. Segundo Vergnaud (1983), são poucos os alunos 
que recorrem à regra de três como procedimento para a resolução das situações 
apresentadas, considerando que tal se justifica pelo facto de não ser natural multiplicar b 
por c e dividir por a (Figura 3.9). Para o autor, os alunos não pensam em b, c e a como 
números, mas como valores, não fazendo sentido multiplicarem b litros de gasóleo por c 
quilómetros, visto que podem mais facilmente descobrir uma razão escalar ou uma 
razão funcional. 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.9: Procedimentos de resolução para os problemas da regra de três (Vergnaud, 1983, 
p.146) 
 
Em suma, para a resolução de problemas com estrutura de isomorfismo de 
medidas, o autor considera que os alunos recorrem naturalmente às propriedades de 
isomorfismo da função linear: f (x + x’) = f (x) + f (x’); f (x - x’) = f (x) - f (x’); f (λx) = λf 
(x); f (λx + λ’x’) = λf (x) + λ’f (x’) e menos às propriedades do coeficiente proporcional: 
f (x) = ax; x = 1/a f (x). Assim, justifica o facto de ter usado a expressão isomorfismo de 
medidas para nomear e descrever esta estrutura de proporção directa simples.  
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3.2.2 Produto de medidas  
 
Segundo Vergnaud (1983), o produto de medidas consiste numa composição 
cartesiana de duas grandezas, M1 e M2, para encontrar uma terceira, M3. Considera que 
pertencem a esta estrutura problemas relativos à área, volume, superfície, produto 
cartesiano e outros conceitos físicos. Dado que existem (pelo menos) três variáveis 
envolvidas, o autor refere que a referida estrutura não pode ser representada por uma 
simples tabela de correspondência, como a usada para o isomorfismo de medidas, mas 
por uma tabela de dupla entrada. Salienta que no produto de medidas a escolha das 
unidades obedece à regra canónica f (1,1) = 1. Também nesta estrutura, o autor 
identifica diferentes subclasses de situações: a multiplicação e a divisão. 
Multiplicação. O autor apresenta um esquema ilustrativo (Figura 3.10) das 
situações de multiplicação como produto de medidas, onde são dadas duas grandezas 
elementares e se pede o valor do produto dessas grandezas. 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.10: Produto de medidas para a multiplicação (Vergnaud, 1983, p.135) 
 
Por exemplo, “Qual é a área de um quarto rectangular que tem 6,5 m de comprimento e 
4 de largura?”, onde a = 6,5, b = 4, M1 = largura, M2 = comprimento e M3 = área. Ou, 
“O Miguel comprou um aquário com a forma de um paralelepípedo, que tem 450 dm2 
de área de base e 6,3 dm de altura. Qual o volume do aquário?”, onde a = 6,3, b = 450, 
M1 = área da base, M2 = altura e M3 = volume. Ou, “Quatro meninas e 3 meninos 
encontram-se a ensaiar uma dança. Quantos pares são possíveis formar, já que cada 
menino tem de dançar com cada menina e vice-versa?” onde a = 4, b = 3, M1 = 
meninos, M2 = meninas e M3 = pares. 
Vergnaud (1983) refere que a solução a  b = x não é fácil de analisar em 
termos de operador escalar ou funcional, já que aqui surge um produto de duas 
grandezas nos aspectos dimensionais e numéricos: área (m2) = comprimento (m)  
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largura (m); volume (dm3) = área (dm2)  altura (dm). Integra as situações de produto 
cartesiano nesta estrutura de produto de medidas, por considerá-las situações onde as 
unidades do produto são igualmente expressas a partir do produto de unidades 
elementares, ou seja, f (1 unidade de largura  1 unidade de comprimento) = 1 unidade 
de área, bem como f (1 menino  1 menina) = 1 par. O autor sugere o recurso a tabelas 
de dupla entrada para a resolução da última situação apresentada, onde os pares podem 
facilmente ser formados e classificados, bem como para achar a proporção do número 
de pares (Figura 3.11), independentemente do número de meninos ou do número de 
meninas considerado, ou seja, o número de pares é proporcional ao número dos meninos 
quando o número de meninas se mantém constante (coluna paralela), ou ao número das 
meninas quando o número de meninos se mantém constante (linha paralela).  
 
 
 
Figura 3.11: Tabelas de dupla entrada para a resolução de situações de produto cartesiano 
(Vergnaud, 1983, p.135) 
 
Segundo o autor a estrutura aritmética do produto de medidas, constitui uma 
dificuldade na aprendizagem da multiplicação, pelo que não aconselha o recurso à 
mesma para a introdução da referida operação. Considera que a sua complexidade 
advém do facto do produto de medidas apresentar estrutura de proporção dupla, que não 
é compreendida antes da estrutura de proporção directa simples.  
Divisão. Vergnaud (1983) esclarece que nas situações de divisão como produto 
de medidas, pretende-se encontrar o valor de uma grandeza elementar, dado o valor da 
grandeza de um produto e o valor de outra grandeza elementar (Figura 3.12). Por 
exemplo, “Para encher uma piscina com uma área de 150 m2, são necessários 320 m3 
de água. Calcula a altura média da água.”, em que a = 150, b = 320, M1 = altura, M2 = 
área da base e M3 = volume.  
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Figura 3.12: Produto de medidas para a divisão (Vergnaud, 1983, p. 136) 
 
 Segundo o autor, também o procedimento para a resolução de situações de 
divisão como produto de medidas, não é facilmente descrito por um operador escalar ou 
funcional. Nestas situações de divisão, a grandeza da medida a ser encontrada é o 
quociente da grandeza do produto pela grandeza da outra medida elementar, isto é: 
volume (m3) 	 área (m2) = altura (m). 
 No entanto, Vergnaud (1983) considera que a estrutura de produto de medidas 
pode ser interpretada como um isomorfismo duplo ou uma proporção dupla. 
Exemplifica com o volume de prismas rectos, referindo que se a altura destes for 
multiplicada por 2, 3 ou λ (mantendo a área da base constante), o volume é 
respectivamente multiplicado por 2, 3 ou λ (Figura 3.13). Da mesma forma, se a área da 
base for multiplicada por 2, 3 ou λ’ (mantendo a altura constante) o volume é 
multiplicado por 2, 3 ou λ’. O autor refere ainda, que ao adicionarem-se áreas da base 
de diferentes prismas (mantendo a altura constante), os volumes também serão 
adicionados. Considera que estas propriedades resultam directamente das propriedades 
do isomorfismo da função linear (aspecto escalar, aspecto aditivo).  
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.13: Isomorfismo duplo por recurso ao operador escalar (Vergnaud, 1983, p. 137) 
 
 O autor apresenta situações onde a altura se mantém constante, considerando 
que o produto pela altura ( h) pode ser visto como um operador da função, ligando a 
área da base ao volume (Figura 3.14). Refere que o mesmo procedimento se aplica 
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também a situações onde a área da base se mantém constante. Com esta análise 
Vergnaud (1983) mostra que embora o produto de medidas tenha uma estrutura 
diferente do isomorfismo de medidas, pode ser interpretado como um isomorfismo 
duplo. Reforça esta ideia, salientando que se a altura dum prisma recto for multiplicada 
por λ e a área da base por λ’, o volume é multiplicado por λ λ’. 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.14: Isomorfismo duplo por recurso ao operador funcional (Vergnaud, 1983, p. 137) 
 
 Reciprocamente, o autor considera que o isomorfismo de medidas também pode 
ser interpretado como um produto de medidas. Assim, apresenta um esquema ilustrativo 
das relações: tempo  velocidade = distância e volume  massa volúmica = massa, em 
termos de operador funcional (Figura 3.15).  
 
 
 
 
 
Figura 3.15: Isomorfismo de medidas como produto de medidas (Vergnaud, 1983, p. 138) 
 
Vergnaud (1983) salienta que nos casos apresentados, a velocidade e a massa 
volúmica, estão consideradas como constantes, dado que no produto (por exemplo, 
volume), ambas as grandezas elementares (área da base e altura) são variáveis. O autor 
alerta ainda, para o facto de que também na estrutura de isomorfismo de medidas, o 
quociente das grandezas representar um valor derivado e não elementar. Tempo  
velocidade = distância, porque velocidade = distância 	 tempo. No entanto, considera 
que na estrutura de produto de medidas, o produto encontrado (área, volume, produto 
cartesiano) resulta de medidas elementares e não de quocientes. 
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3.2.3 Proporção múltipla  
 
Segundo Vergnaud (1983) numa proporção múltipla (muito semelhante do ponto 
de vista aritmético ao produto de medidas), uma grandeza M3 é proporcional a duas 
grandezas diferentes M1 e M2. Refere que o tempo é uma das grandezas mais envolvidas 
nesta estrutura, por intervir em muitos fenómenos como factor directo de 
proporcionalidade. Salienta que as grandezas envolvidas nesta estrutura possuem 
significados próprios, não podendo ser reduzidas ao produto de outras grandezas. O 
autor apresenta três subclasses de situações para a proporção múltipla: multiplicação e 
dois tipos de divisão. 
Multiplicação. Vergnaud (1983) refere que nas situações de multiplicação como 
proporção múltipla todos os procedimentos são multiplicativos. Por exemplo, “Uma 
família de 4 pessoas quer passar 15 dias de férias num Motel de turismo. A despesa 
diária, por pessoa é de 91 €. Quanto pagará a família pela estadia?”. 
1.º Tipo de divisão. As situações do 1.º tipo de divisão como proporção múltipla 
consideradas pelo autor requerem que se determine o valor unitário f (1,1). Por 
exemplo, “Um agricultor quer calcular a produção média de leite das suas vacas nos 
180 melhores dias do ano. 17 vacas produziram 70 340 litros de leite durante esse 
período. Qual foi a produção média de leite por vaca, em cada um daqueles dias?”. 
Vergnaud (1983) justifica não existir este tipo de divisão no produto de medidas, dado 
que, pelo menos no sistema métrico f (1, 1) = 1. 
2.º Tipo de divisão. O autor refere que o 2.º tipo de divisão como proporção 
múltipla requer que se determine x sabendo que f (x, a) = b e f (1, 1). Por exemplo, “Um 
acampamento de escuteiros tem 500 kg de cereal para distribuir 0,6 kg por pessoa, em 
cada semana. Há 236 pessoas por quem vai ser distribuído o cereal. Para quanto 
tempo chega o cereal?”.  
 Segundo Vergnaud (1983) uma função bilinear é um modelo adequado para o 
produto de medidas e para a proporção múltipla, uma vez que implica raciocínios mais 
complexos do que a função linear. No entanto, considera que o produto de medidas 
apresenta dificuldades que não são redutíveis às da proporção múltipla. 
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3.3 CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 
 O ensino-aprendizagem da Matemática implica a resolução de problemas a curto 
e a longo prazo. Em muitas ocasiões, um professor tem de encontrar a situação, a 
pergunta, o comentário, a explanação e às vezes, o silêncio apropriado. Mas, para 
Vergnaud (1983, 1988, 1996a, 1996b), esta gestão a curto prazo é ininteligível se não 
for relacionada com um processo de ensino-aprendizagem a longo prazo. Assim, 
justifica a importância da teoria dos campos conceptuais, por oferecer uma estrutura que 
permite conceptualizar este processo a longo prazo e a sua diversidade. Nesta teoria, os 
conteúdos conceptuais da Matemática são tidos como a melhor ferramenta para 
caracterizar os processos cognitivos e competências dos alunos. No entanto, o seu autor 
salienta que uma Psicologia Cognitiva da Matemática só é profícua se a sua 
epistemologia não for baseada unicamente no conhecimento matemático sofisticado dos 
matemáticos, mas der também atenção ao processo de aprendizagem da Matemática e às 
dificuldades e erros dos alunos.  
 Segundo Vergnaud (1983, 1988, 1996a, 1996b), o conceito de esquema é a 
chave do desenvolvimento cognitivo, porque relaciona o comportamento (acção, 
competência, regras) com as representações (invariantes operacionais, expectativa, 
significado, significante), conduzindo há tese de que não existe conhecimento 
processual sem algum conhecimento conceptual ou pré-conceptual (invariantes 
operacionais). Embora considere diferentes tipos de invariantes operacionais, enfatiza o 
conceito-em-acção (que permite ao sujeito escolher, seleccionar e categorizar 
informação relevante de acordo com as situações e esquemas envolvidos) e o teorema-
em-acção (que permite ao sujeito fazer inferências e cálculos com base na informação 
disponível. Quanto aos teoremas-em-acção, o autor considera a sua disponibilidade, 
fiabilidade, grau de consciência e explicitação variáveis, dependendo dos sujeitos e da 
frequência com que são usados, salientando que nem sempre são verdadeiros, embora 
sejam tidos como tal. Considera ainda, que os teoremas-em-acção permitem que se 
analisem as estratégias intuitivas dos alunos, para um diagnóstico das suas necessidades, 
a fim de se promover o conhecimento explícito. Para o autor, os conceitos-em-acção são 
diversos, podendo ter diferente status cognitivo, consoante são predicados ou objectos e 
também consoante a maneira como são traduzidos (palavras e símbolos). 
 Vergnaud (1983, 1988, 1996a, 1996b) considera que a sua teoria permite 
compreender filiações e alterações no processo de apropriação de novas competências e 
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ainda, concepções a longo prazo. Por conseguinte, entende que a prioridade teórica é 
tomar os conceitos conceptuais como base do conhecimento, sendo os campos 
conceptuais as melhores estruturas para seguir processos analógicos e metafóricos 
complexos. Para o autor, a aprendizagem da Matemática implica não apenas seleccionar 
invariantes empíricos, mas também a construção de conceitos não empíricos. Salienta 
ainda, que esta teoria da aprendizagem e do desenvolvimento cognitivo, fornece uma 
forma de compreender como o conhecimento é desenvolvido em situações, devido à 
actividade e cooperação, e como se transforma em texto de linguagem natural e 
representações altamente formalizadas. 
 Dado que com este estudo se pretende investigar o processo de desenvolvimento 
e uso significativo dos conceitos da multiplicação e divisão de números racionais, estes 
conceitos serão vistos, conforme sugere Vergnaud (1988, 1996a, 1996b), como um 
conjunto de três elementos: C = (S, I, δ) (Figura 3.16).  
 
Figura 3.16: Enquadramento dos conceitos de multiplicação e divisão de números racionais na 
teoria dos campos conceptuais. 
 
Por conseguinte, cada conceito envolve: (i) um conjunto de situações que o tornam 
significativo e que constituem o referente do conceito - S; (ii) um conjunto de 
invariantes operacionais (objectos, propriedades e relações) contidos nos esquemas e 
desenvolvidos para tratar as situações, contribuindo para a operacionalização dos 
esquemas, e que constituem o significado do conceito - I; e (iii) um conjunto de 
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representações simbólicas, pertencentes ou não à linguagem (por exemplo, linguagem, 
gráficos, diagramas, sentenças formais), que permitem representar simbolicamente os 
invariantes e por conseguinte, as situações e os procedimentos para lidar com elas, e que 
constituem o significante do conceito – δ. 
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CAPÍTULO 4  
 
 
O SENTIDO DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE 
NÚMEROS RACIONAIS 
 
 
 
Este estudo teve como objectivo perceber o desenvolvimento do sentido da 
multiplicação e da divisão de números racionais, que requer o desenvolvimento do 
sentido de número racional, pelo que houve necessidade de um referencial teórico para 
caracterizar os referidos sentidos. Assim, neste capítulo, após a explanação e discussão 
de concepções sobre sentido de número e sentido de operação, emana um modelo para 
caracterizar o sentido de operação. Posteriormente, atendendo à concepção de sentido 
de número e à complexidade do ensino-aprendizagem do conceito de fracção e, por 
consequência, de número racional, propõe-se um modelo para caracterizar o sentido de 
número racional. Segue-se uma explanação sobre a complexidade do ensino-
aprendizagem da multiplicação e da divisão de números racionais, da qual emana uma 
classificação para situações a modelar por estas operações, ou seja, para os diferentes 
significados da multiplicação e da divisão de números racionais. 
 
4.1 SENTIDO DE NÚMERO E SENTIDO DE OPERAÇÃO  
 
A designação “sentido” implica que se veja o aluno como um pensador, uma 
pessoa capaz de compreender os domínios matemáticos. Por conseguinte, a referida 
expressão está associada a um ensino-aprendizagem da Matemática com “sentido”, ou 
seja, promovendo a compreensão (Huinker, 2002; McIntosh, Reys & Reys, 1992; 
National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2000; Picciotto, 1998; Slavit, 
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1999). Assim, sentido de número e sentido de operação são semelhantes, na medida em 
que representam uma maneira de pensar, em vez de um corpo de conhecimentos a ser 
transmitidos. Segundo Huinker (2002) desenvolver estes sentidos requer uma 
construção a longo prazo, de uma compreensão flexível dos números, operações e suas 
relações. Refere que a manipulação prematura de símbolos promove equívocos entre 
conceitos e procedimentos e contextos reais dos alunos. Porém, considera que se for 
desenvolvida uma base conceptual para o sentido de número racional e o sentido de 
operação, os alunos aprendem significativamente, podendo criar algoritmos apropriados 
para números racionais.  
 
4.1.1 Sentido de Número 
 
McIntosh et al. (1992), definem o sentido de número como a compreensão 
genérica que uma pessoa tem dos números e operações, juntamente com a capacidade e 
tendência para usar esta compreensão de forma flexível, para fazer juízos matemáticos e 
desenvolver estratégias úteis e eficientes no trabalho com números e operações. 
Entendem que uma pessoa com bom sentido de número pensa e reflecte sobre os 
números, operações e resultados que são produzidos. A fim de clarificarem esta 
definição, os autores apresentam um modelo passível à caracterização do sentido de 
número (Tabela 4.1), identificando três componentes chave: (i) conhecimento e destreza 
com os números; (ii) conhecimento e destreza com as operações; e (iii) aplicação do 
conhecimento e da destreza com os números e operações a situações de cálculos. 
Identificam ainda, um conjunto de capacidades a serem desenvolvidas, para que se 
manifeste cada uma das referidas componentes e por conseguinte, o sentido de número. 
No entanto, alertam que o sentido de número de uma pessoa seria inadequadamente 
reflectido pelas componentes individuais. De salientar, que o sentido de operação é 
usado pelos autores, como uma componente do sentido de número, para referirem 
aspectos deste, relativos às operações aritméticas. 
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Tabela 4.1: Modelo para caracterizar o sentido de número (McIntosh et al., 1992, p.4) 
SENTIDO DE NÚMERO 
Componentes do sentido de 
número 
Capacidades a desenvolver 
 
Conhecimento e destreza com 
os números 
 
 Compreender o sentido da regularidade dos números: 
• Valor de posição; 
• Relações entre tipos de números; 
• Ordenar números dentro e entre tipos de números. 
 Reconhecer múltiplas representações dos números: 
• Gráfica/simbólica; 
• Formas numéricas equivalentes (incluindo 
decomposição/composição); 
• Comparar com números de referência. 
 Compreender o sentido da grandeza relativa e absoluta dos 
números: 
• Comparar com referentes físicos; 
• Comparar com referentes matemáticos. 
 Reconhecer sistemas de referência: 
• Matemático; 
• Pessoal. 
 
Conhecimento e destreza com 
as operações 
 
 Compreender o efeito das operações: 
• Operar com números inteiros; 
• Operar com fracções/números decimais. 
 Compreender as propriedades matemáticas: 
• Comutativa; 
• Associativa; 
• Distributiva; 
• Identidades; 
• Inversa. 
 Compreender as relações entre as operações: 
• Adição/multiplicação; 
• Subtracção/divisão; 
• Adição/subtracção; 
• Multiplicação/divisão. 
 
Aplicação do conhecimento e 
da destreza com os números e 
operações a situações de 
cálculo 
 Compreender a relação entre o contexto do problema e o 
cálculo necessário: 
• Reconhecer dados exactos ou aproximados; 
• Noção que as soluções podem ser exactas ou 
aproximadas. 
 Reconhecer a existência de múltiplas estratégias: 
• Capacidade de criar e/ou inventar estratégias; 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de números racionais 
96 
• Capacidade de aplicar diferentes estratégias; 
• Capacidade de seleccionar uma estratégia eficiente. 
 Reconhecer uma representação e/ou um método eficiente: 
• Destreza com vários métodos (mental, calculadora, 
papel e lápis); 
• Destreza na escolha de números eficientes. 
 Rever os dados e o resultado: 
• Reconhecer a razoabilidade dos dados; 
• Reconhecer a razoabilidade do cálculo. 
 
Conhecimento e destreza com os números. Segundo McIntosh et al. (1992), para 
que os alunos adquiram a componente relativa ao conhecimento e destreza com os 
números, precisam (i) compreender o sentido da regularidade dos números; (ii) 
reconhecer múltiplas representações dos números; (iii) compreender o sentido da 
grandeza relativa e absoluta dos números; e (iv) reconhecer sistemas de referência.   
Os autores entendem que a compreensão do sentido da regularidade dos 
números implica uma compreensão da organização do sistema hindu-árabe, do sistema 
decimal de posição, incluindo a sua aplicação aos números naturais e decimais e ainda, 
dos números racionais e da compreensão das suas representações. Destacam a 
compreensão do sistema de numeração no desenvolvimento matemático dos alunos, na 
medida em que os ajuda na organização mental, comparação e ordenação de números. 
McIntosh et al. (1992) referem alguns exemplos de tarefas que podem ajudar a 
desenvolver a regularidade dos números, nomeadamente, “um aluno a aprender a contar 
a partir de 20, dá valor aos padrões inerentes ao sistema de numeração, identificados 
graficamente e oralmente. Esses padrões, uma vez identificados, fornecem um poderoso 
suporte para a continuação da contagem da sequência (p.5) ”. De acordo com os autores, 
o mesmo se passa com os alunos do 5.º ano, ao explorarem “os números decimais 
contando com a ajuda da calculadora, de 0 a 10 por décimas (décima a décima) ou de 0 
ao 1 por centésimas (centésima a centésima) (p.5) ”. A par da contagem feita pelo aluno, 
salientam a importância do recurso à calculadora para ajudar a reconhecer, identificar e 
repetir padrões que emergem. Sugerem também a recta numérica como um modelo 
importante na compreensão das relações entre números decimais. Segundo os autores, à 
medida que a ordenação e a regularidade do sistema de numeração se vai 
desenvolvendo os alunos começam a usar este conhecimento noutras situações e 
exemplificam, “um aluno do 3.º Ciclo que mostra sentido de ordenação responderia sim 
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à questão: Existem números entre    e   ? E está apto a dar exemplos desses 
números (p.6) ”. 
McIntosh et al. (1992) referem que o reconhecimento de múltiplas 
representações dos números envolve a capacidade de compreender os números em 
diferentes contextos e diferentes representações, manipulando-os de diferentes maneiras 
tendo em vista determinado propósito. Por exemplo, consideram o reconhecimento de 
que        é o mesmo que   , uma relação conceptual útil entre a adição e a 
multiplicação, bem como o reconhecimento de que 30 minutos é metade de uma hora e 
é    hora, bastante útil em certas situações. Salientam que em anos de escolaridade 
mais avançados, o sentido de número é reflectido pelo reconhecimento de diferentes 
representações, como       ou    
 ou    . Segundo os autores o 
conhecimento de que os números podem ser representados de diferentes formas, aliado 
ao reconhecimento de que algumas representações são mais úteis do que outras em 
certas situações de resolução de problemas, é essencial para o desenvolvimento 
matemático. Referem a decomposição/composição de números como a capacidade de 
expressar um número de uma forma equivalente, resultado do reconhecimento de que 
aquela prática facilita as operações. Por exemplo, alguns alunos do 1.º Ciclo, para 
calcularem   , decompõem 27 em   , e compõem de novo a expressão 
numérica em     . Posteriormente, adicionam 25 a 25, obtendo 50 e de seguida, 
adicionam 2 a 50, obtendo 52. Na opinião de McIntosh et al. (1992), estes alunos 
evidenciam um conhecimento intuitivo importante sobre os números e a adição, quer ao 
nível do procedimento adoptado, quer ao nível da sua realização. Os autores salientam 
ainda, a utilidade do reconhecimento e uso da comparação com números de referência, 
ou seja, o uso de âncoras comuns do nosso sistema de numeração, muitas vezes úteis 
para fazer avaliações. Exemplificam com a fracção   , na qual se pode pensar 
graficamente (como parte de um círculo ou na recta numérica), numa fracção 
equivalente ou na forma decimal. No entanto, consideram que “uma representação 
igualmente importante é ter a noção de que ‘   é um pouco maior que  ’ ou ‘entre   e   ’. Aqui,   serve como âncora ou número de referência na comparação ou 
representação com outros números (p.6) ”.  
Segundo McIntosh et al. (1992), a compreensão do sentido da grandeza relativa 
e absoluta dos números requer o reconhecimento do valor relativo de um número, bem 
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como da sua grandeza. Por conseguinte, alertam para que se dê aos alunos a 
oportunidade de reflectirem sobre números grandes em contextos pessoais, colocando-
lhe questões como “Quanto tempo é necessário para contar até 1000? Ou Viveste mais 
ou menos que 1000 dias? (p.6) ”. Na opinião dos autores, esta prática ajuda os alunos a 
melhorarem a sua compreensão do tamanho dos números numa variedade de contextos. 
Os sistemas de referência são considerados por McIntosh et al. (1992), como 
fontes de referentes mentais essenciais para pensar sobre os números. Apresentam como 
exemplos de referências numéricas, as potências de 20, múltiplos de potências de 10, ou 
pontos médios como    e 50 %, embora reconheçam que qualquer valor possa servir 
de referência numérica, desde que tenha significado para o aluno. Referem que são 
usadas, por norma, na avaliação da grandeza de uma resposta ou no arredondamento de 
um número, de modo a facilitar o seu processamento. Dão como exemplos, o 
reconhecimento de que a soma de dois números de dois dígitos é inferior a 200, de que 
0,98 está perto de 1 ou que    é ligeiramente inferior a   . Apesar de nos exemplos 
apresentados as referências corresponderem a valores numéricos destituídos de qualquer 
contexto, que se desenvolveram a partir da experiência e/ou do ensino, os autores 
admitem que também podem desenvolver-se a partir de atributos ou encontros pessoais. 
Por exemplo, uma pessoa que pesa 50 kg pode usar esse valor para estimar o peso de 
outra pessoa. Consideram que a variedade e a complexidade de referências, na tomada 
de decisões acerca dos números e contextos numéricos, são um indicador valioso do 
sentido de número. 
Conhecimento e destreza com as operações. Para adquirirem a componente 
relativa ao conhecimento e destreza com as operações, McIntosh et al. (1992) 
consideram que os alunos precisam (i) compreender os efeitos das operações; (ii) 
compreender as propriedades matemáticas; e (iii) compreender as relações entre as 
operações.  
Os autores consideram que a compreensão dos efeitos das operações requer o 
entendimento destas em diferentes contextos, que envolvam vários números (incluindo 
inteiros e racionais) e modelos. Referem que se recorre com frequência a modelos para 
auxiliar os alunos na compreensão das operações e exemplificam com a modelação da 
multiplicação como uma adição repetida, que na sua opinião fornece uma forma 
concreta de ajudar os alunos a pensarem a multiplicação e a realizá-la. No entanto, 
alertam para o risco de se pensar a multiplicação como adição repetida, já que pode 
 O sentido da multiplicação e da divisão de números racionais 
99 
levar a generalizações incorrectas, nomeadamente à de que a multiplicação gera sempre 
um número maior. Por isso, salientam a importância de se explorarem diferentes 
modelos da multiplicação, para que os alunos possam confrontar potencialidades e 
limitações de cada um. Assim, sugerem a recta numérica ou o modelo rectangular, por 
entenderem que estes modelos permitem que os alunos vejam a multiplicação numa 
variedade de contextos e modelos. Na opinião de McIntosh et al. (1992), também a 
reflexão nas interacções entre as operações e os números, nomeadamente investigando 
mudanças de resultados à medida que a grandeza dos operadores varia, provoca um 
pensamento de nível superior e por consequência, o aumento do sentido de número. 
Assim, sugerem que se coloquem questões como, “O que acontece quando 2 números 
menores que 1 são multiplicados? Como pode esta situação ser modelada? O que 
implica o modelo geral (usado)? O que acontece se um dos factores é menor do que 1 e 
outro é maior do que 1? (p.7) ”. 
  McIntosh et al. (1992) referem a compreensão das propriedades matemáticas 
como a capacidade dos alunos aplicarem intuitivamente as propriedades aritméticas em 
estratégias próprias de cálculo. Por exemplo, quando um aluno multiplica mentalmente 
36 por 4, pode pensar em     
 mais     , logo 
    . 
Identifica-se nesta estratégia, o recurso à propriedade comutativa, mudando a ordem dos 
factores para 4 x 36, e à propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição, 
decompondo    em       . Os autores salientam que os alunos também 
podem reconhecer e usar outras formas equivalentes, tais como:   
     ou 

      . Por conseguinte, consideram que o recurso a múltiplas estratégias torna 
evidente o sentido de número, por isso, enfatizam a ligação das aplicações práticas ao 
desenvolvimento e compreensão das propriedades matemáticas fundamentais. Na sua 
opinião, os alunos com bom sentido de número estão confiantes na aplicação das 
propriedades das operações numa variedade de situações. 
Segundo os autores, a compreensão das relações entre as operações permite 
obter mais formas de pensar e resolver problemas. Consideram que, por exemplo, 
perante a situação “Quantas rodas têm 8 triciclos?”, um aluno pode aplicar na sua 
resolução procedimentos de contagem (contando as rodas uma a uma); a adição 
sucessiva (adicionando o número de rodas de cada triciclo:            ); 
a contagem por grupos (fazendo 4 grupos de 2 triciclos cada:       ); ou a 
multiplicação (   ou   ). Salientam que cada um destes procedimentos reflecte 
diferentes formas de pensar, bem como diferentes níveis de eficiência. Outra conexão 
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que McIntosh et al. (1992) enfatizam, é a relação entre uma operação e a sua inversa, 
dado que permite pensar de outra forma no problema. Referem que, por exemplo, o 
quociente de 
 	 , pode ser entendido como    
e não apenas como um 
problema de divisão. Consideram que para compreender as relações entre operações, é 
essencial que se compreenda primeiro cada uma das operações. Os autores salientam 
ainda, que as relações entre as operações aumentam à medida que se passa das 
operações com números inteiros para as operações com números racionais. Referem 
como exemplo, o facto da multiplicação por 0,1 ser equivalente à divisão por 10 e a 
divisão por 0,1 ser equivalente à multiplicação por 10. Para os autores, a compreensão 
das relações entre multiplicação e divisão pelo aluno, aumentam o seu número de 
estratégias.      
Aplicar o conhecimento e destreza com números e operações em situações de 
cálcul. Na opinião de McIntosh et al. (1992), para que os alunos adquiram a 
componente relativa à aplicação do conhecimento e destreza com os números e 
operações a situações de cálculo, precisam (i) compreender a relação entre o contexto 
do problema e o cálculo necessário; (ii) reconhecer a existência de múltiplas estratégias; 
(iii) reconhecer uma representação e/ou método eficiente; e (iv) rever os dados e o 
resultado.  
Para os autores, compreender a relação entre o contexto do problema e o 
cálculo necessário, requer a identificação da (s) operação (ões) apropriada (s) para a 
resolução de um problema a partir da análise do seu contexto, dos números a utilizar 
nessa (s) operação (ões), bem como da solução mais conveniente, aproximada ou 
exacta. Assim, exemplificam com uma situação do género “O João gastou 2,88 € em 
maçãs, 2,38 € em bananas e 3,76 € em laranjas”, perante a qual sugerem que se 
coloquem questões como “Quanto gastou o João na compra da fruta?” ou “O João pode 
pagar a fruta com uma nota de 10 €?” Por conseguinte, para responder à primeira 
questão é necessário adicionar os diferentes preços, podendo ser aplicados diferentes 
métodos de cálculo (mentalmente, por escrito ou calculadora) e dar uma resposta exacta. 
Para responder à segunda questão, basta fazer uma estimativa para concluir que 10 € é 
suficiente para efectuar a compra. 
McIntosh et al. (1992) referem que o reconhecimento da existência de múltiplas 
estratégias, implica o reconhecimento de que frequentemente existem diferentes 
estratégias para a resolução de um dado problema e o entendimento, de que se uma 
estratégia inicial não resultar, o caminho a seguir é a formulação e a aplicação de uma 
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estratégia alternativa. Referem que esta tendência de prosseguir um problema 
explorando-o de diferentes modos, permite a comparação de diferentes métodos antes 
de uma avaliação do resultado, ou antes da escolha e/ou procura de outra estratégia mais 
favorável. Salientam que esta reflexão metacognitiva é de difícil identificação, já que 
ocorre rápida e algumas vezes de forma inconsciente. Referem ainda, que a ênfase deve 
ser dada à consciência da existência de diferentes estratégias, mais do que ao processo 
metacognitivo de escolher, executar e rever vários resultados. 
Segundo os autores, reconhecer uma representação e/ou um método eficiente, 
requer a consciencialização de que por vezes algumas estratégias e/ou ferramentas de 
cálculo são mais eficientes do que outras. Salientam que, por exemplo, um aluno do 2.º 
ano quando solicitado a adicionar   , não deve usar a estratégia de contar 1 a 1, mas 
antes mudar a representação e pensar em     , baseado no conhecimento de que 
    , ou pensar em     usando o conhecimento de que     
. 
Entendem que um aluno com pouco sentido de número usa frequentemente uma 
estratégia mais difícil de cálculo. Imputam esta ocorrência a hábitos estabelecidos por 
uma longa prática de determinada estratégia de cálculo, à falta de confiança em 
estratégia alternativas de cálculo e/ou à falta de conhecimento de representações e/ou 
estratégias alternativas.  
McIntosh et al. (1992), entendem que a revisão dos dados e do resultado se 
prende com a capacidade de analisar a solução obtida e reflectir sobre a resposta a dar, 
em função do enunciado do problema (considerando os números envolvidos e as 
questões colocadas) e determinar uma resposta com sentido. Salientam que esta reflexão 
é geralmente rápida e natural, tornando-se uma parte integrante do processo de 
resolução de problemas. Referem que esta revisão metacognitiva do contexto do 
problema pode envolver uma reflexão das estratégias que podiam ter sido usadas com 
uma avaliação da estratégia usada e por último, uma verificação para determinar se a 
resposta obtida é razoável. Na opinião dos autores, os alunos omitem este processo de 
revisão quando o resultado e o próprio problema, não são importantes para eles.      
   Em suma, o sentido de operação é usado por McIntosh et al. (1992), como uma 
componente do sentido de número, para referirem aspectos deste, relativos às operações 
aritméticas. Por conseguinte, as componentes do sentido de número apresentadas pelos 
autores, permitem afirmar que o sentido de operação interage com o sentido de número, 
vinculando ambos os sentidos.  
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4.1.2 Sentido de operação  
 
Apesar de reconhecer a existência de aspectos comuns entre o sentido de número 
e o sentido de operação, dado que um dos principais objectos sobre os quais actuam as 
operações é os números, Slavit (1999) alerta para o facto de ambas as noções estarem 
centradas em objectos diferentes, respectivamente, o número e a operação. Também 
Picciotto (1998) enfatiza o sentido de operação, apesar de considerar que este partilha 
aspectos com o sentido de número e o sentido de símbolo, como consequência das 
operações actuarem sobre números e símbolos. Porém, entende que o sentido de 
operação deve ser considerado o núcleo da Matemática escolar, logo, desenvolvido 
desde os primeiros anos de escolaridade, dado que as operações unem a Aritmética à 
Álgebra. 
Tal como Picciotto (1998), Slavit (1999) também se dirige ao estudo das 
operações matemáticas, com um foco particular na transição para o pensamento 
algébrico, ou seja, considerando as competências aritméticas dos alunos como a base 
para posteriores formas de pensamento algébrico. Assim, apresenta uma ideia do 
sentido de operação com base na análise da compreensão da Aritmética em conexão 
com o desenvolvimento da compreensão algébrica. Embora reconheça a natureza 
multidimensional da Álgebra, mesmo nos primeiros anos de escolaridade, o autor 
defende processos e acções cognitivas associadas à abstracção de cálculos, a âmbitos 
mais estruturais, que denomina de Aritmética generalizada. Esclarece, que o sentido de 
operação envolve analisar e medir o desenvolvimento daquelas estruturas até um 
adequado nível de abstracção. Partindo deste princípio, o autor define o sentido de 
operação como a capacidade de usar operações em pelo menos, um conjunto de objectos 
matemáticos. Salienta que o referido sentido envolve vários tipos de concepções 
flexíveis que podem ser inter-relacionadas pelo aluno, nomeadamente a estrutura 
subjacente à operação, suas propriedades, seu uso, suas relações com outras operações e 
estruturas matemáticas, suas generalizações e as várias formas e contextos em que as 
operações podem existir.  
Para clarificar esta definição, Slavit (1999) destaca dez componentes do 
pensamento operacional, numa tentativa de isolar características matemáticas, 
contextuais e simbólicas das operações, que podem ajudar o desenvolvimento cognitivo 
e sentido de uma dada operação, nomeadamente: (i) conceptualização dos elementos 
base do processo de operar; (ii) flexibilidade com as propriedades das operações; (iii) 
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relacionamentos com outras operações; (iv) facilidade com os vários sistemas de 
símbolos associados à operação; (v) familiaridade com situações das operações em 
contexto e meramente matemáticas; (vi) familiaridade com factos operacionais; (vii) 
capacidade para usar a operação sem referências concretas ou situacionais; (viii) 
capacidade para usar a operação em elementos arbitrários e desconhecidos; (ix) 
capacidade para relacionar o uso da operação entre diferentes objectos matemáticos; e 
(x) capacidade de mover-se entre as componentes anteriores.  
Por conseguinte, Slavit (1999) entende que a conceptualização dos elementos 
base do processo de operar envolve a capacidade de decompor a operação nas suas 
componentes base. Considera que esta conceptualização começa com uma compreensão 
dinâmica da operação, onde a operação é inicialmente concebida como uma acção, por 
exemplo, a multiplicação como uma adição sucessiva, ou seja, a multiplicação no seu 
significado de grupos equivalentes. 
Para o autor a flexibilidade com as propriedades das operações requer 
conhecimento e compreensão das propriedades de uma operação, que considera 
fundamentais para o desenvolvimento do sentido de operação. De entre as propriedades 
das operações, destaca o conhecimento da operação inversa, já que o acto de inverter 
ajuda a clarificar o efeito geral da operação, à qual deu origem a inversão. Por exemplo, 
refere que a compreensão da divisão como a operação inversa da multiplicação, ajuda a 
clarificar o efeito geral da multiplicação. Porém, Slavit (1999) salienta outras 
propriedades, tais como, a comutativa, a associativa, a existência do elemento neutro, 
características ou não de uma operação, uma vez que ajudam a clarificar a sua natureza. 
Exemplifica com a propriedade comutativa da multiplicação, que sendo geralmente 
adquirida mediante experiências multiplicativas, pode não ser completamente 
compreendida, enquanto não se aprender que a divisão não é comutativa. Segundo o 
autor, a flexibilidade com as propriedades das operações é facilitada pela experiência 
com diferentes operações matemáticas, actuando sobre diferentes objectos matemáticos. 
Considera que esta flexibilidade promove flexibilidade de cálculo para certas operações, 
conduzindo a formas de pensamento algébrico, ao permitir que os alunos actuem na 
própria operação e não apenas nos elementos a operar. Refere que, por exemplo, 
permitem ao aluno considerar uma situação da forma     equivalente a   , 
denotando capacidade de compreender e fazer uso das propriedades da operação perante 
simbolismo algébrico.  
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Slavit (1999) considera que os relacionamentos com outras operações podem 
favorecer o conhecimento de cada uma das operações, como por exemplo, o 
conhecimento da existência de uma operação inversa ou complementar. Refere também 
a propriedade distributiva que relaciona duas operações, nomeadamente a multiplicação 
com a adição e com a subtracção. Porém, o autor considera ainda, outras formas de 
relacionar as operações, como o entendimento da multiplicação como uma adição 
sucessiva ou da divisão como uma subtracção sucessiva. Salienta que o conhecimento 
das referidas iterações pode contribuir para uma melhor compreensão das características 
de cada operação. 
Segundo Slavit (1999), também é importante que os alunos tenham facilidade 
com os vários sistemas de símbolos associados à operação, para que possam fazer 
generalizações relativas às operações. Considera fundamental, que estas generalizações 
sejam feitas no contexto da actividade simbólica e não apenas com actividades sensório-
motoras, para que os símbolos sejam entendidos como objectos mentais e alcançado o 
conhecimento de um sistema de símbolos apropriado para actuar em cada operação. Por 
conseguinte, o autor enfatiza a construção e a natureza das relações entre os símbolos e 
os objectos mentais, que considera essencial para a construção do sentido de operação.  
A familiaridade com situações das operações em contexto e meramente 
matemáticas é outra das componentes do sentido de operação destacadas por Slavit 
(1999). Na sua opinião, a experiência com diferentes contextos associados à operação, 
proporciona várias perspectivas a partir das quais o aluno pode desenvolver o sentido 
dessa operação. Por conseguinte, o aumento das perspectivas para percepcionar uma 
operação desenvolve no aluno a capacidade de usá-la em contextos mais gerais. No 
entanto, o autor alerta para a diferença do conhecimento em situações do dia-a-dia ou o 
conhecimento em situações formais. Considera que só o conhecimento em ambas as 
situações denota um avançado sentido de operação. 
Slavit (1999) refere a familiaridade com factos operacionais, como a capacidade 
de recorrer à composição e decomposição dos números, com base nas propriedades das 
operações. Esta familiaridade permite o recurso a estratégias de resolução mais 
avançadas, que diminuem o grau de dificuldade das tarefas.  
A capacidade para usar a operação sem referências concretas ou situacionais é 
entendida pelo autor, como a capacidade de compreender o significado matemático de 
uma operação com valores numéricos abstractos, além das referências concretas ou 
contextualizadas. Considera que esta capacidade implica que o aluno realize a operação 
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mediante mecanismos internos, que se manifestam muitas vezes pela criação e 
utilização de heurísticas e por conseguinte, um avançado sentido dessa operação. 
Segundo Slavit (1999) a capacidade para usar a operação em elementos 
arbitrários e desconhecidos, envolve um nível superior do sentido de operação, que 
requer actos de generalização e situa o foco principal na operação. Refere que o nível de 
abstracção aumenta, sempre que as quantidades são arbitrárias ou desconhecidas. 
Salienta que a operação deve ser compreendida independentemente de acções em 
elementos concretos, bem como compreendida a sua estrutura. Assim, o autor considera 
que esta componente é necessária em processos de justificação, onde se examinam 
casos arbitrários e por conseguinte, a componente que mais claramente une a aritmética 
à álgebra, que denomina de aritmética generalizada. 
Slavit (1999) entende que também a capacidade para relacionar o uso da 
operação entre diferentes objectos matemáticos requer um elevado nível do sentido de 
operação. Salienta que um aluno que experimenta uma operação em distintos objectos 
matemáticos, como por exemplo, números inteiros, números decimais e fracções, pode 
criar diferentes esquemas de acção que envolvem a mesma operação.  
Por último, o autor considera a capacidade de mover-se entre as componentes 
anteriores, como outra componente que pode ajudar o desenvolvimento cognitivo e 
sentido de uma dada operação. Salienta que o desenvolvimento de umas componentes 
do sentido de operação favorece o desenvolvimento de outras, e que o entendimento 
integrado das diferentes componentes da operação anteriormente apresentadas, implica 
o máximo uso do sentido de operação.  
Também Huinker (2002) apresenta sete componentes numa tentativa de 
caracterizar o sentido de operação com números racionais: (i) familiaridade com 
diferentes significados e modelos das operações; (ii) reconhecer e descrever situações 
da vida real para diferentes operações; (ii) dar significado aos símbolos e linguagem 
matemática formal; (iv) flexibilidade na conexão de diferentes representações; (v) 
compreender as relações entre operações; (vi) compor e decompor números e usar as 
propriedades das operações; e (vii) raciocinar sobre os efeitos das operações nos 
números.  
Segundo Huinker (2002) a familiaridade com diferentes significados e modelos 
das operações é um dos fundamentos do sentido de operação. Salienta que esta 
componente se desenvolve com a exploração de tarefas que envolvam diferentes 
significados das operações (por exemplo, a multiplicação como grupos equivalentes ou 
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a divisão como partilha), e diferentes modelos de representação (por exemplo, modelos 
rectangulares, circulares, de área e lineares).  
Outra componente do sentido de operação considerada por Huinker (2002) é a 
capacidade de reconhecer e descrever situações da vida real para diferentes operações. 
Segundo a autora, esta componente desenvolve-se com a exploração de problemas com 
diferentes significados e contextos, para que os alunos possam familiarizar-se com uma 
variedade de situações para cada operação. Salienta ainda, que os alunos devem ser 
solicitados a descrever situações da vida real, onde tenham de recorrer às operações para 
as resolverem. 
Também a capacidade de dar significado aos símbolos e linguagem matemática 
formal é referida por Huinker (2002) como um indicador do sentido de operação. A 
autora entende que esta componente envolve conexões entre a compreensão conceptual 
e a linguagem informal dos alunos. Salienta que os símbolos se transformam em 
ferramentas para pensar, quando os alunos os relacionam com as suas acções e 
conhecimentos informais. Alerta que a falta desta relação, conduz à manipulação de 
símbolos sem significado, ou seja, sem possibilidade de serem conectados ao mundo 
real, eliminando assim, qualquer possibilidade dos alunos desenvolverem o sentido de 
operação. 
 Huinker (2002) considera que o sentido de operação se reforça com a 
flexibilidade na conexão de diferentes representações. Refere que o desenvolvimento 
desta componente passa pela oportunidade dada aos alunos de fazerem conexões entre 
situações da vida real, oralidade, modelos concretos, pictóricos, esquemáticos e 
representações simbólicas. Assim, dada qualquer uma das representações os alunos 
devem ser capazes de a transferir para outra. Segundo a autora, os alunos capazes de 
fazer estas conexões, têm demonstrado capacidade de reter e usar de forma flexível o 
seu conhecimento matemático na resolução de problemas. 
 Segundo Huinker (2002), compreender as relações entre operações, como por 
exemplo, a compreensão de que a divisão é a operação inversa da multiplicação, 
contribui para o desenvolvimento de estratégias com recurso a factos operacionais 
básicos para o seu cálculo. 
 A autora entende que o sentido de operação também envolve a capacidade para 
compor e decompor números e usar as propriedades das operações, ou seja, a 
capacidade de desenvolver estratégias de cálculo. Huinker (2002) esclarece que nestas 
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estratégias está implícita a capacidade de compor e decompor números, usando as 
propriedades das operações para gerar situações equivalentes. 
Por último, Huinker (2002) salienta que compreender as operações implica 
capacidade de raciocinar sobre os efeitos das operações nos números. Entende que o 
sentido de operação interage com o sentido de número, permitindo aos alunos 
reflectirem sobre a razoabilidade dos resultados. A autora alerta para o facto de os 
alunos desenvolverem expectativas sobre os resultados das operações com números 
inteiros, que têm de ser reconsideradas com os números racionais, nomeadamente a de 
que a multiplicação aumenta e a divisão diminui.  
Huinker (2002) salienta que só um conhecimento significativo das operações, 
que envolve o entendimento integrado das diferentes componentes apresentadas, mune 
os alunos de capacidade para gerarem estratégias flexíveis de cálculo e resolução de 
situações problemáticas.  
Em suma, Huinker (2002) e Slavit (1999) enfatizam o desenvolvimento das 
mesmas componentes para caracterizar o sentido de operação. As suas divergências 
ficam-se pela maior ou menor categorização das mesmas. Efectivamente, qualquer um 
dos autores destaca o desenvolvimento da familiaridade com diferentes significados e 
contextos das operações, bem como da capacidade de usar símbolos e linguagem 
matemática formal significativos. Estas componentes não surgem no modelo 
apresentado por McIntosh et al. (1992) para caracterizar o sentido de número, apesar do 
mesmo contemplar componentes relativas às operações. No entanto, este modelo já 
contempla o desenvolvimento da flexibilidade no uso das propriedades das operações, 
bem como da razoabilidade na análise de processos e resultados, tal como os modelos 
apresentados por Huinker (2002) e Slavit (1999), sendo que a última componente 
referida, é mais enfatizada no modelo apresentado por McIntosh et al. (1992). Assim, 
pode afirmar-se que a principal diferença entre os modelos apresentados para a 
caracterização do sentido de número e sentido de operação advém da forma como se 
consideram as operações. Enquanto o sentido de número permanece no âmbito da 
Aritmética, o sentido de operação é em parte, considerado algébrico. Esta diferenciação 
não se reduz ao facto das operações se aplicarem a números e símbolos, mas a uma 
concepção diferente das mesmas. Enquanto no desenvolvimento do sentido de número, 
as operações são concebidas principalmente como acções e processos, no 
desenvolvimento do sentido de operação são concebidas como objectos pertencentes a 
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uma estrutura conceptual. Assim, o sentido de operação compreende a evolução da 
aprendizagem das operações necessária ao desenvolvimento da compreensão algébrica. 
De modo a conectar estas duas concepções e a tornar exequível quer a 
investigação do sentido de operação, quer a sua avaliação em contexto escolar, sugere-
se um modelo para a caracterização do referido sentido, que resultou da sistematização 
das componentes apresentadas por Huinker (2002) e Slavit (1999) e ainda, das 
apresentadas por McIntosh et al. (1992) no âmbito das operações. Esta sistematização 
deu origem a quatro componentes principais e respectivas capacidades, que devem ser 
desenvolvidas de forma integrada para que se possa desenvolver o sentido de operação 
(Tabela 4.2). 
Tabela 4.2: Modelo para a caracterização do sentido de operação 
SENTIDO DE OPERAÇÃO 
Componentes  Capacidades a desenvolver 
Familiaridade com 
diferentes significados e 
contextos das operações 
 Reconhecer a operação em situações que envolvem 
diferentes significados 
 Reconhecer a operação em situações que envolvem 
diferentes contextos 
Flexibilidade no uso das 
propriedades das operações 
 Recorrer a factos operacionais básicos (compor/decompor 
números) 
 Apresentar estratégias de cálculo baseadas nas propriedades 
das operações 
 Reconhecer a operação inversa 
Razoabilidade na análise de 
processos e resultados 
Conhecer o efeito de uma operação sobre um par de números  
 Verificar dados e resultado 
 Relacionar o contexto com os cálculos efectuados 
Símbolos e linguagem 
matemática formal 
significativos 
 Relacionar os símbolos com acções e conhecimentos 
informais 
 Relacionar os símbolos com linguagem matemática formal 
   
De salientar, que a estrutura apresentada para as diferentes componentes 
determina o seu desenvolvimento integrado. Por conseguinte, o desenvolvimento da 
componente relativa aos símbolos e linguagem matemática formal significativos requer 
que os alunos (i) relacionem símbolos com acções e conhecimentos informais, pelo que 
têm de reconhecer as operações em situações que as envolvem em diferentes 
significados e contextos, apresentarem razoabilidade na análise de processos e 
resultados e, reconhecer e descrevam situações reais para as operações; ou seja, 
elaborarem enunciados para expressões que representem produtos e quocientes,e (ii) 
relacionem  símbolos com linguagem matemática formal, pelo que têm de reconhecer as 
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operações em situações meramente matemáticas, apresentar flexibilidade no uso das 
propriedades das operações, e recorrer a algoritmos formais de forma compreensiva. 
Assim, os alunos que relacionem símbolos com acções e conhecimentos informais e 
com linguagem matemática formal, lidam com símbolos e linguagem matemática 
formal de modo significativo, pelo que de acordo com Huinker (2002) e Slavit (1999), 
revelam sentido de operação.  
                
 
4.2 ENSINO-APRENDIZAGEM DO CONCEITO DE NÚMERO 
RACIONAL 
 
Apesar da descrição da componente relativa ao conhecimento e destreza com os 
números, contida no modelo apresentado por McIntosh et al. (1992) (Tabela 4.1), ser 
útil como quadro geral para a caracterização do sentido de número racional, não tem em 
conta a complexidade do ensino-aprendizagem do conceito de fracção. Segundo Behr et 
al. (1992) e Lamon (2006, 2007), esta complexidade advém-lhe, principalmente, da 
multiplicidade de significados atribuídos às fracções, da concepção da unidade de 
referência e do ensino precoce e descontextualizado dos símbolos. Assim, importa 
perceber os factores responsáveis pela referida complexidade e integrá-los como 
componentes a desenvolver no âmbito do sentido de número racional, de modo a 
complementar o modelo apresentado por McIntosh et al. (1992) para a caracterização do 
sentido de número.  
 
4.2.1 Complexidade do ensino-aprendizagem do conceito de fracção 
 
Resultados de investigações sugerem que para que os alunos adquiram uma 
compreensão significativa do conceito de número racional, deve-lhes ser proporcionada 
a exploração de tarefas que contemplem a maioria dos significados das fracções (Behr 
et al., 1983; Kieren, 1976, 1988; Lamon, 2006, 2007; Nunes et al., 2005; Streefland, 
1986, 1991a). Conforme refere Kieren (1976), o facto de se compreender um dos 
significados de fracção, não significa ter-se conhecimento do conceito de número 
racional, pelo que há necessidade de se compreender os vários significados e as suas 
inter-relações. Segundo o autor, existem diferentes estruturas cognitivas ligadas aos 
vários significados, condicionantes do processo de aprendizagem. Também Lamon 
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(2007) salienta a importância de se perceber os diferentes significados de fracção para 
que se compreenda o conjunto de números racionais. Refere que tradicionalmente os 
alunos são confrontados essencialmente com a definição técnica de fracção como parte-
todo, que para além de os levar ao uso da palavra fracção como sinónimo de parte-todo, 
os deixa com uma noção empobrecida de número racional, já que as fracções podem 
assumir outros significados, nomeadamente, quociente, razão, medida e operador. 
Monteiro e Pinto (2005, 2007) clarificam cada um dos diferentes significados que 
as fracções podem assumir ao nível elementar, em contextos escolares. Assim, a fracção 
como parte-todo surge em situações de comparação entre a parte e um todo, considerado 
este a unidade. Este todo pode ser contínuo (   de uma folha de papel está pintada) ou 
discreto (   dos berlindes do João são vermelhos). O denominador indica o número de 
partes iguais em que a unidade está dividida e o numerador o número de partes 
escolhidas. A fracção como quociente surge em situações de partilha equitativa (foram 
distribuídas 3 sandes por 4 crianças). O numerador representa o que é partilhado e o 
denominador os receptores dessa partilha. Embora se esteja na presença de uma relação 
entre duas quantidades – o que é partilhado e o número de receptores dessa partilha –, 
portanto uma razão, a fracção    também representa a quantidade que resultou dessa 
partilha, ou seja, o que coube a cada receptor. A fracção como razão também surge, por 
exemplo, em situações de relação entre duas partes de um todo (a razão entre o número 
de meninos e de meninas numa turma é de     – lê-se “é de 2 para 3”). A fracção como 
medida surge em situações onde se compara uma grandeza com outra tomada como 
unidade de medida. A unidade de medida terá de ser fraccionada em partes iguais que 
estejam contidas um número de vezes na quantidade a medir. A fracção como operador 
surge em situações onde a fracção é aplicada ao cardinal de um conjunto discreto, já que 
o denominador indica uma divisão e o numerador uma multiplicação (   de 12 lápis 
são 9 lápis) ou, transforma uma figura, reduzindo-a ou ampliando-a.  
Monteiro e Pinto (2005) salientam que a fracção como relação entre a parte e o 
todo aparece também nas situações didácticas de medida e nas situações de partilha 
equitativa, visto que em ambos os casos se compara, depois do refinamento da unidade 
de medida e da situação de partilhar, uma parte fraccionada com um todo. Alertam 
também, para alguns inconvenientes de uma abordagem didáctica às fracções 
exclusivamente através da relação parte-todo, nomeadamente pelo facto dos alunos 
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confundirem a relação parte-todo com a relação parte-parte e ser uma abordagem que 
dificulta a compreensão de fracções que representam um número maior que a unidade. 
Tal como vários investigadores (por exemplo, Fosnot & Dolk, 2002; Nunes et al., 2005; 
Streefland, 1986, 1991a, 1993) defendem uma primeira abordagem às fracções em 
contextos de partilha equitativa, partindo de situações inspiradas na realidade das 
crianças, num processo construtivo de matematização. Consideram esta situação como 
um contexto rico e concreto para a compreensão da representação fraccionária e 
particularmente, da equivalência de fracções, envolvendo os alunos no desenvolvimento 
de esquematizações (diagramas em árvore, linhas numéricas, tabelas de razão e outros 
modelos visuais), como suporte para a resolução de problemas. 
De acordo com Behr et al. (1992), Behr e Post (1992) e Lamon (2006, 2007) a 
concepção da unidade de referência é outro dos factores responsáveis pela 
complexidade do ensino-aprendizagem das fracções. Por conseguinte, Behr et al. 
(1992), Behr et al. (1983), Fosnot e Dolk (2002), Lamon (2006,2007), Monteiro e Pinto 
(2005, 2007), salientam a importância do papel desempenhado pela unidade de 
referência no percurso do desenvolvimento do conhecimento matemático, 
nomeadamente na compreensão das fracções, dado que uma fracção em contexto tem 
sempre subjacente uma unidade. Referem que desde as primeiras experiências de 
contagem (unidades simples) até às unidades como índices comparativos (por cada litro 
de água misturo 2 copos de concentrado de sumo de laranja), passando pelas unidades 
compostas (uma dúzia de ovos), são muitas as situações onde aparecem unidades de 
vários tipos.  
Monteiro e Pinto (2005, 2007) salientam que no caso de as fracções 
representarem quantidades, porque também podem representar razões, só representarão 
a mesma quantidade se forem referidas à mesma unidade. Referem que perante questões 
como: “A Maria poupou    da sua mesada enquanto a Marta poupou     da sua 
mesada, quem poupou mais?”, crianças habituadas a um ensino essencialmente virado 
para procedimentos, vão comparar as fracções    e    , sem se questionarem se as 
unidades de referência são as mesmas ou diferentes. Assim, as autoras consideram 
fundamental que se discuta com os alunos a questão da unidade, chamando a atenção 
para o todo a que a fracção faz referência e se explorem situações diversificadas 
relativamente à unidade. Alertam também, para a importância da exploração de 
situações que envolvam unidades contínuas e discretas, dado que determinar a quarta 
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parte de um chocolate (unidade continua) ou a quarta parte de 8 laranjas (unidade 
discreta), implica que no segundo caso o resultado se represente por um número inteiro 
e no primeiro caso isso não seja possível. Lamon (2006, 2007) e Monteiro e Pinto 
(2005, 2007) salientam ainda, a importância de se proporcionarem aos alunos 
experiências de reconstrução da unidade, quer com quantidades discretas (se dois 
cromos representam um quarto de uma colecção de cromos, quantos cromos tem a 
colecção?), quer com quantidades contínuas (se duas quadriculas do teu caderno forem 
um quarto de uma figura, desenha a figura completa). De acordo com Lamon (2007) é 
no convívio com uma multiplicidade de unidades que o sentido de número e dos 
símbolos que o representam se vai desenvolvendo.  
 Em suma, o desenvolvimento do sentido de número racional não se limita a 
desenvolver o conhecimento e destreza com os números, apresentado no modelo de 
McIntosh et al. (1992) para caracterizar o sentido de número (Tabela 4.1). Aquele deve 
contemplar a complexidade e diversidade do conceito de fracção referidas por Behr et 
al. (1992) e Lamon (2006, 2007). Deste modo, emana da literatura de investigação a 
importância de se desenvolverem componentes como a familiaridade com diferentes 
significados das fracções em contexto, bem como a flexibilidade com a unidade de 
referência das fracções em contexto. Por conseguinte, a integração destas componentes 
com a componente do conhecimento e destreza com os números contemplada no 
modelo de McIntosh et al. (1992), requer um novo modelo para caracterizar o sentido de 
número racional (Tabela 4.3). Assim, o referido sentido deve emanar do 
desenvolvimento quer isolado ou simultâneo de seis componentes, como consequência 
do desenvolvimento das respectivas capacidades. 
 
Tabela 4.3: Modelo para caracterizar o sentido de número racional 
SENTIDO DE NÚMERO RACIONAL 
Componentes  Capacidades a desenvolver 
Familiaridade com os diferentes 
significados das fracções em contexto 
 Reconhecer os diferentes significados das 
fracções (partilha, parte-todo, medida, operador e 
razão) em situações discretas ou contínuas. 
Flexibilidade com a unidade de 
referencia das fracções em contexto 
 Reconstruir a unidade de referência (discreta ou 
contínua) 
 Identificar a unidade de referência (discreta ou 
contínua) 
Familiaridade com diferentes 
representações de numero racional 
 Conectar diferentes representações (numeral 
decimal, fracção e numeral misto) 
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 Reconhece fracções equivalentes 
Flexibilidade na comparação, 
ordenação e densidade de números 
racionais 
 Representar números racionais na recta 
numérica 
 Comparar e ordena números racionais 
 Reconhecer a existência de outros números 
entre dois números racionais 
Símbolos e linguagem matemática 
formal significativos de números 
racionais 
 Relacionar os símbolos com acções e 
conhecimentos informais. 
 Relacionar os símbolos com linguagem 
matemática formal. 
 
De salientar ainda, o destaque dado ao reconhecimento da densidade dos 
números racionais, no âmbito da componente relativa à flexibilidade na comparação, e 
ordenação e densidade daqueles números. Apesar de McIntosh et al. (1992) 
contemplarem a referida componente não enfatizam o reconhecimento da densidade, 
que de acordo com Behr et al. (1992) e Monteiro e Pinto (2007), facilita a compreensão 
dos números racionais. 
                                                
 
4.3 ENSINO-APRENDIZAGEM DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO 
DE NÚMEROS RACIONAIS  
 
Nunes e Bryant (1997) consideram que os primeiros passos dados pelos alunos 
no raciocínio multiplicativo são consequência directa das suas experiências com o 
raciocínio aditivo. Deste modo, admitem a existência de importantes continuidades 
entre os dois raciocínios, já que se podem resolver alguns problemas de multiplicação 
recorrendo à adição sucessiva, bem como de divisão pelo recurso à subtracção 
sucessiva. Porém, alertam que os alunos que confiam inteiramente na continuidade entre 
os dois tipos de raciocínio cometem sérios erros nas tarefas de raciocínio multiplicativo, 
nomeadamente os que se prendem com os mal-entendidos de que a multiplicação 
aumenta sempre e a divisão diminui sempre. Salientam que estes são provavelmente 
uma consequência do seu não reconhecimento de descontinuidades entre os dois 
raciocínios. Assim, são da opinião que se deve proporcionar aos alunos a oportunidade 
de resolverem tarefas que promovam as diferenças entre os dois tipos de raciocínio. 
Como exemplo, Nunes e Bryant (1997) referem resultados de investigações que visaram 
enfatizar as descontinuidades entre adição e multiplicação, onde os alunos foram 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de números racionais 
114 
solicitados a obter uma quantidade menor multiplicando. Consideram que “esta é uma 
pergunta significativa, pois ajuda os alunos a perceberem algumas das descontinuidades 
entre adição e subtracção” (p.185), nomeadamente a de que “enquanto a adição de 
números positivos dá sempre origem a um número maior, a multiplicação de um 
número positivo por um número entre 0 e 1 dá origem a um número menor” (p.185). Os 
autores salientam que a compreensão da multiplicação e divisão implica uma 
transformação qualitativa importante no pensamento dos alunos, cuja complexidade 
advém de “novos sentidos de número a serem dominados – proporções, factores 
escalares e funcionais – e novos tipos de relações representadas por números, como as 
que emergem do contexto das quantidades intensivas” (p.188), que não existem na 
adição e subtracção.  
Para uma clarificação das referidas quantidades recorreu-se a Schwartz (1988). 
No âmbito da Matemática como uma actividade de modelação, o autor entende que na 
resolução de problemas a atenção não deve ser dada aos números, mas às quantidades 
que representam (referentes). Deste modo, com base nas quantidades de referência de 
um problema, o autor define um conjunto binário de operações matemáticas: (i) as que 
preservam o referente, quando se trata da composição de duas quantidades para produzir 
uma terceira, com o mesmo referente das duas primeiras. Salienta que este tipo de 
composição é permitido pelas operações adição e subtracção, pelo que se integram no 
campo conceptual das estruturas aditivas de Vergnaud (1996a, 1996b); e (ii) as que 
transformam o referente, quando se trata da composição de duas quantidades para a 
produção de uma terceira, geralmente com referente diferente das duas quantidades 
originais. Refere que esta composição é permitida pelas operações de multiplicação e 
divisão, pelo que se integram o campo conceptual das estruturas multiplicativas de 
Vergnaud (1983, 1988; 1996a, 1996b).  
Segundo Schwartz (1988), as composições que transformam o referente – 
estruturas multiplicativas (Vergnaud, 1983, 1988) - exigem a distinção de dois tipos 
muito diferentes de quantidades, as quantidades extensivas (E) e a quantidades 
intensivas (I), considerando que esta distinção oferece uma oportunidade de ultrapassar 
muitos dos mal-entendidos existentes no ensino-aprendizagem das operações. Schwartz 
(1988) fundamenta a referida distinção numa análise dimensional, ao explicitar que nas 
quantidades E, o referente é uma entidade simples (de uma dimensão), enquanto nas 
quantidades I o referente envolve duas entidades (duas dimensões). Salienta que as 
quantidades E referem-se a quantidades que derivam de actos de contagem (quantidades 
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discretas) ou de medida (quantidades continuas), podendo adicionar-se e gerar uma 
nova quantidade, sendo o todo igual à soma das partes. Por exemplo,    de queijo 
adicionado a    do mesmo queijo representa o queijo inteiro. Já as quantidades I 
referem-se a relações entre quantidades de natureza diferente, não podendo ser contadas 
nem medidas, por exemplo, preço por quilo. Se um saco de 5 kg de café custa 75 €, cada 
quilo de café custa 15 €. Esta última quantidade (preço por quilo) permanece constante, 
quando as outras duas (quilos e preço) mudam. A compra de 10 kg de café custa mais 
do que a compra de 5 kg, mas também se adquire mais café. No entanto, o preço por 
quilo mantém-se. Este refere-se a uma relação entre a quantidade adquirida e o preço, 
aplicando-se a qualquer quantidade da mesma forma. Assim, uma quantidade I 
representa um relacionamento multiplicativo constante entre duas quantidades. Em 
suma, enquanto a estrutura lógica das quantidades E se baseia na relação parte-todo, 
portanto no raciocínio aditivo, a estrutura lógica das quantidades I baseia-se numa 
relação entre duas quantidades, portanto no raciocínio multiplicativo (Monteiro & Pinto, 
2005; Nunes & Bryant, 1997; Nunes et al., 2005; Schwartz, 1988).  
Dado que uma quantidade I é geralmente formada por duas quantidades E, 
podendo ser discretas (D) ou contínuas (C), Schwartz (1988) considera a existência de 
quantidades I de natureza diferente: (i) as do tipo D/D, quando as relações são entre dois 
conjuntos de quantidades discretas extensivas, por exemplo, número de crianças/família 
ou número de rebuçados/saco; (ii) as do tipo C/D e D/C, quando as relações são entre 
um conjunto de quantidades discretas e outro de quantidades contínuas extensivas, por 
exemplo, número de litros/balde ou número de pessoa/anos; e (iii) as do tipo C/C, 
quando as relações são entre dois conjuntos de quantidades continuas extensivas, por 
exemplo, número de quilómetros/hora ou número de gramas/centímetro cúbico. 
Com base na distinção fundamental entre quantidades E e I, o autor apresenta 
uma classificação para as composições que transformam o referente: (i) situações com 
estrutura IEE’, que correspondem às situações da classe de isomorfismo de medidas no 
conjunto das situações das estruturas multiplicativas de Vergnaud (1983, 1988); e (ii) 
situações com estrutura EE’E’’, que correspondem às situações da classe de produto de 
medidas no conjunto das situações das estruturas multiplicativas de Vergnaud (1983, 
1988), que se passam a explicitar. 
Situações com estrutura IEE’. Dentro da tríade IEE’, Schwartz (1988) considera 
três operações distintas que relacionam as três quantidades, uma multiplicação (I × E = 
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E’) atendendo à sua comutatividade, e duas divisões (E’÷ E = I e E’÷ I = E). Salienta a 
importância de se trabalharem diferentes situações de multiplicação e de divisão, a fim 
de se evitar os mal-entendidos frequentes nos alunos, de que a multiplicação aumenta e 
a divisão diminui. Segundo o autor as referidas dificuldades advém do facto de se 
apresentar aos alunos a multiplicação apenas como uma forma eficiente de se fazer 
adições sucessivas e a divisão, apenas como uma forma eficiente de partilhar 
equitativamente um conjunto de objectos.  
No caso da multiplicação, dá exemplos de situações que promovem 
procedimentos aditivos, como “Se cada saco tem 5 rebuçados, quantos rebuçados têm 6 
sacos?”. Efectivamente, a resolução deste problema envolve o cálculo do produto entre 
o referente número de rebuçados/saco (I) e o referente número de sacos (E), dando 
origem a uma quantidade cujo referente número de rebuçados (E’) é diferente dos 
referentes anteriores, ou seja, I × E = E’. No entanto, leva a um procedimento aditivo, já 
que permite traduzir a relação expressa pela quantidade intensiva rebuçados/saco (I) 
numa associação entre quantidades discretas extensivas, isto é, número de rebuçados 
(E’) e número de sacos (E), que podem então ser iterados. Para Schwartz (1988) o 
recurso à adição sucessiva, pode levar os alunos a acreditarem que a quantidade 
resultante tem o mesmo referente que as quantidades que entraram no cálculo, o que 
geralmente não é verdade, dado que a multiplicação é uma operação que transforma o 
referente. Então, sugere que se trabalhem situações que não viabilizem o recurso à 
iteração como procedimento de resolução, como “Um condutor desloca-se no seu carro 
a uma velocidade de 140 km/h. Quantos quilómetros percorre em 3,2 h?”. Note-se, que 
o produto entre uma quantidade com referente número de quilómetros/hora (I) e uma 
quantidade com referente número de horas (E) dá origem a uma quantidade cujo 
referente não é o número de quilómetros/hora nem o número de horas, mas o número de 
quilómetros (E’). Para a resolução desta situação, já não é possível recorrer um número 
inteiro de vezes à iteração do referente quilómetro/hora.  
Relativamente à divisão, Schwartz (1988) também alerta para o risco de se 
trabalharem apenas situações que promovam o procedimento de partilha equitativa (E’÷ 
E = I). Por exemplo, distribuir de forma equitativa, 30 rebuçados por 6 sacos, resulta em 
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5 rebuçados por cada saco2. Note-se, que o quociente de uma quantidade com o 
referente número de rebuçados (E’) e uma quantidade com o referente número de sacos 
(E), dá origem a uma quantidade, cujo referente não é o número de rebuçados nem o 
número de sacos, mas o número de rebuçados/saco (I). Porém, o recurso a um 
procedimento de distribuição um-a-um, pode levar os alunos a acreditarem que a 
quantidade resultante tem o mesmo referente que as quantidades que entraram no 
cálculo, o que geralmente não é verdade, dado que a divisão também é uma operação 
que transforma o referente. Por isso, alerta para que se trabalhem situações de partilha 
equitativa onde não é fácil aplicar aquele procedimento, por exemplo “Um condutor 
percorreu 448 km em 3,2 horas. Quantos quilómetros percorreu em média por hora?”. 
Refere ainda, situações de divisão onde não é possível uma interpretação de partilha 
equitativa, as situações de divisão como medida (E’÷ I = E). Por exemplo, “Um 
condutor desloca-se no seu carro a uma velocidade média de 140 km/h. Quantas horas 
são necessárias para que percorra 448 km?”. Também aqui, o quociente entre uma 
quantidade com o referente número de quilómetros (E’), e uma quantidade com o 
referente número de quilómetros/hora (I), dá origem a uma quantidade cujo referente 
não é o número de quilómetros nem o número de quilómetros/hora, mas o número de 
horas (E). 
Segundo Schwartz (1988) a aprendizagem da multiplicação e divisão de 
números inteiros, baseada apenas em situações que promovam os procedimentos de 
adição sucessiva e distribuição um-a-um, leva a mal-entendidos como: (i) um produto é 
sempre maior do que qualquer um dos seus factores; (ii) um quociente é sempre menor 
que o dividendo; e (iii) o dividendo tem de ser maior que o divisor. O autor considera 
estas falhas processuais, na medida em que são os procedimentos usados pelos alunos 
os indutores da ideia de que as quantidades operadas, nomeadamente produtos e 
quocientes, mantêm o mesmo referente que uma das quantidades envolvidas nos 
cálculos. O que geralmente não corresponde à verdade, como se evidenciou nos 
exemplos apresentados, dado que as operações de multiplicação e divisão transformam 
o referente, ao contrário das operações de adição e subtracção que preservam o 
referente. Pelo que, Schwartz (1988) adverte, que as estratégias para o ensino-
aprendizagem de composições que transformam o referente não podem depender da 
                                                 
 
2 Schwartz (1988) refere que o quociente deste tipo de divisões, partilha equitativa, não se 
limita a valores inteiros, sendo por norma contínuos. 
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prorrogação das estratégias para o ensino-aprendizagem de composições que preservam 
o referente. Para o autor, tal atitude incorre na perda da característica essencial do que 
se está a introduzir, ou seja, que as composições que transformam o referente dão 
origem a uma quantidade com um novo referente.  
Situações com estrutura EE’E’’. Embora a tríade IEE’ esteja presente na maioria 
das situações de multiplicação e divisão que se trabalham nos primeiros anos de 
escolaridade, Schwartz (1988) refere ainda, no âmbito das composições que transformam o 
referente, a importância de se trabalharem situações que envolvam a tríade EE’E’’. 
Considera-a também presente em três operações diferentes que relacionam as três 
quantidades, uma multiplicação (E × E’ = E’’) atendendo à sua comutatividade, e duas 
divisões E’’÷ E’ = E e E’’÷ E = E’. Segundo o autor, são exemplos destas situações, as 
que envolvem o produto cartesiano e o cálculo de áreas. Por exemplo, para achar a área 
de um rectângulo (E’’), multiplica-se o comprimento (E) pela largura (E’). O autor 
salienta o facto de não se estar perante uma relação entre duas quantidades extensivas 
diferentes, mas perante diferentes dimensões (comprimento e largura) da mesma 
quantidade extensiva, um produto de medidas. Por consequência, para achar o 
comprimento (E), divide-se a área (E’’) pela largura (E’) e para achar a largura (E’) 
divide-se a área (E’’) pelo comprimento (E).  
Na opinião de Schwartz (1988), uma nova abordagem, com base na distinção 
entre as operações que resultam nas composições que preservam o referente e nas que 
transformam o referente, é fundamental para o ensino-aprendizagem da Matemática. 
Salienta que esta abordagem se baseia numa visão da Matemática como uma ferramenta 
de modelação, cuja eficácia depende do significado do que está a ser modelado.  
Para além dos novos tipos de relações representadas pelos números nas 
operações de multiplicação e divisão, que emergem do contexto das quantidades 
intensivas, Nunes e Bryant (1997) salientam ainda, a aprendizagem de um conjunto de 
novos sentidos de número e de invariáveis, que não existem na adição e subtracção, mas 
necessárias a uma compreensão da multiplicação e divisão. Assim, consideram três 
tipos principais de situações multiplicativas: (i) correspondência um-para-muitos; (ii) 
relações entre varáveis; e (iii) distribuição e cortes sucessivos. 
A correspondência um-para-muitos entre dois conjuntos é considerada pelos 
autores, como o tipo mais simples de situação manipulativa e apresentam alguns 
exemplos quotidianos, entre eles “um carro tem quatro rodas (1 para 4) ”. Salientam a 
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existência de alguma continuidade entre estas situações multiplicativas a as situações 
aditivas, nomeadamente, a de que alguns dos sentidos de número também são relativos 
a conjuntos: “um carro”, “quatro rodas”, referindo-se a um tamanho do conjunto. 
Porém, enfatizam quatro diferenças com as situações aditivas. Assim, começam por 
considerar que a correspondência um-para-muitos envolve uma relação constante entre 
dois conjuntos. Referem que esta constante invariável na situação, não existe no 
raciocínio aditivo e é a base para um novo conceito matemático, o conceito de 
proporção. Por exemplo, para manter constante a correspondência “1 carro tem 4 
rodas”, cada vez que se acrescenta 1 carro ao conjunto dos carros, tem de se acrescentar 
4 rodas ao conjunto das rodas. Portanto, somam-se números diferentes de objectos a 
cada conjunto, situação contrastante com a adição, onde para manter constante a 
diferença entre dois conjuntos se adiciona o mesmo número de objectos a cada 
conjunto. Uma segunda diferença entre a correspondência um-para-muitos e as 
situações aditivas, passa pelas acções efectuadas para manter a proporção invariável, já 
que não são unir/separar, mas replicar/remover. Esclarecem que replicar não é como 
unir, na medida em que para unir, basta acrescentar qualquer quantidade a um conjunto. 
Já replicar, envolve adicionar a cada conjunto a unidade correspondente, de modo a 
manter a correspondência um-para-muitos invariável. Por exemplo, na situação “1 carro 
tem 4 rodas”, a unidade a ser considerada no conjunto dos carros é uma, enquanto no 
conjunto das rodas é uma unidade composta de 4 rodas. O inverso de replicar é 
remover, pelo que remover um carro implica remover 4 rodas, para que se mantenha a 
razão 1:4 entre carros e rodas. Nunes e Bryant (1997) salientam uma terceira diferença 
entre a referida situação multiplicativa e situações aditivas, a de que a proporção se 
mantém constante independentemente da replicação/remoção efectuada e da alteração 
do número de carros e rodas. Assim, num conjunto de 2 carros e 8 rodas, a razão 
continua a ser de 1:4, pelo que não representa o número de objectos em qualquer dos 
conjuntos, mas a relação entre os dois conjuntos. Finalmente, os autores identificam um 
novo sentido de número nas situações de correspondência um-para-muitos, que se refere 
ao número de vezes que uma replicação/remoção é efectuada. Por exemplo, se a 
situação “1 carro tem 4 rodas” for replicada 3 vezes, “3” refere-se ao número de 
replicações, denominado de “factor escalar”. Este não é relativo a carros ou rodas, ou 
seja, ao número de objectos nos conjuntos, mas ao número de replicações relacionando 
dois tamanhos estabelecidos do mesmo tipo. “3” expressa a relação entre 1 e 3 carros e 
entre 4 e 12 rodas. Para que a proporção se mantenha constante, é aplicado o mesmo 
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factor escalar a cada conjunto, ou seja, o mesmo número de replicações. Porém, Nunes e 
Bryant (1997) referem que as razões não têm de envolver a unidade e exemplificam 
com uma receita, que pode envolver uma razão 2:3 entre o número de ovos e de 
chávenas de farinha. O raciocínio é o mesmo, dado que quando se aumenta o número de 
ovos se tem de aumentar o número de chávenas de farinha, para que a proporção se 
mantenha constante. Em suma, os autores consideram que situações de correspondência 
um-para-muitos implicam o desenvolvimento de dois novos sentidos de número: (i) 
proporção, que é expressa por um par de números que se mantém invariável numa 
situação, mesmo que o tamanho dos conjuntos se altere; e (ii) factor escalar, que 
representa o número de replicações/remoções a aplicar a cada conjunto, mantendo a 
proporção constante. Clarificam, que nenhum destes sentidos se refere ao tamanho dos 
conjuntos, já que permanecem constantes mesmo quando o tamanho varia. 
Segundo Nunes e Bryant (1997) as situações que envolvem relações entre 
variáveis, ou seja, co-variação, envolvem um tipo diferente de sentido de número no 
raciocínio multiplicativo. Na sua perspectiva, estas são situações onde duas (ou mais) 
variáveis variam como consequência de uma convenção ou de uma causa. Assim, 
consideram como situações de convenção, ou co-variação concordata, aquelas que são 
passíveis de alteração por concordância, como por exemplo, um quilo de batatas custa 
1,50 €,    kg de batatas custa 0,75 €. Como situações de causa, aquelas que não são 
passíveis de alteração por concordância, já que se referem ao impacto de uma variável 
sobre outra, como por exemplo, um elástico estica 15 cm com um peso de 20 g e estica 
7,5 cm com um peso de 10 g. Para os autores, tal como as situações de correspondência 
um-para-muitos, também as situações de co-variação envolvem acções de 
replicação/remoção. Por exemplo, na compra de 5 vezes tanto de batatas, paga-se 5 
vezes tanto dinheiro, pelo que a relação entre as duas variáveis não se altera com o 
número de replicações. Por conseguinte, Nunes e Bryant (1997) consideram o número 
de replicações, ou seja o factor escalar, um sentido de número importante em ambos os 
tipos de situações multiplicativas. No entanto, salientam a existência de duas diferenças 
significativas entre os referidos tipos de situações multiplicativas. A primeira passa pela 
facto dos números se referirem a valores sobre variáveis nas situações de co-variação, 
portanto quantidades contínuas (C), enquanto se referem a valores sobre conjuntos nas 
situações de correspondência um-para-muitos, portanto quantidades discretas (D). 
Argumentam que valores fraccionários emergem naturalmente no contexto das 
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variáveis, enquanto se fica confinado aos números inteiros no contexto dos conjuntos, 
dado que “   kg de batatas custa 0,75 € ”, é uma situação realista, o que já não se 
verifica com “   carro tem 2 rodas”. Para Nunes e Bryant (1997), a segunda diferença 
prende-se com o modo de expressar as relações invariáveis. Assim, consideram que em 
situações de correspondência um-para-muitos a relação entre os conjuntos é expressa 
por uma razão, como por exemplo, 1:4 ou 2:3. Já em situações de co-variação, 
entendem que a relação entre as duas variáveis deve ser expressa por um factor, uma 
função ou uma terceira variável. Por exemplo, ao discutir-se o preço das batatas, pode 
referir-se o preço por quilo, que é uma terceira variável que relaciona as outras duas. 
Esclarecem que esta terceira variável não é, nem o preço real, nem o peso real, mas a 
relação entre os dois. Os autores entendem o preço por quilo (ou a terceira variável que 
relaciona as duas primeiras), como um novo sentido de número de grande 
complexidade, uma vez que se refere à relação entre preço e peso e não às quantidades 
de dinheiro e batatas (referem um raciocínio similar para situações de causa). 
Clarificam, que quando as quantidades se referem às relações em vez de à quantidade 
real, são denominadas de quantidades intensivas (I), contrastando com as quantidades 
extensivas (E), que se referem à soma total. 
Nunes e Bryant (1997) consideram um terceiro tipo de situações que implicam 
raciocínio multiplicativo, as relativas a distribuições e cortes sucessivos. Entendem que 
distribuir envolve distribuição equitativa de um conjunto (por exemplo doces) entre um 
número de receptores (por exemplo crianças). Logo, distribuir requer que se estabeleça 
uma relação multiplicativa entre dois ou mais conjuntos, pelo que é diferente de 
adicionar ou subtrair. Os autores clarificam, referindo que em problemas aditivos parte-
todo, há apenas uma relação a considerar, o tamanho do todo que é a soma das partes, 
que não têm de ser iguais. Porém, em situações de distribuição e divisão há três 
elementos a considerar, o tamanho do todo, o número das partes e o tamanho das partes, 
que deve ser igual para todas as partes. Nunes e Bryant (1997) exemplificam: “se há 20 
doces (o todo) e 4 crianças para partilhá-los (4 partes) há 5 doces por criança (o 
tamanho da parte ou quota)” (p.148).  
Embora, para um adulto, a descrição de distribuição apresentada possa parecer 
uma reminiscência das situações de correspondência um-para-muitos, os autores alertam 
para três razões que levam as crianças a tratá-las como situações bastante diferentes. 
Assim, consideram que a primeira razão envolve a acção, que em situações de 
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distribuição é o ponto de partida e o aspecto mais básico e óbvio da partição, enquanto 
em situações de correspondência um-para-muitos está no passado, “1 carro têm 4 
rodas”. A segunda razão prende-se com a existência de novas relações nas situações de 
distribuição e cortes sucessivos, nomeadamente relação directa e inversa, que não 
existem nas situações de correspondência um-para-muitos na qual a proporção é fixa 
desde o início. Nunes e Bryant (1997) clarificam que nas situações de distribuição e 
cortes sucessivos há três conjuntos (ou variáveis) para relacionar, por exemplo número 
total de doces, número de crianças e números de doces por criança. Portanto, ter-se-á 
uma relação directa entre o número total de doces e doces por criança, quando se 
mantiver o número de crianças e aumentar o número total de doces, já que haverá mais 
doces por criança. A relação será inversa caso se mantenha o número total de doces e 
aumente o número de crianças, já que haverá menos doces por criança. Na opinião dos 
autores a terceira razão prende-se com o facto de uma divisão poder resultar 
naturalmente num número fraccionário, enquanto as situações de correspondência um-
para-muitos são mais claramente associadas a números inteiros. Por exemplo, se 
houvesse 3 chocolates para dividir igualmente por 6 crianças, cada uma ficaria com     
chocolate.  
Nunes e Bryant (1997) salientam ainda uma outra razão para distinguir situações 
de distribuição e divisão, de situações de correspondência um-para-muitos e de co-
variação, que surge das acções e operações efectuadas nas referidas situações. Assim, 
referem que as situações de correspondência um-para-muitos e de co-variação têm em 
comum a replicação/remoção, acção básica que liga diversos pares de números. À 
medida que o número de replicações/remoções muda, a relação entre os conjuntos 
(variáveis) permanece constante. Já as situações de divisão, quando efectuadas 
sucessivamente num conjunto ou objecto, provocam uma transformação na relação 
entre o todo e as partes. Os autores exemplificam com a divisão de uma torta, que é 
partida a primeira vez em duas partes. Se cada parte for novamente dividida (duas 
divisões sucessivas), resultarão quatro partes e assim sucessivamente. Salientam então, 
três tipos de sentido de número na referida situação: (i) o número de cortes (ou 
divisões); (ii) o número de partes em cada divisão; e (iii) o tamanho das partes. Em 
suma, para Nunes e Bryant (1997), uma série de divisões ou cortes sucessivos mostra 
uma progressão que difere das situações multiplicativas precedentes, dado que o número 
de divisões sucessivas não tem o mesmo sentido que o número de replicações/remoções 
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sucessivas. Esclarecem, que com a replicação/remoção não há transformação na relação 
entre as variáveis, enquanto com a divisão há transformação na relação parte-todo. 
Também Greer (1992) analisa a complexidade psicológica de situações 
modeladas pela multiplicação e divisão. Por conseguinte, destaca quatro classes de 
situações a serem modeladas pelas referidas operações de números inteiros, 
nomeadamente grupos equivalentes, comparação multiplicativa, produto cartesiano e 
área rectangular, que alarga posteriormente aos números racionais, integrando outras 
classes como medidas equivalentes, razão, conversão de medidas, comparação 
multiplicativa, parte-todo e alteração multiplicativa (Tabela 4.4). Com base na 
interpretação dos diferentes papéis desempenhados pelos factores (    ), ou seja o 
de que o multiplicador (a) opera sobre o multiplicando (b) para se encontrar o produto 
(c), identifica duas situações de divisão, a divisão pelo multiplicador (partilha) e a 
divisão pelo multiplicando (medida), com excepção para as situações de produto 
cartesiano e área rectangular. Para estas situações identifica apenas uma situação de 
divisão, que justifica pelo facto dos factores nas respectivas situações de multiplicação 
desempenharem papéis similares, não se distinguindo o multiplicador do multiplicando. 
Assim, as situações de produto cartesiano e área rectangular apresentadas por Greer 
(1992) correspondem às situações de produto de medidas, que integram o campo 
conceptual das estruturas multiplicativas de Vergnaud (1983, 1988), e às situações que 
envolvem a tríade (EE’E’’) no âmbito das operações que transformam o referente, 
apresentadas por Schwartz (1988). Já as situações de grupos equivalentes, medidas 
equivalentes, razão, conversão de medidas, comparação multiplicativa, parte-todo e 
alteração multiplicativa apresentadas por Greer (1992) correspondem às situações de 
isomorfismo de medidas, que integram o campo conceptual das estruturas 
multiplicativas de Vergnaud (1983, 1988), e às situações que envolvem a tríade (IEE’) 
no âmbito das operações que transformam o referente, apresentadas por Schwartz 
(1988). 
Tabela 4.4: Situações modeladas pela multiplicação e divisão de números racionais (Greer, 
1992, p. 280) 
Classes de 
situações 
Multiplicação 
Divisão pelo 
multiplicador 
(partilha) 
Divisão pelo 
multiplicando 
(medida) 
 
Grupos 
equivalentes 
3 crianças têm cada 
uma 4 laranjas. 
Quantas laranjas têm 
ao todo? 
Distribuíram-se 
igualmente 12 laranjas 
por 3 crianças. Quantas 
laranjas recebeu cada 
Se tivermos 12 laranjas, 
a quantas crianças 
podemos dar 4 laranjas? 
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criança? 
 
Medidas 
equivalentes 
3 crianças têm cada 
uma 4,2 litros de 
sumo de laranja. 
Quanto sumo têm ao 
todo? 
Distribuíram-se 12,6 
litros de sumo de laranja 
igualmente por 3 
crianças. Com quanto 
sumo ficou cada uma? 
Se tivermos 12,6 litros 
de sumo de laranja e 
quisermos dar 4,2 litros 
de sumo a cada criança, 
quantas crianças 
teremos? 
Razão 
Um barco move-se a 
uma velocidade de 
4,2 metros por 
segundo. Que 
distância irá 
percorrer em 3,3 
segundos? 
Um barco anda 13,9 
metros em 3,3 segundos. 
Qual é a velocidade 
média do barco em 
metros por segundo? 
Quanto tempo demorará 
um barco a percorrer 
13,9 metros a uma 
velocidade de 4,2 
metros por segundo? 
 
Conversão de 
medidas 
Uma polegada é 
aproximadamente 
igual a 1,52 cm. 
Quanto mede em 
centímetros um 
objecto cujo 
comprimento é de 
3,1 polegadas? 
3,1 polegadas 
correspondem a 7,84 
centímetros. Quantos 
centímetros haverá numa 
polegada? 
Uma polegada é 
aproximadamente igual 
a 1,52 centímetros. Em 
polegadas, qual será o 
comprimento de um 
objecto sabendo que 
esse comprimento é de 
7,84 cm? 
 
Comparação 
multiplicativa 
O ferro é 0,88 vezes 
mais pesado que o 
cobre. Se uma peça 
de cobre pesa 4,2 kg, 
quanto pesará uma 
peça de ferro do 
mesmo tamanho? 
O ferro é 0,88 vezes 
mais pesado que o cobre. 
Se uma peça de ferro 
pesa 3,7 kg, quanto pesa 
uma peça de cobre do 
mesmo tamanho? 
Se duas peças do 
mesmo tamanho de 
ferro e cobre pesam, 
respectivamente, 3,7 kg 
e 4,2 kg, qual é o peso 
do ferro em relação ao 
do cobre 
 
Parte-todo 
3/5 dos alunos de 
uma escola passaram 
no exame. Se 80 
alunos realizaram o 
exame, quantos 
passaram? 
3/5 dos alunos de uma 
escola passaram no 
exame. Sabendo que 
passaram 48 alunos, 
quantos alunos 
realizaram o exame? 
48 dos 80 alunos de 
uma escola passaram no 
exame. Qual a fracção 
que representa o 
número de alunos que 
passaram no exame? 
 
Alteração 
multiplicativa 
Uma peça de elástico 
pode ser esticada até 
3,3 vezes o seu 
comprimento 
original. Qual o 
comprimento de um 
elástico de 4,2 
metros quando é 
esticado até ao 
máximo? 
Uma peça de elástico 
pode ser esticada até 3,3 
vezes o seu comprimento 
original. Quando 
esticamos um pedaço de 
elástico até ao máximo 
ele tem um comprimento 
de 13,9 metros. Qual era 
o seu comprimento 
original? 
Uma peça de elástico de 
4,2 metros de 
comprimento pode ser 
esticada até atingir 13,9 
metros de comprimento. 
Por que factor foi ele 
esticado? 
 
Produto 
cartesiano 
Se existem 3 
estradas para ir de A 
para B e 4 estradas 
de B para C, de 
quantas maneiras 
diferentes se pode ir 
Se existem 12 caminhos diferentes para ir de A para 
C passando por B, e 3 caminhos de A para B, 
quantos caminhos existem de B para C? 
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de A para C 
passando por B? 
 
Área 
rectangular 
Qual é a área de um 
rectângulo de 3,3 
metros de 
comprimento e 4,2 
metros de largura? 
Se a área de um rectângulo é de 13,9 m² e o 
comprimento desse rectângulo é de 3,3 m, qual é a 
sua largura? 
 
De salientar que Greer (1992) considera como situações de grupos equivalentes 
todas as que promovem um procedimento aditivo. Generaliza este procedimento às 
situações de medidas equivalentes, uma vez que o multiplicador é um número inteiro. 
Também refere uma generalização do procedimento promovido pelas situações de 
comparação multiplicativa, às situações de conversão de medidas, parte-todo e alteração 
multiplicativa, uma vez que sendo o multiplicador um número decimal ou uma fracção 
não promovem um procedimento aditivo. Segundo o autor, a dificuldade da 
identificação da multiplicação como a operação apropriada surge perante estas últimas 
situações, ou seja, situações onde o multiplicador não é um número inteiro. Alerta ainda 
para a dificuldade acrescida de um multiplicador inferior a 1, que resulta num produto 
inferior ao multiplicando e portanto, incompatível com um procedimento aditivo. 
Assim, também Greer (1992) salienta a importância de se trabalharem diferentes 
significados das operações, já que envolvem diferentes procedimentos e por conseguinte 
uma compreensão significativa das mesmas. Também para este autor, os mal-entendidos 
comuns, (a multiplicação aumenta sempre, divisão diminui sempre e dividendo tem de 
ser sempre superior ao divisor), são consequência de um trabalho limitado à exploração 
de situações que envolvem apenas alguns dos significados (multiplicação como grupos 
equivalentes e divisão como partilha), dado que surgem mesmo depois de se 
trabalharem as referidas operações com números decimais. 
Por conseguinte, com base numa análise às classes de estruturas multiplicativas 
apresentadas por Vergnaud (1983, 1988), às operações matemáticas que transformam os 
referentes apresentadas por Schwartz (1988), aos tipos principais de situações 
multiplicativas apresentados por Nunes e Bryant (1997), às classes de situações 
modeladas pela multiplicação e divisão apresentadas por Greer (1992) sugere-se uma 
classificação para os diferentes significados a serem explorados durante o ensino-
aprendizagem da multiplicação e da divisão de números racionais (Tabela 4.5). 
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Tabela 4.5: Classificação proposta para situações a modelar pela multiplicação e divisão de 
números racionais 
Diferentes significados da multiplicação e divisão de números racionais 
Isomorfismo de medidas 
(IEE’) 
Multiplicação 
(I × E = E’) 
Grupos equivalentes 
Relação multiplicativa 
Divisão 
Partilha (E’÷ E = I) 
Medida (E’÷ I = E) 
Produto de medidas 
(EE’E’’) 
Multiplicação (E × E’ = E’’) 
Divisão (E’’ ÷ E’ = E; E’’ ÷ E = E’) 
 
Por conseguinte, a classificação proposta assenta em duas classes do conjunto de 
situações das estruturas multiplicativas apresentadas por Vergnaud (1983, 1988), 
nomeadamente o isomorfismo de medidas e o produto de medidas e na classificação das 
quantidades que transformam o referente, apresentada por Schwartz (1988). Ainda com 
base na análise feita por Greer (1992) e Schwartz (1988), relativamente aos 
procedimentos promovidos pelas diferentes situações de multiplicação no âmbito do 
isomorfismo de medidas, foram considerados dois significados para a referida 
multiplicação: (i) grupos equivalentes - para classificar as situações que promovem 
procedimentos aditivos, e (ii) relação multiplicativa – para classificar situações que não 
promovem procedimentos aditivos. 
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CAPÍTULO 5 
 
 
UNIDADE DE ENSINO 
 
 
 
 A unidade de ensinoi que serviu de contexto a este estudo, teve como objectivo 
promover o desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de números 
racionais, de alunos do 6.º ano de escolaridade. Neste capítulo apresentam-se as suas 
finalidades e objectivos gerais. Segue-se a trajectória hipotética de aprendizagem, 
perspectivada para o ensino-aprendizagem das referidas operações, da qual constam os 
objectivos específicos, tarefas e processo hipotético de aprendizagem. Posteriormente, 
surgem a metodologia de trabalho e o processo de avaliação dos alunos, requeridos pela 
concretização da referida trajectória em sala de aula e por último, a trajectória de 
aprendizagem realizada na turma. 
 
 
5.1 FINALIDADES E OBJECTIVOS GERAIS 
 
Para promover o desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de 
números racionais, de alunos do 6.º ano de escolaridade, adoptaram-se as finalidades e 
objectivos gerais do ensino da Matemática e os objectivos gerais da multiplicação e 
divisão de números racionais, da resolução de problemas, do raciocínio matemático e da 
comunicação matemática, que constam no novo Programa de Matemática do Ensino 
Básico (ME - DGIDC, 2007). 
Assim, esta unidade de ensino tem duas finalidades fundamentais: 
a) Promover a aquisição de informação, conhecimento e experiência 
Matemática e o desenvolvimento da capacidade da sua integração e 
mobilização em contextos diversificados. 
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b) Desenvolver atitudes positivas face à Matemática e a capacidade 
de apreciar esta ciência (p. 3). 
 
Tem ainda em vista os objectivos gerais:  
1. Os alunos devem conhecer os factos e os procedimentos básicos 
da Matemática. 
2. Os alunos devem desenvolver uma compreensão da Matemática. 
3. Os alunos devem lidar com ideias matemáticas em diversas 
representações. 
4. Os alunos devem comunicar as suas ideias e interpretar as ideias 
dos outros, organizando e clarificando o seu pensamento 
matemático. 
5. Os alunos devem raciocinar matematicamente usando os 
conceitos, representações e procedimentos matemáticos. 
6. Os alunos devem resolver problemas. 
7. Os alunos devem estabelecer conexões entre diferentes conceitos 
e relações matemáticas e também entre estes e situações não 
matemáticas. 
8. Os alunos devem fazer Matemática de modo autónomo. 
9. Os alunos devem apreciar a Matemática (ME - DGIDC, 2007, pp. 
4 - 6). 
 
 Um dos tópicos da unidade de ensino, multiplicação e divisão de números 
racionais integra o tema Números e Operações do 2.º ciclo, cujo ensino tem como 
propósito principal “desenvolver nos alunos o sentido de número, a compreensão dos 
números e das operações, e a capacidade de cálculo mental e escrito, bem como a de 
utilizar estes conhecimentos e capacidades para resolver problemas em contextos 
diversos” (ME - DGIDC, 2007, p. 32). Assim, com a sua aprendizagem, os alunos 
devem:   
• Compreender e ser capazes de usar propriedades dos números 
inteiros e racionais; 
• Compreender e ser capazes de operar com números racionais e de 
usar as propriedades das operações no cálculo; 
• Ser capazes de apreciar a ordem de grandeza de números e 
compreender os efeitos das operações sobre os números; 
• Desenvolver a capacidade de estimação, de cálculo aproximado e de 
avaliação da razoabilidade de um resultado; 
• Desenvolver destrezas de cálculo numérico mental e escrito; 
• Ser capazes de resolver problemas, raciocinar e comunicar em 
contextos numéricos (ME - DGIDC, 2007, p. 32). 
 
 Também a resolução de problemas, raciocínio matemático e comunicação 
matemática, tópicos no âmbito do tema capacidades transversais do 2.º ciclo que 
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integram a unidade de ensino, têm como propósito principal “desenvolver nos alunos as 
capacidades de resolução de problemas, de raciocínio e de comunicação matemáticos e 
de as usar na construção, consolidação e mobilização dos conhecimentos matemáticos” 
(ME, 2007,p.45). Por conseguinte, com a sua aprendizagem, os alunos devem: 
• Resolver problemas em contextos matemáticos e não matemáticos, 
adaptando, concebendo e pondo em prática estratégias variadas e 
discutindo as soluções encontradas e os processos utilizados; 
• Raciocinar matematicamente, formulando e testando conjecturas e 
generalizações, e desenvolvendo e avaliando argumentos matemáticos 
relativos a resultados, processos e ideias matemáticos; 
• Comunicar oralmente e por escrito, recorrendo à linguagem natural e 
à linguagem matemática, interpretando, expressando e discutindo 
resultados, processos e ideias matemáticos (ME - DGIDC, 2007, p. 45). 
 
Nesta unidade de ensino valorizaram-se ainda “outras capacidades como as de 
representação e de estabelecimento de conexões dentro e fora da Matemática” (ME - 
DGIDC, 2007, p.8).  
 
 
5.2 TRAJECTÓRIA HIPOTÉTICA DE APRENDIZAGEM 
 
Na perspectiva de Simon (1995), uma visão construtivista da aprendizagem 
requer que o ensino tenha em conta e se adapte às actuações dos alunos, pelo que não se 
pode limitar a planificação desse ensino, a uma ideia tradicional, que se baseia na 
procura de uns objectivos predeterminados e no desenho de umas tarefas para os 
alcançar. Assim, introduz a noção de trajectória hipotética de aprendizagem como parte 
do seu modelo do ciclo do ensino da Matemática (Figura 5.1). 
Segundo o autor, uma trajectória hipotética de aprendizagem deve ser 
composta pelos objectivos para a aprendizagem dos alunos, as tarefas matemáticas 
que se usarão para promover a referida aprendizagem e as hipóteses acerca do 
processo de aprendizagem dos alunos. Simon (1995) e Simon e Tzur (2004) 
salientam que o objectivo do professor para a aprendizagem dos alunos proporciona 
uma direcção para as outras componentes, ou seja, para a selecção das tarefas e das 
hipóteses acerca do processo hipotético de aprendizagem. Porém, referem que para 
que o professor possa identificar o objectivo de aprendizagem, precisa conhecer a 
amplitude do conhecimento matemático dos seus alunos. Salientam que o domínio 
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do referido conhecimento e consequente inferência do objectivo de aprendizagem, 
aliados (i) ao conhecimento de tarefas e representações matemáticas; (ii) aos 
diferentes ritmos de aprendizagem dos alunos; e (iii) às concepções do professor 
sobre o ensino-aprendizagem da Matemática; é que permitem o desenvolvimento de 
tarefas e de um processo hipotético de aprendizagem. Estas ideias são corroboradas 
por Ponte (2005), 
A definição de uma estratégia e a consequente planificação do professor 
não decorre apenas do currículo, mas tem necessariamente em conta 
outros elementos, incluindo as características dos alunos e as condições 
e recursos de que dispõe. Estes elementos intervêm todos em simultâneo 
e influenciam-se mutuamente (p. 27). 
 
O anteriormente exposto, justifica o facto da trajectória hipotética de 
aprendizagem deste estudo ter sido elaborada pela investigadora em colaboração com a 
professora que a pôs em prática, na convicção de que tal como afirma Ponte (2005), 
São as experiências dos professores, muitas vezes inspiradas em 
projectos e materiais produzidos em conjunto com educadores 
matemáticos, que abrem o caminho para a inovação curricular e para o 
desenvolvimento do currículo em profundidade. (…) Este processo, 
como é bom de ver, exige o concurso de dois elementos fundamentais, 
experiência profissional e capacidade analítica e reflexiva, elementos 
que se conjugam de modo poderoso em equipas colaborativas de 
professores e educadores matemáticos (p. 32). 
 
Simon (1995) e Simon e Tzur (2004) clarificam que uma trajectória é 
denominada de hipotética, enquanto se caracteriza por uma tendência prevista, dado que 
até ao momento em que os alunos começam a trabalhar não se sabe ao certo como irão 
construir novas interpretações, ideias e estratégias atendendo ao caminho a percorrer e 
ao resultado pretendido. Salientam que desenvolver um plano de trabalho para realizar 
na sala de aula é um processo diferente da sua concretização, já que esta implica 
interacção social. “Esta experiência pela natureza da sua vertente social é diferente da 
perspectivada pelo professor” (Simon, 1995, p. 137). Por conseguinte, o autor refere ser 
da responsabilidade do professor a alteração e adaptação da trajectória hipotética de 
aprendizagem ao longo da sua realização, em função das circunstâncias, nomeadamente 
da avaliação da evolução das aprendizagens dos alunos no contexto interactivo da 
realização das tarefas propostas.  
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Também Ponte (2005) salienta a importância da planificação das actividades 
curriculares e a diferença entre planificação e a sua concretização. Considera esta última 
mais complexa precisamente por ter em conta os factores sociais, que levam a que o 
professor faça reajustamentos à sua planificação. 
Ao fazer a gestão do currículo, tanto na fase de planificação e selecção 
de tarefas como na fase de realização na sala de aula, tendo em conta os 
necessários momentos de avaliação e reflexão, o professor reconstrói 
necessariamente esse mesmo currículo, contribuindo de modo decisivo 
para a sua re-interpretação e transformação (p. 32). 
 
Segundo Simon (1995) e Simon e Tzur (2004), as referidas alterações e 
adaptações à trajectória hipotética de aprendizagem podem ocorrer ao nível das suas três 
componentes, nomeadamente objectivos, tarefas e processo hipotético de aprendizagem. 
Para os autores, existe uma interdependência entre o desenvolvimento do processo 
hipotético de aprendizagem e as tarefas, já que estas são elaboradas em função das 
expectativas que o professor tem do desenvolvimento das aprendizagens dos seus 
alunos, e este desenvolvimento conceptual depende da natureza das tarefas previstas. 
Reflecte-se assim, o ciclo do ensino da Matemática, cujos principais elementos Simon 
(1995) sintetiza num esquema, incluindo os que compõem a trajectória hipotética de 
aprendizagem (Figura 5.1). 
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Figura 5.1– Síntese do ciclo do ensino da Matemática (Simon, 1995, p.136) 
 
Tal como para Fosnot, e Dolk (2002), a trajectória hipotética de aprendizagem 
neste estudo, é entendida como um cenário de aprendizagem (Figura 5.2) e não uma 
linha, já que a aprendizagem genuína é caótica e não linear, dirigindo-se a marcos de 
aprendizagem (ideias fundamentais, estratégias e modelos) e horizontes de 
aprendizagem (objectivos). De acordo com os autores, os caminhos para estes marcos e 
horizontes não são necessariamente lineares, existindo muitos percursos alternativos. 
“Os alunos não constroem cada um destes marcos de ideias e estratégias numa 
sequência ordenada. Eles partem em diferentes sentidos à medida que exploram, 
enfrentam dificuldades e compreendem o seu mundo matematicamente” (p. 24), o 
importante é como funcionam num ambiente matemático, como matematizam. Por 
conseguinte, Fosnot, e Dolk (2002) salientam que a aprendizagem resulta de muitos 
caminhos e caracteriza-se por passos de diferentes tamanhos e mudanças de direcção, 
não competindo aos professores decidirem sobre os caminhos que os seus alunos 
seguirão. Estes, muitas vezes, seguem caminhos que o professor desconhece, 
desafiando-o a compreender as suas estratégias e formas de pensar. O que é 
fundamental é que o professor ajude os alunos a atingirem o horizonte.
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2: Cenário de aprendizagem (Fosnot & Dolk, 2002, p. 25)
 
Fosnot e Dolk (2002) referem que “quando nos deslocamos num cenário de 
aprendizagem na direcção de um horizonte, esse horizonte é claramente visível. Mas à 
medida que nos aproximamos dele, surgem novos objectos 
isso alertam: “quando planificam as actividades, quando interagem, questionam ou 
promovem discussões, os professores devem ter sempre presente os horizontes. 
Contudo, estes não são pontos f
movimento” (p.24). Por isso enfatizam, que uma aprendizagem não linear é 
incompatível com um ensino linear, pelo que os professores precisam de um profundo 
conhecimento do cenário de aprendizagem 
- para que possam construir contextos que desenvolvam a capacidade dos alunos para 
matematizar.   
Em posse do cenário de aprendizagem e com o intuito de desenvolver o sentido da 
multiplicação e divisão de números rac
trajectória hipotética de aprendizagem desta unidade de ensino, que segundo 
Gravemeijer (2004) e Simon e Tzur (2004) deve integrar a planificação do professor. 
Assim, foram definidos os objectivos dos tópicos
pertinentes para promover a aprendizagem dos referidos tópicos e um processo 
hipotético de aprendizagem dos alunos, ou seja, uma previsão do desenvolvimento das 
aprendizagens dos alunos no contexto da realização e explor
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– novos marcos” (p.24), por 
ixos no cenário de aprendizagem, mas algo em constante 
– ideias fundamentais, estratégias e modelos 
ionais, investigadora e professora elaboraram a 
 a estudar, as tarefas consideradas 
ação das tarefas planeadas. 
 de Ensino 
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5.2.1 Objectivos, tarefas e processo hipotético de aprendizagem 
 
Para a elaboração da trajectória hipotética de aprendizagem começou por se 
definir os objectivos específicos de aprendizagem dos tópicos e sub-tópicos a estudar, 
que proporcionaram uma direcção para as outras componentes, ou seja, para as tarefas e 
processo hipotético de aprendizagem (Tabela 5.1).  
Os objectivos específicos emanaram quer do novo Programa de Matemática para 
o Ensino Básico (ME-DGIDC, 2007), quer do enquadramento teórico deste estudo. 
Deste, emergiu a necessidade de se estudarem diferentes significados da multiplicação e 
divisão de números racionais (Greer, 1992; Nunes & Bryant, 1997; Schwartz, 1988; 
Vergnaud, 1983, 1988), bem como a necessidade de se explorarem diferentes modelos 
para a representação de relações matemáticas (Gravemeijer, 1994, 1999, 2005).  
 
Tabela 5.1: Planificação específica da trajectória hipotética de aprendizagem 
TÓPICOS 
MULTIPLICAÇÃO E DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS NÃO NEGATIVOS; 
RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS; RACIOCÍNIO MATEMÁTICO; COMUNICAÇÃO 
MATEMÁTICA 
 
 
Sub-tópicos 
Multiplicação como isomorfismo de medidas (IEE’) 
 
Grupos equivalentes 
 
Relação multiplicativa 
Potências de expoente 
natural; Inverso de um 
número; Expressões 
numéricas 
Tarefas 1 e 2.1 2.2, 3, 4, 5 e 6 7, 8, 9 e 10 
Tempo 90’ 180’ 180’ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Objectivos 
específicos 
 
 Relembrar e usar a 
fracção nos seus 
significados de partilha, 
parte-todo e operador 
em contextos contínuos 
 Comparar fracções 
 Usar o modelo 
rectangular e a tabela de 
razão 
  Relembrar e usar a 
fracção como operador 
em contextos contínuos 
e discretos 
 Relembrar e usar a 
fracção como parte-
parte 
 Usar o modelo 
rectangular, a dupla 
recta numérica e a tabela 
de razão 
 Usar a recta numérica  
 Inventar enunciados para 
expressões numéricas 
(produtos de fracções) 
 Calcular potências de 
expoente natural 
 Compreender a noção de 
inverso de um número 
 Identificar a multiplicação 
 Identificar a unidade de referência 
 Usar diferentes representações (fracção, decimal e numeral misto) 
Compreender o efeito de multiplicar um número racional positivo por um 
número menor que 1 
 Utilizar estratégias de cálculo mental e escrito para a multiplicação usando as 
suas propriedades 
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 Identificar os dados, as condições e os objectivos do problema 
 Conhecer e pôr em prática estratégias de resolução de problemas, verificando a 
adequação dos resultados obtidos e dos processos utilizados 
 Averiguar da possibilidade de abordagens diversificadas para a resolução de um 
problema 
 Explicar e justificar os processos, resultados e ideias matemáticos, recorrendo a 
exemplos e contra-exemplos e à análise exaustiva de casos 
 Formular e testar conjecturas e generalizações e justificá-las fazendo deduções 
formais 
 Interpretar a informação e ideias matemáticas representadas de diversas formas 
 Traduzir relações de linguagem natural para linguagem matemática e vice-versa 
 Exprimir ideias e processos matemáticos, oralmente e por escrito, usando a 
notação, simbologia e vocabulários próprios 
 Discutir resultados, processos e ideias matemáticos   
 
Sub-tópicos 
Divisão como isomorfismo de medidas (IEE’) 
Medida Partilha 
Tarefas 11, 12, 13, 14, 15 e 16 17, 18, 19, 20, 21 e 22 
Tempo 225’ 225’ 
 
 
 
 
 
 
Objectivos 
específicos 
 Usar o modelo rectangular e circular 
 Usar o modelo rectangular, tabela de 
razão e equação   !   
 Identificar a divisão 
 Identificar a unidade de referência 
 Identificar a divisão como a operação inversa da multiplicação 
 Usar diferentes representações (fracção, decimal e numeral misto) 
Compreender o efeito de dividir um número racional positivo por um número 
menor que 1 
 Utilizar estratégias de cálculo mental e escrito para a divisão usando as suas 
propriedades 
 Identificar os dados, as condições e os objectivos do problema 
 Conhecer e pôr em prática estratégias de resolução de problemas, verificando a 
adequação dos resultados obtidos e dos processos utilizados 
 Averiguar da possibilidade de abordagens diversificadas para a resolução de um 
problema 
 Explicar e justificar os processos, resultados e ideias matemáticos, recorrendo a 
exemplos e contra-exemplos e à análise exaustiva de casos 
 Formular e testar conjecturas e generalizações e justificá-las fazendo deduções 
formais 
 Interpretar a informação e ideias matemáticas representadas de diversas formas 
 Traduzir relações de linguagem natural para linguagem matemática e vice-versa 
 Exprimir ideias e processos matemáticos, oralmente e por escrito, usando a 
notação, simbologia e vocabulários próprios 
 Discutir resultados, processos e ideias matemáticos   
 
Sub-tópicos 
 
Produto de medidas (EE’E’’) 
Multiplicação Divisão 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de números racionais 
136 
Tarefas 23 e 24 25, 26 e 27 
Tempo 90’ 135’ 
 
 
 
 
 
 
Objectivos 
específicos 
 Identificar a multiplicação 
 Compreender o efeito de multiplicar 
um número racional positivo por um 
número menor que 1 
 Utilizar estratégias de cálculo mental 
e escrito para a multiplicação usando as 
suas propriedades 
 Identificar a divisão 
 Compreender o efeito de dividir um 
número racional positivo por um 
número menor que 1 
 Utilizar estratégias de cálculo 
mental e escrito para a divisão usando 
as suas propriedades 
 Usar o modelo de área rectangular 
 Identificar a unidade de referência 
 Usar diferentes representações (fracção, decimal e numeral misto) 
 Identificar os dados, as condições e os objectivos do problema 
 Conhecer e pôr em prática estratégias de resolução de problemas, verificando a 
adequação dos resultados obtidos e dos processos utilizados 
 Averiguar da possibilidade de abordagens diversificadas para a resolução de um 
problema 
 Explicar e justificar os processos, resultados e ideias matemáticos, recorrendo a 
exemplos e contra-exemplos e à análise exaustiva de casos 
 Formular e testar conjecturas e generalizações e justificá-las fazendo deduções 
formais 
 Interpretar a informação e ideias matemáticas representadas de diversas formas 
 Traduzir relações de linguagem natural para linguagem matemática e vice-versa 
 Exprimir ideias e processos matemáticos, oralmente e por escrito, usando a 
notação, simbologia e vocabulários próprios 
 Discutir resultados, processos e ideias matemáticos   
 
Visando os objectivos específicos da trajectória hipotética de aprendizagem, foi 
concebido um conjunto de tarefas (Apêndice 1), essencialmente compostas por 
problemas de contexto, também denominados por situações verdadeiramente 
problemáticas ou problemas realistas (Dolk, 2008; Freudenthal, 1973, 1991; Fosnot & 
Dolk, 2002; Gravemeijer, 1994, 1999), com o intuito de promover o desenvolvimento 
da capacidade de matematizar.          
Cientes do papel essencial dos problemas de contextos no emergir de aspectos 
chave ao desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais, 
na sua concepção houve a preocupação de contextualizar os diferentes significados das 
referidas operações, suas propriedades e procedimentos de cálculo, de modo a que estes 
pudessem emergir. Assim, procurou conceber-se problemas cujo contexto: (i) permitisse 
aos alunos compreenderem o que estavam a fazer, possibilitando a sua concretização 
quer modelando-a ou imaginando-a; (ii) promovesse o recurso a modelos, que usados ao 
longo do tempo e em diferentes situações levassem à sua generalização; e (iii) 
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estimulasse os alunos a questionarem, detectarem relações e raciocinarem, conforme 
sugerem vários autores (Dolk, 2008; Freudenthal, 1973, 1991; Fosnot & Dolk, 2002; 
Gravemeijer, 1994, 1999).  
O principal objectivo era o de que os alunos usassem a sua compressão e 
modelos matemáticos para resolverem os referidos problemas. Por conseguinte, 
pretendia-se que o conhecimento e as estratégias informais dos alunos fossem o ponto 
de partida para o desenvolvimento do conhecimento matemático abstracto. Assim, a 
realidade foi tida como uma fonte para a aprendizagem da Matemática, ou seja, 
reconhecida desde o princípio do processo de aprendizagem e não apenas no final, como 
área de aplicação. Desejava-se assim, evitar uma aprendizagem descontextualizada da 
Matemática, ou seja, separada das experiências dos alunos, que levasse a uma 
incapacidade da sua aplicação e, por consequência, a um rápido esquecimento.  
Embora o objectivo não seja o mesmo para todos os alunos em cada dia, Fosnot 
e Dolk (2002) consideram que a todos deve ser dada a mesma oportunidade de 
aprendizagem, logo a necessidade de se apresentarem situações suficientemente abertas 
e ricas de modo a que cada aluno possa participar e sentir-se desafiado. Assim, houve 
ainda a preocupação de considerar duas dimensões fundamentais das tarefas, o grau de 
desafio matemático e o grau de estrutura. Conforme refere Ponte (2005), a primeira 
dimensão relaciona-se com a dificuldade da tarefa, podendo variar entre tarefas de 
desafio reduzido ou elevado. A segunda refere-se à informação dada na tarefa, variando 
ente tarefas fechadas e abertas, sendo que nas fechadas é claramente dito o que é dado e 
pedido, enquanto nas abertas existe um grau de indeterminação significativo no que é 
dado, no que é pedido, ou em ambos. Porém, de acordo com Ponte (2005), 
O problema da selecção e articulação das tarefas não se esgota, no 
entanto, na sua diversificação. É preciso que as tarefas, no seu conjunto, 
proporcionem um percurso de aprendizagem coerente que permite aos 
alunos a construção dos conceitos fundamentais em jogo, a compreensão 
dos procedimentos matemáticos, o domínio das notações e formas de 
representação relevantes, bem como das conexões dentro e fora da 
Matemática (p. 27). 
Também Freudenthal (1991), Gravemeijer (1994, 1999, 2004), Gravemeijer e 
Terwel (2000), Streefland (1991a), Treffers (1991) van den Heuvel-Panhuizen (1996, 
1998, 2000) e van den Heuvel-Panhuizen e Wijers (2005), referem que a diversidade de 
tarefas deve induzir uma trajectória de aprendizagem baseada nos objectivos que se 
pretendem atingir, a fim de se desenvolver um processo progressivo de matematização.  
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Por conseguinte, perspectivou-se um processo hipotético de aprendizagem, 
através da exploração de tarefas (Apêndice 1), compostas essencialmente por problemas 
de contexto, com o intuito de se promover uma diversidade de estratégias e produções 
próprias dos alunos. Pretendia-se assim, proporcionar aos alunos uma oportunidade 
guiada de reinventarem a Matemática e, por consequência, atingirem os objectivos 
propostos (Tabela 5.1). Passa-se à explicitação do referido processo.  
Atendendo a que a estrutura isomorfismo de medidas é uma estrutura menos 
complexa do que a de produto de medidas (Schwartz, 1988; Vergnaud, 1983, 1988), 
iniciou-se o estudo da multiplicação e divisão de números racionais como isomorfismo 
de medidas. No âmbito desta estrutura, foram adoptados dois significados para a 
multiplicação, grupos equivalentes e relação multiplicativa. O primeiro corresponde a 
situações que promovem procedimentos aditivos e, por conseguinte, a conexão entre 
raciocínio aditivo e multiplicativo. O segundo a situações que não promovem aqueles 
procedimentos e, por conseguinte, promovem o raciocínio multiplicativo (Greer, 1992; 
Nunes & Bryant, 1997; Schwartz, 1988; Vergnaud, 1983, 1988).  
Também Azim (2002), Taber (2002, 2007) e Wu (2001) consideram que a 
maneira mais sensata de introduzir o algoritmo da multiplicação de fracções passa pela 
exploração de tarefas muito próximas das que são familiares aos alunos, ou seja, da 
multiplicação de números inteiros. Assim, sugerem que se comece por explorar 
problemas onde a multiplicação surge entre um número inteiro e uma fracção, sendo o 
multiplicador, o número inteiro, salientando que estas situações são facilmente 
reconhecidas como situações de multiplicação tanto por adultos, como por crianças. 
Também Greer (1992), Nunes e Bryant (1997), Vergnaud (1983, 1988) e Schwartz (1988), 
alertam para a necessidade de se iniciar o estudo da multiplicação como isomorfismo de 
medidas em situações de grupos equivalentes.  
Assim, perspectivou-se o início do desenvolvimento do sentido da multiplicação 
e divisão de números racionais com a exploração de tarefas que envolvem a 
multiplicação como isomorfismo de medidas – grupos equivalentes (MIM-GE), ou seja, 
com as tarefa 1 e 2, cujas questões 1.1 e 2.1 preenchem os referidos requisitos. Apesar 
de estas questões induzirem um procedimento aditivo e o recurso ao modelo 
rectangular, previa-se que os alunos recorressem à fracção como operador, dado que já 
tinham trabalhado este significado da fracção no 5.º ano de escolaridade. 
Após a exploração da tarefa 1 em pequenos grupos, pretendia-se o confronto de 
diferentes estratégias de resolução no grupo turma, ou seja, em plenário, que 
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envolvessem diferentes procedimentos e modelos, nomeadamente o modelo 
rectangular. Esta discussão deveria ser orientada pela professora a partir das produções 
apresentadas pelos alunos, de modo a que estes alcançassem os objectivos pretendidos 
(Tabela 5.1), nomeadamente compreender o efeito de multiplicar um número racional 
positivo por um número menor que 1, de modo a ultrapassar um dos mal-entendidos 
evidenciado por alguns alunos nos pré-testes (Apêndice 2). 
A exploração da questão 2.1 em pequenos grupos deveria surgir após a 
discussão da tarefa 1 em plenário. Posteriormente, com a sua discussão em plenário 
pretendia-se, para além dos objectivos da tarefa anterior, o emergir de uma tabela (que 
evidenciasse a relação dentro das variáveis) das estratégias dos alunos, através da 
orientação guiada da professora, caso não tivesse surgido de nenhuma produção dos 
alunos. Este modelo (Figura 5.3) deveria ser inserido nas estratégias dos alunos, 
apoiando-as, ou seja, como uma modelação das suas estratégias de resolução, de acordo 
com Gravemeijer (2005). Assim, abria-se o caminho para posterior recurso à tabela de 
razão, modelo sugerido por Fosnot e Dolk (2202) e Streefland (1991a). 
 
 
 
 
 
Figura 5.3: Tabela para modelação das estratégias de resolução da questão 2.1 
 
Os dados relativos aos conhecimentos dos alunos da turma onde se realizou esta 
unidade de ensino, nomeadamente os emanados das suas produções resultantes da 
realização de pré-testes sobre multiplicação e divisão de números inteiros e decimais e 
conceito de número racional (Apêndice 2), sugeriram não haver necessidade de se 
explorarem mais tarefas que envolvessem a MIM-GE.  
Embora Harel, Post e Behr (1988) considerem que situações onde o 
multiplicador é um número inteiro, possam ser mais intuitivas para os alunos, alegam 
que elas reforçam o equívoco de que os produtos são maiores do que os factores, ou 
seja, a ideia de que a multiplicação aumenta sempre, pelo que sugerem que se 
trabalhem situações que não promovam procedimentos aditivos, nomeadamente 
situações cujo multiplicador não seja um número inteiro, ideias corroboradas por vários 
autores (Greer, 1992; Huinker, 2002; McIntosh et al, 1992; Nunes & Bryant, 1997; 
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Schwartz, 1988; Vergnaud, 1983, 1988). Também Azim (2002), Taber (2002) e Wu 
(2001) consideram que a compreensão da multiplicação de números racionais, requer 
uma nova conceptualização, nomeadamente a de que encontrar uma parte fraccionária 
de uma quantidade, resulta numa quantidade menor, pelo que sugerem que se dê 
continuidade ao seu estudo com a exploração de tarefas onde a fracção passe a figurar 
no multiplicador.  
Por conseguinte, perspectivou-se a continuidade do desenvolvimento do sentido 
da multiplicação e divisão de números racionais com tarefas para a exploração da 
multiplicação como isomorfismo de medidas - relação multiplicativa (MIM – RM), ou 
seja, com a questão 2.2 e as tarefas 3, 4, 5 e 6, na convicção de que promovendo 
procedimentos multiplicativos, se promovia o raciocínio multiplicativo.  
Com a questão 2.2 surge pela primeira vez uma situação de multiplicação entre 
duas fracções. Na sua exploração, previa-se que alguns alunos modelassem a situação 
recorrendo a esquemas, desenhos, modelo rectangular (já explorado nas questões 
anteriores e induzido no contexto da questão), e que outros alunos fizessem a conexão 
da representação em fracção com a representação decimal e recorressem à 
multiplicação de números decimais, sua conhecida. Durante a discussão em plenário, a 
professora deveria orientar a mesma para que a multiplicação de fracções emergisse das 
produções apresentadas pelos alunos. Porém, não deveria ser dada a regra do algoritmo 
da multiplicação de fracções, pois pretendia-se que fossem os alunos a descobri-la. 
Pretendia-se ainda, a discussão à volta da ideia fundamental de que a multiplicação 
envolve relações de relações, ou seja, que existem dois todos a considerar, conforme 
alertam Fosnot e Dolk (2002) e Wu (2001), e, por consequência, dado que se pretende 
obter uma parte de uma parte, o produto resulta menor. Esta ideia deveria emergir das 
produções apresentadas pelos alunos, nomeadamente do modelo rectangular, sob 
orientação guiada da professora. Assim, surge mais uma vez a oportunidade de se 
discutir o efeito de multiplicar um número racional positivo por um número menor que 
1, bem como o alcançar de outros objectivos também previsto (Tabela 5.1) com a 
exploração e discussão desta questão. 
Com a tarefa 3 volta a surgir a MIM – RM, mas agora num contexto indutor da 
recta numérica. Previa-se a discussão em plenário de cada uma das questões, logo após 
a sua exploração em pequenos grupos, para que se pudesse inserir a dupla recta 
numérica para representar o todo, conforme sugerem Fosnot e Dolk (2202), caso não 
emergisse das produções dos alunos. Assim, aquando da exploração das diferentes 
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estratégias da questão 3.1 em plenário, a professora deveria inserir aquele modelo nas 
estratégias dos alunos, apoiando-as, como uma modelação das mesmas, de acordo com 
Gravemeijer (2005). Com a dupla recta numérica (Figura 5.4), três componentes são 
identificadas: (i) o todo (unidade), que no caso da tarefa 3 são os 4 km; (ii) as partes em 
que o todo está fraccionado; e (iii) a parte fraccionada que se pretende do todo.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.4: Dupla recta numérica para modelação das estratégias de resolução da questão 3.1 
 
Pretendia-se assim, abrir caminho para a exploração de situações de multiplicação 
de fracções não unitárias com numerais mistos, que se supõe facilitada pelo contexto da 
tarefa e o modelo induzido. Mais uma oportunidade de se discutir o efeito de multiplicar 
um número racional positivo por um número menor que 1, bem como as diferentes 
representações de números racionais, com destaque para o numeral misto que surge pela 
primeira vez nesta sequência de tarefas e ainda, alcançar outros objectivos também 
previstos (Tabela 5.1) com a exploração e discussão da tarefa 3. Durante a exploração 
desta tarefa previa-se ainda, que a maioria dos alunos deduzisse o cálculo algébrico do 
algoritmo da multiplicação de fracções. Porém, a professora deveria começar a orientá-
los para o referido cálculo com recurso a estratégias baseadas nas propriedades da 
multiplicação, conforme sugerem vários autores (Azim, 2002; Huinker, 2002; McIntosh 
et al, 1992; Slavit, 1999; Wu, 2001; Vanhille & Baroody, 2002). Por conseguinte, as 
diferentes estratégias de resolução promovidas pelo contexto da questão 3.2 são uma 
óptima oportunidade para a discussão à volta de diferentes estratégias de cálculo com 
recurso às propriedades da multiplicação, nomeadamente comutativa e elemento neutro 
(Figura 5.5), bem como distributiva da multiplicação em relação à adição (Figura 5.6).  
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Figura 5.5: Estratégia de cálculo com recurso à propriedade comutativa e ao elemento neutro da 
multiplicação 
 
 
                   
Figura 5.6: Estratégia de cálculo com recurso à propriedade distributiva da multiplicação em 
relação à adição 
 
Dado que foi explorado o recurso à tabela para modelar a questão 2.2, previa-se 
que os alunos recorressem à mesma para modelarem a questão 3.3, embora se previsse 
que a maioria resolvesse a situação através de cálculo mental. Porém, na discussão em 
plenário deveriam ser confrontadas diferentes estratégias de resolução, desde o cálculo 
mental, o recurso à tabela e à multiplicação, bem como estratégias de cálculo com 
recurso às propriedades da multiplicação, dado a situação envolver fracções de 
referência e numerais mistos que facilitam a compreensão das diferentes estratégias. Da 
resolução desta questão emana naturalmente a divisão por dois com o intuito de se 
promover ainda, a discussão em torno da divisão como a operação inversa da 
multiplicação.  
 Com a tarefa 4 pretendia-se a exploração da multiplicação de números racionais 
com unidades discretas e com a tarefa 5, voltar às unidades contínuas, mas num 
contexto promotor do recurso ao modelo rectangular. Mais uma situação com o 
propósito de se discutir a ideia fundamental de que a multiplicação envolve relações de 
relações. A tarefa 6 surge com o intuito de se voltar a explorar a multiplicação de 
racionais com unidades contínuas, mas num contexto de dinheiro e a exploração de 
diferentes unidades de referência. A discussão em plenário destas tarefas previa-se após 
a exploração de cada uma delas em pequenos grupos, visando os objectivos previstos 
(Tabela 5.1), para além dos aqui mencionados.  
Após a exploração das tarefas anteriores previa-se que os alunos já tivessem uma 
compreensão significativa da multiplicação como isomorfismo de medidas em 
diferentes contextos e, por conseguinte, lidassem com símbolos de forma significativa. 
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Para promover a reorganização e expansão do conhecimento dentro do sistema 
matemático planificou-se a tarefa 7. Azim (2002) considera fundamental que se 
desenvolva nos alunos a concepção da multiplicação como uma operação em que o 
multiplicador opera sobre o multiplicando. Refere que assim, os alunos começam a 
entender a multiplicação como uma operação que aumenta, diminuiu ou preserva as 
quantidades, dependendo de se o multiplicador é um número, respectivamente, maior 
que 1, entre 0 e 1 ou igual a 1. A autora sugere a recta numérica como um modelo para 
trabalhar o que considera ser o fulcro da multiplicação, ou seja, a identidade 
multiplicativa, 1, já que este número separa os multiplicadores que diminuem dos que 
aumentam, sendo que ele preserva as quantidades. Assim, surge a tarefa 7.1 com o 
propósito de consolidar o efeito da multiplicação sobre um par de números. Com a 
tarefa 7.2 pretendia-se levar os alunos a fazerem conexões entre as representações 
simbólicas e contextos, conforme sugere Huinker (2002). 
A partir de mais um contexto que envolve a multiplicação como isomorfismo de 
medidas, surge a tarefa 8 para se explorarem potências de expoente natural e ainda, a 
tarefa 9 para se explorar a noção de inverso de um número. Com a tarefa 10 pretendia 
dar-se mais uma oportunidade de explorar e discutir estratégias de cálculo com recurso 
às propriedades da multiplicação. 
Depois de se terem planificado tarefas que se supunham suficientes para que os 
alunos alcançassem os objectivos de aprendizagem previstos para a multiplicação como 
isomorfismo de medidas (Tabela 5.1) e, por conseguinte, uma compreensão 
significativa da multiplicação nesta estrutura multiplicativa, passou-se à planificação de 
tarefas para o estudo da divisão como isomorfismo de medidas – medida (DIM – M). 
Os dados relativos aos conhecimentos dos alunos da turma onde se realizou esta 
unidade de ensino, nomeadamente os emanados das suas produções resultantes da 
realização de pré-testes (Apêndice 2), evidenciaram pouca familiaridade com este 
significado da divisão. Porém, dados da investigação sugerem que este significado 
ancora mais facilmente nas estratégias informais dos alunos, permitindo-lhes chegar ao 
algoritmo formal de forma compreensiva (Flores, 2002; Huinker, 1998; Pinto & 
Monteiro, 2008; Siebert, 2002; Sinicrope, Mick & Kolb, 2002). De salientar, que neste 
tipo de situações o dividendo e o divisor são da mesma natureza. Assim, pretende-se 
determinar o número de grupos, sabendo a dimensão de cada grupo, pelo que são 
situações que induzem os alunos a fazerem agrupamentos (Pinto & Monteiro, 2008). 
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Por conseguinte, planificaram-se 6 tarefas que se consideraram suficientes para alcançar 
os objectivos de aprendizagem previstos (Tabela 5.1) com o estudo deste tópico.  
Dados da investigação sugerem ainda, que o estudo da MIM-M com números 
racionais, se torna mais intuitivo se iniciado com a divisão de um número inteiro por 
uma fracção unitária (Pinto & Monteiro, 2008; Siebert, 2002; Sinicrope et al., 2002), já 
que permite relacionar de forma compreensiva, o raciocínio efectuado na resolução de 
situações de medida com o algoritmo multiplicar pelo inverso do divisor. Assim, 
decidiu iniciar-se com a exploração da tarefa 11, cuja questão 11.1 preenche o referido 
requisito e contexto indutor do modelo rectangular. Em plenário pretendia-se a 
discussão de diferentes estratégias dos alunos, nomeadamente a adição sucessiva, que 
surge naturalmente na resolução deste tipo de situações (Pinto & Monteiro, 2008) e que 
se previa, já que os alunos evidenciaram pouca familiaridade com este significado da 
divisão nos pré-testes (Apêndice 2). No entanto, partindo das estratégias dos alunos, a 
professora deveria orientá-los para o processo de resolução que se inicia com a divisão 
de cada unidade (garrafa de sumo) em 3 partes iguais, seguindo-se a identificação de 3 
“um terço” em cada unidade, concluindo então, que em duas unidades cabem 6 “um 
terço”, ou seja,  	   = 2 × 3 = 6 (Figura 5.7), pelo que, com 2 l de sumo se enchem 6 
copos de    l. Após a discussão em plenário da questão 11.1, previa-se a exploração 
em pequenos grupos da questão 11.2 para dar continuidade a este raciocínio. A ideia 
era a de que os alunos partissem da solução da questão anterior e assim, concluíssem 
que se    cabe 6 vezes em 2 unidades, então,    cabe metade das vezes. Pelo que, em 
2 unidades há    de 6, ou seja, 3 “dois terços”. Caso não surgisse esta estratégia os 
alunos deveriam ser orientados para a mesma a partir das suas estratégias e ainda, 
levados a concluir que, dividir por    é equivalente a multiplicar por 3 e depois por   , ou seja,     , que é o mesmo que multiplicar pelo inverso de   .  
 
 
 
 
Figura 5.7:  	        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Com a exploração e discussão da questão 11.3, prevista para depois da discussão 
em plenário da questão 11.2, pretendia-se alertar para as dificuldades que podem surgir 
neste contexto da divisão, conforme sugerem Fosnot e Dolk (2002) e Pinto e Monteiro 
(2008). Assim, a resolução da referida questão através do modelo rectangular induz ao 
resultado de que as tortas foram divididas em 7 fatias de    e sobra    de torta 
(Figura 5.8). A mesma questão resolvida através do algoritmo formal:  	     
     . Portanto, as tortas foram divididas em 7 fatias, mas a parte que sobrou 
qual é afinal,    ou   ? Só aparentemente estas respostas parecem não coincidir, pois 
com a figura fica evidente a parte que sobrou da torta,   , e com o algoritmo 
verificamos que sobra    de uma fatia de    de torta. Portanto, as duas respostas 
estão correctas só que respondem a questões diferentes. 
 
 
 
 
 
Figura 5.8:  	     fatias de    e sobra    de torta 
 
 
O quociente de  	    identifica o número de fatias de    que cabem em 3 
tortas, logo a resposta coerente em relação à parte de torta que sobrou tem de estar 
relacionada com as fatias de   , ou seja, cabem 7 fatias de    e sobra    de uma 
fatia de   . Pretende-se saber quantas fatias de    cabem em 3 tortas, logo cabem 
   " A resposta dada pelo algoritmo vem em função de uma fatia de    (o todo a 
considerar) e não de uma torta. Por conseguinte, existem duas unidades de referência, a 
torta e a fatia de    de uma torta, mas a resposta numa situação de divisão como 
medida vem em função do número de vezes que o divisor cabe no dividendo.  
Portanto, com a resolução desta questão pretendia-se a exploração e discussão 
da ideia fundamental de que a divisão de fracções envolve relações de relações, 
conforme alertam Fosnot e Dolk (2002) e Wu (2001), dado que, tal como na 
multiplicação, existem dois todos a considerar. A discussão em plenário da tarefa 11, 
para além de levar os alunos a alcançar os objectivos aqui descritos, bem como outros 
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previstos (Tabela 5.1), devia ainda enfatizar o efeito da divisão de um número racional 
positivo por um número menor que 1, de modo a ultrapassar mal-entendidos 
evidenciados por alguns alunos nos pré-testes (Apêndice 2). 
 A tarefa 12 surge com o propósito de dar continuidade ao estudo da divisão 
como medida e contexto promotor do modelo rectangular, mas agora envolvendo 
fracções e numerais mistos. Embora se previsse com a exploração da questão 12.1, que 
a maioria dos alunos identificasse de imediato a divisão e a sua resolução através do 
cálculo mental (dado que se pretendia saber quantas vezes cabe    em    ), em 
plenário pretendia-se a discussão de diferentes estratégias, na convicção de que os 
números envolvidos, fracção unitária e de referência e numeral misto de referência, 
facilitariam a compreensão de diferentes algoritmos para a divisão de fracções. Assim, 
partindo das estratégias apresentadas pelos alunos (nomeadamente o modelo rectangular 
e adição sucessiva), a professora deveria promover mais uma vez, a discussão 
compreensiva do algoritmo multiplicar pelo inverso do divisor e recorrer às 
propriedades da multiplicação para o seu cálculo, ou seja,    	        
         , bem como promover o algoritmo do denominador comum, ou 
seja,    	      	     	   , conforme sugerem Behr e Post (1992), 
Flores (2002), Pinto e Monteiro (2008) e Sinicrope et al. (2002). Este algoritmo 
fundamenta-se no facto de que quando as partes são do mesmo tamanho, o resultado 
depende apenas do número de partes envolvidas e não do seu tamanho, pelo que, para 
dividir fracções com o mesmo denominador, dividem-se os numeradores e os 
denominadores, cuja divisão neste caso dá 1 (Flores, 2002). A questão 12.2 surge com o 
intuito de provocar o recurso ao algoritmo da divisão de multiplicar e inverter. Com a 
exploração da tarefa 12 surge mais uma oportunidade de se enfatizar o efeito de dividir 
um número racional positivo por um número inferior a 1, para além dos restantes 
objectivos previstos (Tabela 5.2). 
 Com a tarefa 13 pretendia-se que os alunos fizessem a conexão entre a 
representação simbólica e o modelo circular, conforme sugere Huinker (2002). Mais 
uma vez, surge a oportunidade de se discutir de forma significativa a divisão como 
medida, bem como o algoritmo de multiplicar pelo inverso do divisor, pois a expressão 
  	    representa o número de oitavos que existem numa metade, ou seja, existem    . Com esta tarefa pretendia-se ainda, enfatizar a divisão por   , muitas vezes 
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confundida com a divisão por 8. Segundo Nowlin (1996) e Pinto e Monteiro (2008), 
quando se pede aos alunos para escreverem um enunciado para a expressão   	   , 
as respostas mais comuns envolvem de forma errada a partilha, levando a um enunciado 
que ilustra   	 . 
A tarefa 14 surge com o propósito de explorar o recurso à fracção como parte-
todo. Surge pela primeira vez uma situação de divisão em que o dividendo é menor que 
o divisor, na convicção de que o recurso à fracção ajudaria a ultrapassar o mal-
entendido de que o dividendo tem de ser sempre superior ao divisor, evidenciado 
também por alguns dos alunos nos pré-testes (Apêndice 2). 
 Com a tarefa 15 pretendia-se dar continuidade à exploração da divisão como 
medida, sendo que com a questão 15.1 surge mais uma situação em que o dividendo é 
inferior ao divisor. Porém, a resolução da questão passa por se saber quantas vezes 
cabem os     nos 2  , pelo que se previa que a maioria dos alunos chegasse à 
resposta através do cálculo mental. No entanto, durante a discussão em plenário 
deveriam ser discutidas as estratégias apresentadas pelos alunos, sendo que a professora 
deveria orientar para a representação do algoritmo da divisão, enfatizando o papel do 
dividendo e do divisor, de modo a dar mais uma oportunidade de alguns alunos 
ultrapassarem o mal-entendido de que o dividendo tem de ser sempre superior ao 
divisor. Também deveria ser discutida a ideia fundamental de que a divisão é a operação 
inversa da multiplicação, através do recurso à tabela de razão para modelar a situação 
(Figura 5.9). Embora esteja previsto o desenvolvimento desta ideia fundamental nas 
situações anteriores, pretendia-se de forma informal, sendo que na resolução desta 
situação a referida relação se torna muito evidente, permitindo uma compreensão 
significativa da divisão como a operação inversa da multiplicação.  
 
 
 
 
Figura 5.9: Tabela de razão para modelar a divisão como a operação inversa da multiplicação 
 
Previa-se ainda, a discussão do cálculo do algoritmo multiplicar pelo inverso do 
divisor, enfatizando o recurso às propriedades da multiplicação, ou seja,    	
     	                       , bem como o 
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algoritmo em que numerador e o denominador do dividendo são respectivamente 
múltiplos do numerador e denominador do divisor, ou seja,   	      , conforme 
sugerem Pinto e Monteiro (2008) e Sinicrope et al., (2002). Porém, os alunos deveriam 
ser orientados a recorrer ao algoritmo que considerassem mais significativo. A questão 
15.2 já surge com o propósito de provocar o recurso ao algoritmo da divisão. Na 
discussão em plenário previa-se a discussão de diferentes estratégias, nomeadamente o 
algoritmo do denominador comum, ou seja,    	   =  	      
  .     
A tarefa 16 surge também com o intuito de provocar o recurso ao algoritmo da 
divisão. Também a sua resolução passa por se saber quantas vezes cabe a medida da 
altura da Beatriz na medida da altura da sua mãe.  
Depois de se terem planificado as tarefas que se supunham suficientes para que 
os alunos atingissem os objectivos propostos e, por conseguinte, uma compreensão 
significativa da DIM – M de números racionais, passou-se à planificação de tarefas para 
o estudo da divisão como isomorfismo de medidas – partilha (DIM – P). Os dados 
relativos aos conhecimentos dos alunos da turma onde se realizou esta unidade de 
ensino, nomeadamente os emanados das suas produções resultantes da realização de 
pré-testes (Apêndice 2), sugeriram familiaridade com este significado da divisão.  
Segundo Pinto e Monteiro (2008), normalmente são este tipo de situações que os 
alunos identificam numa primeira fase como sendo de divisão, nomeadamente quando 
são as únicas apresentadas no início do estudo da divisão de números inteiros, pelo que 
os alunos identificam dividir como partilhar igualmente. De salientar, que neste tipo de 
situações o dividendo e o quociente são da mesma natureza. Assim, pretende-se 
determinar a dimensão de cada grupo (valor unitário), sabendo o número de grupos. As 
autoras alertam ainda, para o facto de no caso das fracções, a divisão como partilha 
aparecer normalmente em situações cujo divisor é um número inteiro e raramente em 
situações cujo divisor é um número fraccionário. No entanto, consideram que as 
primeiras permitem fazer uma ligação à divisão de números inteiros pelo que não 
devem ser postas de parte quando se desenvolve o conceito de divisão de números 
racionais.  
Optou-se pois, por dar início ao estudo da DIM – P de números racionais com a 
tarefa 17. Depois da sua exploração em pequenos grupos, a sua discussão em plenário 
deveria contemplar as diferentes estratégias dos alunos, bem como o emergir do 
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algoritmo de divisão de uma fracção por um número inteiro (Pinto & Monteiro, 2008; 
Sinicrope et al., 2002). Assim, a professora deveria orientar os alunos para o algoritmo 
da divisão em que o divisor divide o numerador do dividendo, ou seja,    	 
   	 
  
  	 
    . Mais uma oportunidade de se explorar uma divisão em 
que o dividendo é inferior ao divisor. 
A tarefa 18 surge com o propósito de explorar e discutir a propriedade da 
invariância do quociente, num contexto promotor do modelo rectangular. Para além da 
referida propriedade previa-se ainda, o emergir de mais um algoritmo de divisão de uma 
fracção por um número inteiro (Pinto & Monteiro, 2008; Sinicrope et al., 2002). Assim, 
a professora deveria fazer emergir das estratégias dos alunos o algoritmo da divisão em 
que o divisor não divide o numerador do dividendo, ou seja,   	       
  .  
Com as tarefas 19, 20 e 21, pretendia-se a exploração de situações de DIM – P, 
em contextos que não promovem procedimentos de partilha. Deste modo, 
perspectivava-se que a exploração e discussão de modelos, como a tabela de razão e a 
equação   !  , promovessem a identificação e compreensão significativa deste 
significado da divisão nos referidos contextos. Na exploração da questão 19.1 previa-se 
que a maioria dos alunos resolvesse a situação com recurso ao cálculo mental. Durante a 
discussão em plenário deveria ainda surgir, mais uma vez, a ênfase à divisão como a 
operação inversa da multiplicação, dado os números envolvidos nesta questão tornarem 
muito evidente aquela relação e, por consequência, uma compreensão significativa da 
mesma. Com a questão 19.2, pretendia-se a exploração e discussão de uma situação 
idêntica à anterior, mas onde a resposta não é imediata, com o propósito de provocar o 
recurso à tabela de razão e/ou ao algoritmo da divisão.  
Fosnot e Dolk (2002) e Pinto e Monteiro (2008) referem as tabelas de razão 
como modelos muito úteis na resolução deste tipo de problemas. Por conseguinte, um 
possível processo de resolução para a questão 19.2, suportado pela tabela de razão 
(Figura 5.10), passa por se considerar que se em    h percorreram        km, 
então em    h percorreram    km. Como 1 h corresponde a   , então em 1 h 
percorreram 4 vezes mais    km, logo       km.  
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Figura 5.10:   	       
 
Assim, para encontrar os quilómetros que percorreram numa hora, divide-se     
por 3 e multiplica-se por 4, processo equivalente a multiplicar por   , o inverso de   , fornecendo um outro raciocínio para o algoritmo multiplicar e inverter o divisor 
(Pinto & Monteiro, 2008; Sinicrope et al., 2002). Porém, em plenário deveria ainda ser 
enfatizado o cálculo de diferentes algoritmos da divisão, nomeadamente multiplicar e 
inverter o divisor, com recurso às propriedades da multiplicação, ou seja, 1  	    =   	    =        =        =     1 =   = 2   e o algoritmo dos 
denominadores comuns, ou seja, 1  	    =   	    =    = 2  . 
 Na exploração das tarefas 20 e 21 previa-se que os alunos recorressem ao 
mesmo raciocínio feito na questão anterior, porém pretendia-se ainda, discutir outra 
estratégia de resolução que passa pelo recurso à equação   !  . Assim, por 
exemplo, perante a tarefa 20, se    das páginas do livro são 36 páginas, então   
 , pelo que, em posse de um conhecimento formal da divisão como a operação 
inversa da multiplicação, previa-se que os alunos concluíssem, que para calcular o 
factor em falta bastaria dividir 36 por   . Também na exploração e discussão da tarefa 
21 deveriam surgir as estratégias, modelos e algoritmos explorados e discutidos nas 
tarefas 19 e 20, de modo a permitir que cada aluno adoptasse aquele com que melhor se 
apropriasse. 
 A tarefa 22 surge com o intuito de promover conexões entre as representações 
simbólicas e contexto, conforme sugere Huinker (2002). Dado já se terem explorado e 
discutido a DIM – M e a DIM – P, previa-se que os alunos apresentassem enunciados 
que contemplassem os dois significados da divisão. Porém, caso não surgissem, na 
discussão em plenário deveriam ser orientados para os dois significados.  
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Depois de se terem planificado as tarefas que se supunham suficientes para que 
os alunos atingissem os objectivos propostos (Tabela 5.1) e, por conseguinte, uma 
compreensão significativa da DIM – P de números racionais, seguiu-se a planificação 
de tarefas para o estudo da multiplicação e divisão como produto de medidas. Os dados 
relativos aos conhecimentos dos alunos da turma onde se realizou esta unidade de 
ensino, nomeadamente os emanados das suas produções resultantes da realização de 
pré-testes (Apêndice 2), sugeriram familiaridade com esta estrutura multiplicativa em 
situações de multiplicação como produto de medidas (MPM) e de divisão como produto 
de medidas - medida em falta (DPM-MF). Porém sugeriram pouca familiaridade com 
situações de divisão como produto de medidas - factor em falta (DPM – FF). 
Assim, planificaram-se duas tarefas para o estudo da MPM de números 
racionais, as tarefas 23 e 24. Para a exploração da tarefa 23 previa-se que os alunos 
recorressem ao modelo de área rectangular e à fórmula de área, conforme recorreram 
nos pré-testes (Apêndice 2). Com a sua discussão em plenário pretendia-se a discussão 
de diferentes estratégias dos alunos, nomeadamente do modelo de área (Figura 5. 11). 
No cálculo do algoritmo deveria continuar a enfatizar-se o recurso às propriedades da 
multiplicação, ou seja,                  . Com a exploração 
da tarefa 24 pretendia-se promover o recurso ao algoritmo. 
 
  
 
 
 
 
Figura 5.11:        
 
Depois de se terem planificado as tarefas que se supunham suficientes para que 
os alunos atingissem os objectivos propostos (Tabela 5.1) e, por conseguinte, uma 
compreensão significativa da MPM de números racionais, passou-se à planificação de 
tarefas para o estudo da divisão como produto de medidas (DPM), as tarefas 25, 26 e 
27, sendo que com esta última se pretendia promover a reorganização e expansão do 
conhecimento dentro do sistema matemático. Para a exploração da tarefa 25, que 
envolve a DPM – MF, também se previa que os alunos recorressem ao modelo de área 
rectangular e à fórmula de área, conforme recorreram nos pré-testes (Apêndice 2). 
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Porém, a sua exploração e discussão em plenário, deveria contemplar as estratégias dos 
alunos, nomeadamente o recurso ao modelo de área rectangular (Figura 5. 12).  
 
 
  
 
 
Figura 5.12:   	       
 
A modelação com recurso ao modelo rectangular requeria que se desenhasse um 
rectângulo e se dividisse o menor lado ao meio, assinalando a largura de    da 
unidade. O comprimento da unidade é arbitrário, mas marque-se cada quarto de modo a 
identificar a área que é medida em oitavos. Assim cada um dos pequenos rectângulos 
representa    de uma unidade quadrada. Assinale-se    unidades quadradas com a 
largura de    da unidade. Então, cada quarto do comprimento corresponderá a    
unidades quadradas da largura. Logo, o comprimento é    da unidade. Mais uma vez, 
surge o algoritmo em que numerador e denominador do dividendo são múltiplos, 
respectivamente do numerador e denominador do divisor.   
A tarefa 26, que envolve mais uma situação de DPM – MF e cuja exploração se 
previa após a discussão em plenário da tarefa 25, surge com o propósito de promover o 
recurso ao algoritmo. Depois de feita a sua discussão em plenário previa-se a exploração 
da questão 27.1, onde surge uma situação de DPM – FF, que Pinto e Monteiro (2008) 
integram nesta estrutura produto de medidas, já que é uma situação onde, tal como nas 
que envolvem a DIM – MF, existe uma relação muito visível com a multiplicação. 
Assim, um dos processos de resolução a ser explorado em plenário passaria por ? × 
  = 2; 2 	    = 2. Também aqui se recorre ao raciocínio proporcional para 
determinar o número em falta, ou seja, se    do número corresponde a 2, então o todo,   , obtêm-se dividindo    por 2 e multiplicando por 5, processo equivalente a 
multiplicar pelo inverso de   , ou seja, por   , raciocínio subjacente ao algoritmo 
inverter e multiplicar pelo inverso do divisor. A tarefa 27.2 surge com o intuito de se 
consolidarem outras propriedades da divisão, agora em situações meramente 
matemáticas, que se previam exploradas e discutidas durante o estudo quer da DIM, 
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quer da DPM (Tabela 5.1). A exploração e discussão destas três últimas tarefas 
supunham-se suficientes para que os alunos atingissem os objectivos propostos (Tabela 
5.1) e, por conseguinte, uma compreensão significativa da DPM de números racionais. 
Em suma, este processo hipotético de aprendizagem foi previsto com o propósito 
de proporcionar aos alunos uma oportunidade guiada de reinventarem a Matemática, 
através da exploração de tarefas, compostas essencialmente por problemas de contexto, 
que se pensa promoverem uma diversidade de estratégias e produções próprias. 
Pretendia-se ainda, que com a discussão das diferentes estratégias emergissem 
diferentes níveis de aprendizagem, que permitissem uma reflexão sobre o trajecto de 
aprendizagem a proporcionar aos alunos. 
 
 
5.3 CONCRETIZAÇÃO DA TRAJECTÓRIA HIPOTÉTICA DE APRENDIZAGEM  
 
A concretização da trajectória hipotética de aprendizagem pressupunha uma 
metodologia de trabalho em sala de aula, que se pretendia interactiva, conforme reflecte 
o processo hipotético de aprendizagem e ainda, um processo de avaliação dos alunos 
que permitisse diagnosticar problemas e insuficiências nas suas aprendizagens e, por 
consequência, na trajectória hipotética de aprendizagem e no trabalho desenvolvido em 
sala de aula, ou seja, nesta unidade de ensino, a fim de se proceder à sua reformulação e 
consequente adaptação. 
 
5.3.1 Metodologia de trabalho 
 
Dado que se pretendia promover um ensino interactivo, como recomendam 
vários autores (Fosnot & Dolk, 2002; Freudenthal, 1991; Gravemeijer, 1994, 1999; 
Gravemeijer & Terwel, 2000; ME – DGIDC, 2007; Streefland, 1991a; Treffers, 1991; 
van den Heuvel-Panhuizen, 1996, 1998, 2000; van den Heuvel-Panhuizen & Wijers, 
2005), optou-se essencialmente, pela realização de trabalho em pequenos grupos, de três 
a quatro elementos, e posterior apresentação e discussão no grupo turma. Assim, em 
cada aula: (i) era distribuída, por cada grupo, uma folha com a tarefa a realizar; (ii) lida 
a nota inicial que constava na folha da tarefa, onde os alunos eram solicitados a 
descreverem sempre o processo que usassem para responderem às questões, explicando 
os seus raciocínios, com recurso a esquemas, palavras e/ou cálculos; (iii) relembradas as 
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regras de trabalho de grupo, nomeadamente a de que qualquer um dos elementos do 
grupo deveria ser capaz de argumentar as produções apresentadas pelo grupo; e (iv) 
dado um tempo para a realização da tarefa em pequenos grupos.  
Durante este tempo, a professora circulava pelos diferentes grupos orientando o 
trabalho dos mesmos: (i) esclarecendo dúvidas; (ii) identificando dificuldades que 
ajudava a ultrapassar pela colocação de questões pertinentes, que levassem os alunos a 
reflectirem; (iii) verificando se as regras de trabalho de grupo estavam a ser cumpridas, 
nomeadamente se todos os alunos estavam a participar na discussão e a perceber a 
mesma, questionando-os; e (iv) recolhendo informação para seleccionar e estabelecer a 
sequência das apresentações no grupo turma, de modo a tomar decisões ponderadas, 
nomeadamente começar com a apresentação de produções que ajudassem a tornar a 
discussão mais acessível a todos os alunos e proporcionasse o confronto de diferentes 
estratégias e dificuldades e, por conseguinte, uma discussão mais rica em termos de 
ideias fundamentais e objectivos a atingir (Tabela 5.1).  
Terminado o tempo para a resolução da tarefa pelos pequenos grupos, dava-se 
início à exploração da mesma em grande grupo. Esta era orientada pela professora de 
modo a proporcionar a todos os alunos um percurso entre as suas estratégias informais e 
formais, num processo gradual de aprendizagens. Para tal, as discussões em plenário 
consistiram num encadeamento de apresentações que proporcionou aos alunos a 
oportunidade de analisarem, compararem e confrontarem as diferentes estratégias de 
resolução, desenvolverem capacidades mais específicas como representar, demonstrar, 
modelar, etc., de modo a compreenderem ideias matemáticas poderosas. Pretendia-se 
assim, promover a progressão no processo de matematização a partir do 
desenvolvimento da capacidade de reflexão, como consequência do processo de 
interacção. Os alunos eram solicitados a passar para os seus cadernos a estratégia de 
resolução com que melhor se apropriassem. Porém, para que não perdessem tempo a 
passar os enunciados das tarefas, era-lhes dada cópia das mesmas, para colarem nos 
respectivos cadernos, já que a folha com as produções de cada grupo era recolhida no 
final das aulas, não sendo sujeita a qualquer correcção pelo grupo após a discussão em 
plenário. 
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5.3.2 Processo de Avaliação 
 
 No sentido de se poder gerir o processo de ensino-aprendizagem foi realizada 
uma avaliação de carácter formativo e regulador, conforme recomendado pelo ME – 
DGIDC (2007). Por conseguinte, esteve em causa um processo de regulação das 
aprendizagens que de acordo com Santos (2002) pode advir de processos como a 
avaliação formativa, a co-avaliação entre pares e a auto-avaliação. A autora refere a 
avaliação formativa como sendo um processo de regulação externa ao aluno, uma vez 
que é da responsabilidade do professor. Distingue três momentos para a sua ocorrência, 
no início da realização de uma tarefa ou unidade didáctica – regulação proactiva, ao 
longo de todo o processo de aprendizagem – regulação interactiva, e após uma 
sequência de aprendizagens mais ou menos longa – regulação retroactiva. Neste estudo 
foram tidos em conta os três momentos de avaliação formativa, a regulação proactiva 
com a realização de pré-testes antes de se dar início à realização da unidade de ensino, a 
regulação proactiva ao longo da realização da unidade de ensino e a regulação 
retroactiva com a realização de pós-testes após a realização da unidade de ensino. A 
regulação interactiva operacionalizou-se através da observação e intervenção da 
professora questionando em tempo real e em situação, intervindo sobre a própria 
aprendizagem.  
Porém, cientes da dificuldade de se desenvolver de forma sistemática e 
continuada aquela regulação, foi também fomentada a co-avaliação entre pares, que de 
acordo com Santos (2002), é um processo de avaliação externo e interno ao aluno, uma 
vez que implica outros, mas também o próprio. Esta foi promovida com a metodologia 
de trabalho adoptada na sala de aula, nomeadamente o trabalho em pequenos grupos e 
posterior apresentação ao grupo turma. De acordo com a autora, a interacção social é 
um recurso fundamental na construção e reestruturação dos próprios conhecimentos, na 
regulação das aprendizagens e no desenvolvimento da responsabilidade e autonomia. A 
interacção promove a construção do conhecimento, na medida em que proporciona a 
troca de ideias e o seu confronto, que força os alunos a explicarem, a justificarem, a 
argumentarem e a tomarem decisões e ainda, a oportunidade de ajudar ou receber ajuda 
dos outros. 
Foram ainda promovidos contextos que facilitassem o desenvolvimento da auto-
avaliação, dado que conforme alerta Santos (2002): (i) cada aluno tem o seu próprio 
itinerário de aprendizagem, que não segue a lógica da disciplina, nem a do professor, 
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considerado perito; (ii) que aquilo que o professor diz, não garante a apropriação dos 
conhecimentos por parte do aluno; e (iii) que os erros só podem ser ultrapassados pelo 
próprio. Assim, este processo, considerado pela autora como um processo por 
excelência de regulação, uma vez que é interno ao próprio aluno, requereu o recurso a 
algumas estratégias postas em prática pela professora, nomeadamente: (i) a abordagem 
positiva do erro, cujo objectivo é que seja o aluno a identificá-lo e corrigi-lo. Porém, 
compete ao professor orientá-lo, não identificando nem corrigindo o erro, mas 
questionando ou apresentando pistas de orientação da acção a desenvolver pelo aluno, 
que o levem à identificação e correcção do erro; (ii) o questionamento, cujo objectivo é 
desenvolver o auto-questionamento. Mais um processo que só poderá ocorrer com a 
intervenção do professor, pois o aluno só aprenderá a colocar-se boas questões se o 
professor lhas colocar de forma continuada. Estas deverão levar o aluno a uma auto-
reflexão. Assim, Santos (2002) sugere que se coloquem, 
Questões como: “O que fizeste?”, “Porque tomaste esta opção?”, “Porque 
pensaste assim?”, “Donde te surgiu esta ideia?”, Em que outras situações é 
que este processo se poderia aplicar?”, “Se quisesses convencer alguém de 
que isso é verdade, o que dirias?” (…) “O que te levou a escolher esta 
estratégia?”, “Porque é que a solução a que chegaste não responde ao 
problema inicialmente colocado?” (p.82).  
 
Segundo a autora, este tipo de questões colocadas de forma continuada, poderão 
contribuir para que passado algum tempo, sejam os alunos autonomamente a colocá-las, 
enquanto desenvolvem as tarefas; (iii) a explicitação/negociação dos critérios de 
avaliação das tarefas antes do seu início, esclarecendo os aspectos que devem ser tidos 
em conta para que apresentem um bom trabalho, o que é indispensável e o que não pode 
acontecer e ainda, solicitar aspectos que não tenham sido referidos, mas que os alunos 
considerem importantes; e (iv) o recurso a instrumentos alternativos de avaliação, como 
as produções realizadas pelos grupos em cada aula e ainda, a realização de relatos 
escritos individuais, das aprendizagens realizadas ao longo da semana e consideradas 
mais significativas. Estes relatos eram realizados nas horas de estudo.  
 
 
5.4 TRAJECTÓRIA DE APRENDIZAGEM REALIZADA NA TURMA 
 
A avaliação posta em prática ao longo da realização da trajectória hipotética de 
aprendizagem não reflectiu a necessidade de reformulação quer dos objectivos previstos 
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(Tabela 5.1), quer das tarefas previstas (Apêndice 3). Porém, requereu uma adaptação à 
metodologia de trabalho prevista para a sala de aula, que implicaram um reajustamento 
ao processo hipotético de aprendizagem. Assim, na tarefa 7, as questões 7.1B e 7.1D, 
bem como as 7.2B e 7.2D, foram resolvidas individualmente, após a exploração em 
pequenos grupos e em plenário das questões 7.1A, 7.1C, 7.2A e 7.2C, com o propósito 
de promover o trabalho individual e perceber melhor o desenvolvimento individual das 
aprendizagens realizadas. Com o mesmo objectivo, foram também resolvidas 
individualmente as questões 10.4 e 10.6, a tarefa 21, a questão 22B, a tarefa 26 e a 
questão 27.2. Porém, qualquer uma das referidas tarefas e/ou questões foi discutida em 
plenário após a sua resolução individual.  
Por conseguinte, a trajectória de aprendizagem realizada na turma (Tabela 5.3) 
manteve os objectivos (Tabela 5.1) e as tarefas (Apêndice 1) da trajectória hipotética de 
aprendizagem. No processo de aprendizagem procedeu-se a pequenas alterações, mas 
apenas ao nível da metodologia de trabalho na sala de aula. 
 
Tabela 5.2Calendarização da trajectória de aprendizagem realizada na turma 
Trajectória de aprendizagem realizada na turma 
Tópicos Tarefas Metodologia Tempo Data Avaliação 
Multiplicação e divisão de 
números inteiros e decimais. 
Pré-teste Individual 90’ 13/03/08 
 
Formativa 
Conceito de número racional. Pré-teste Individual 90’ 14/03/08 
 
Multiplicação como 
isomorfismo de 
medidas/Propriedades/Recta 
numérica 
Tarefa 1, 
THA3 
Grupo 45’ (1.ª) 02/04/08  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tarefas 2 e 
3, THA 
Grupo 90’ (2.ª) 03/04/08 
Tarefa 4 e 
5, THA 
Grupo 90’ (3.ª) 04/04/08 
Tarefa 6, 
THA 
Grupo 45’ (4.ª) 09/04/08 
Multiplicação como 
isomorfismo de 
medidas/Recta 
numérica/Elaborar 
enunciados/Potências de 
expoente natural 
Tarefas 7 e 
8, THA 
Grupo 
Individual 
90’ (5.ª) 10/04/08 
                                                 
 
3 Tarefas que constam da trajectória hipotética de aprendizagem (Apêndice 3). 
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Multiplicação como 
isomorfismo de 
medidas/Expressões 
numéricas/Inverso de um 
número/Propriedades 
Tarefas 9 e 
10, THA 
Grupo 
Individual 
90’ (6.ª) 11/04/08 
 
 
Formativa 
co-
avaliação 
e 
auto-
avaliação  
Divisão como isomorfismo 
de medidas/Medida 
Tarefa 11, 
THA 
Grupo 45’ (8.ª) 16/04/08 
Tarefas 12 
e 13, THA 
Grupo 90’ (9.ª) 17/04/08 
Tarefas 14, 
15 e 16, 
THA 
Grupo 90’(10.ª) 18/04/08 
Divisão como isomorfismo 
de medidas/Partilha 
Tarefas 17 
e 18, THA 
Grupo 90’(11.ª) 21/04/08 
Tarefa 19, 
THA 
Grupo 45’(12.ª) 23/04/08 
Tarefas 20, 
21 e 22, 
THA 
Grupo 
Individual 
90’(13.ª) 24/04/08 
Multiplicação como produto 
de medidas 
Tarefas 23 
e 24, THA 
Grupo 90’(14.ª) 28/04/08 
Divisão como produto de 
medidas 
Tarefa 25, 
THA 
Grupo 45’(15.ª) 30/04/08 
Taref
as 26 e 27, 
THA 
Individual 
Grupo 
90’(16.ª) 02/05/08 
Esclarecimento de dúvidas 
Tarefas da 
THA e 
relatos 
escritos 
Grupo 45’(17.ª) 07/05/08 
Multiplicação e divisão de 
números racionais 
Pós-teste Individual 90’(18.ª) 08/05/08 
 
Formativa Multiplicação e divisão de 
números racionais 
Pós-teste Individual 90’(19.ª) 09/05/08 
 
Em suma, apenas a metodologia de trabalho prevista para esta unidade de ensino 
sofreu uma pequena adaptação, dada a necessidade de promover o trabalho individual e 
perceber melhor o desenvolvimento individual das aprendizagens realizadas. Assim, o 
processo de avaliação a que se recorreu durante a realização da unidade de ensino 
reflectiu o desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de números 
racionais dos alunos da turma, pelo que a referida unidade parece ter sido responsável. 
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_____________________ 
i Embora esta unidade de ensino tenha sido desenvolvida no quadro da Educação 
Matemática Realista, Jones, Langrall, Thornton e Nisbet (2002), referem um 
paralelismo entre a unidade de ensino, abordagem de Wittmann (1984, 1998), e o 
modelo de instrução e investigação desenvolvido no quadro da Educação Matemática 
Realista. De acordo com os autores, todas estas abordagens procuram conceber 
sequências de ensino ou trajectórias de aprendizagem que ao articular-se com o 
conhecimento e estratégias informais dos alunos e um processo de reformulação, 
permitam que os alunos desenvolvam um conhecimento mais sofisticado, abstracto e 
formal. A opção pela designação “unidade de ensino” em vez de “modelo de instrução e 
investigação” deve-se ao facto de ser um termo mais comum no sistema de ensino 
português. 
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CAPÍTULO 6 
 
 
METODOLOGIA DE INVESTIGAÇÃO 
 
 
 
 Em sentido lato, metodologia de investigação é um conjunto de directrizes que 
orientam a investigação científica. Atendendo às referidas directrizes, neste capitulo, 
apresenta-se de forma fundamentada metodologia deste estudo. Assim, começa por se 
apresentar o paradigma do estudo, segue-se o seu design, os critérios de qualidade quer os 
de cientificidade, quer os de ordem social e por último, surgem os procedimentos de 
carácter metodológico, nomeadamente os relativos aos participantes, às sessões de trabalho 
com a professora, à recolha de dados e à sua análise e interpretação. 
 
6.1 PARADIGMA DO ESTUDO 
 
 Um paradigma é algo que serve de exemplo geral ou de modelo, que segundo 
Lessard-Hébert, Goyette e Boutin (1990), serve de parâmetro de referência para a ciência e 
estrutura ideal e digna de ser seguida. Não o consideram absoluto, pelo contrário, 
caracterizam-no pela possibilidade de discussão. Uma discussão sobre princípios, que na 
sua opinião devem guiar a investigação científica em educação.  
 As discussões à volta dos diferentes paradigmas de investigação assentam 
usualmente na comparação entre as características das abordagens quantitativa e qualitativa 
(Bogdan & Biklen, 1994; Merriam, 1998). No entanto, Erickson (1986) salienta que estas 
devem ser feitas em termos de positivismo e interpretativismo, dado que o recurso às 
expressões, respectivamente quantitativa e qualitativa, sugere que o fulcro da questão se 
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situa no plano dos procedimentos ou das técnicas, quando efectivamente se deve situar ao 
nível do próprio objecto de análise e dos postulados a ele ligados. O autor argumenta a 
redutibilidade das expressões quantitativa e qualitativa, ao salientar que uma mesma 
técnica qualitativa pode ser utilizada em contextos paradigmáticos diferentes. Refere, por 
exemplo, que a técnica de descrição narrativa, pode ser usada por um investigador 
positivista que exclui de forma sistemática qualquer recurso aos significados dados pelo 
actor às suas acções, aspecto fulcral na investigação interpretativa. Também as abordagens 
dentro do paradigma interpretativo, não são essencialmente não quantitativas – pelo 
contrário, determinadas quantificações são possíveis no âmbito destes procedimentos 
(Erickson, 1986; Merriam, 1998). Por conseguinte, Erickson (1986) considera que uma 
investigação deve ser classificada atendendo ao seu objecto de análise e não em função dos 
seus aspectos técnicos, que surgem em segundo plano, como uma operacionalização de 
tomadas de posição face ao objecto de análise. Segundo o autor “Uma técnica de 
investigação não pode constituir um método de investigação” (p. 120). 
Erickson (1986) distingue então, o paradigma positivista do interpretativo com base 
no seu objecto de análise. Assim, considera que no paradigma positivista, o objecto geral 
da investigação é concebido em termos de comportamento. Por consequência, o 
investigador utiliza categorias de classificação predeterminadas para a observação destes 
comportamentos, pois parte do principio que existe “uma uniformidade de relações entre a 
forma do comportamento e o seu significado, de modo que o observador pode reconhecer o 
significado de um comportamento sempre que este se produz” (p. 132). Já no paradigma 
interpretativo, Erickson (1986) considera que o objecto de análise é formulado em termos 
de acção, uma acção que abrange “o comportamento físico e ainda os significados que lhe 
atribuem o actor e aqueles que interagem com ele. O objecto da investigação social 
interpretativa é a acção e não o comportamento” (p. 127). Por conseguinte, alerta para o 
facto de que perante objecto acção-significado, o investigador deverá ter em conta que a 
comportamentos idênticos de um ponto de vista físico, podem corresponder significados 
diferentes de uma perspectiva social, pelo que o trabalho do investigador se centra na 
variabilidade das relações comportamento/significado. Em suma, enquanto a investigação 
positivista se insere num postulado ontológico materialista (só reconhecendo como 
realidade o mundo material), a investigação interpretativa baseia-se num postulado dualista 
(segundo a qual a realidade do mundo é simultaneamente material e espiritual), dando 
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valor aos comportamentos observáveis, enquanto relacionados com significados criados e 
modificáveis pelo espírito. (Lessard-Hébert et al., 1990). 
 Na investigação em educação, os postulados do paradigma interpretativo 
traduzem-se por problemáticas fundamentalmente diferentes daquelas que 
são formuladas no âmbito do paradigma positivista. É assim que, em vez de 
se interrogar sobre quais os comportamentos dos docentes que poderão ser 
postos, de maneira positiva, em correlação com resultados obtidos pelos 
estudantes em testes de desempenho, o investigador questionar-se-á, por 
exemplo, sobre quais os significados que os alunos e os docentes poderão 
criar em conjunto para originar aprendizagem (Erickson, 1986, p. 127). 
 
Uma análise ao contexto da actividade científica também permite uma distinção 
entre os referidos paradigmas, que segundo Lessard-Hébert et al. (1990), se esclarece pela 
distinção entre o contexto da prova e o contexto da descoberta. Os autores situam a 
actividade de investigação no contexto da prova quando o investigador tem como principal 
objectivo verificar determinada teoria, independentemente do modo como foi elaborada ou 
formulada, sem considerar condições psicológicas, históricas ou sociais que presidiram à 
sua descoberta. Situam-na no contexto da descoberta quando o investigador pretende 
formular uma teoria ou modelos com base num conjunto de hipóteses que podem surgir 
tanto no decurso como no final da investigação. Por consequência e em conformidade com 
os seus postulados ontológicos, a investigação positivista dá um lugar de relevo ao 
contexto da prova. As hipóteses, as variáveis e o projecto de investigação são sempre 
previamente definidos, baseando-se o valor da prova no controlo conceptual e técnico das 
variáveis em estudo. Assim, a investigação positivista visa a descoberta e a verificação de 
leis gerais, sendo o individual considerado sem interesse e não significativo em si mesmo. 
Inversamente, Lessard-Hébert et al. (1990), situam a investigação interpretativa no 
contexto da descoberta antes e durante a recolha dos dados. As questões, as hipóteses, as 
variáveis ou as categorias de observação, normalmente, não estão formuladas ou 
predeterminadas no início de uma investigação. Assim, a investigação interpretativa visa a 
descoberta “de esquemas específicos da identidade social de um dado grupo” (Erickson p. 
132). Por conseguinte, a tarefa do investigador é descobrir como é que as organizações 
sociais e culturas específicas de um meio, ou comuns a vários meios, influenciam as 
opções e as condutas das pessoas em acção. No entanto, Erickson (1986) salienta, que tal 
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tarefa não significa que a actividade de teorização na investigação interpretativa seja uma 
experiência puramente indutiva. Embora considere que no início do trabalho de campo o 
investigador não possua categorias de observação específicas predeterminadas, reconhece 
no entanto, que quando chega ao campo já tem em mente um quadro conceptual e 
objectivos de investigação. Considera que no trabalho de campo, a indução e a dedução 
encontram-se relacionadas. Apesar de reconhecer o papel primordial da indução, salienta 
que este faz parte integrante de um processo de tomada de decisão, que implica o 
pensamento dedutivo e a deliberação face à selecção das técnicas de observação a utilizar e 
dos dados a recolher: 
  Não há induções puras. (…) Podemos considerar a recolha de dados, por 
parte do observador participante, como um processo de resolução 
progressiva de problemas, no decurso do qual se combinam as questões de 
amostragem, de formulação e de verificação de hipóteses. (…) Equacionar 
explicitamente as questões da investigação e procurar deliberadamente 
dados pertinentes, longe de asfixiar a intuição, alimentam-na e fortificam-na 
(p. 139).  
 
Por conseguinte e de acordo com Ponte (2006), uma ideia central do paradigma 
interpretativa é a de que a actividade humana é considerada essencialmente uma 
experiência social, no seio da qual cada um vai elaborando continuamente significado. 
Portanto, considera que o papel da investigação é reconstruir a referida experiência, 
recorrendo a métodos que se baseiem directamente nela ou se aproximem dela. Assim, 
considera que os investigadores devem estar preocupados em compreender o pensamento 
subjectivo dos participantes, não prescindindo no entanto, de analisarem os dados 
atendendo ao seu próprio ponto de vista, já que as experiências dos participantes devem ser 
explicadas tendo em conta tanto as regras do seu contexto social, como as do investigador 
e comunidade científica. Para Ponte (2006), duas correntes apoiam e orientam 
teoricamente uma abordagem na perspectiva interpretativa: (i) a fenomenologia, cuja 
preocupação é entender os fenómenos em situações particulares; e (ii) o interaccionismo 
simbólico, que pressupõe que a interpretação que medeia a experiência humana, é produto 
da interacção social e vai evoluindo à medida que aumentam as experiências do dia-a-dia. 
Tomando como referência este quadro conceptual e dado que com este estudo se procurou 
perceber o processo de desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de 
números racionais (SMDR) de alunos do 6.º ano de escolaridade, no âmbito da realização 
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de uma unidade de ensino (UE), adoptou-se o paradigma interpretativo, o mais pertinente 
para o estudo realizado. 
 
 
6.2 DESIGN DO ESTUDO 
 
Uma das abordagens da investigação interpretativa é o estudo de caso (Bogdan & 
Biklen, 1994; Erickson, 1986; Lessard-Hérbert et al., 1990; Merriam, 1998; Ponte, 1994, 
2006; Yin, 2003). Segundo Lessard-Hébert et al. (1990), este design visa conhecer o 
“como” e os “porquês” de uma entidade bem definida – o caso – quando o “campo de 
investigação é: (i) o menos construído, portanto o mais real; (ii) o menos limitado, portanto 
o mais aberto; e (iii) o menos manipulável, portanto o menos controlado. Para os autores, 
com este design o investigador estuda em profundidade casos particulares, abordando o seu 
campo de investigação a partir do interior, o que implica um envolvimento pessoal. 
Salientam que para compreender o objecto de estudo, o investigador tem de ter uma 
participação activa na vida dos sujeitos observados e fazer uma análise em profundidade 
do tipo introspectiva. Reconhecem aqui, uma atitude própria das abordagens qualitativas 
situadas no âmbito do paradigma interpretativo. Isto não significa que investigação 
qualitativa seja equivalente a estudo de caso, ou que não se possa utilizar dados 
quantitativos num estudo de caso. Segundo Merriam (1998), o que se pode dizer é que a 
lógica deste tipo de investigação deriva da visão do mundo subjacente à abordagem 
qualitativa. Para a autora, a abordagem qualitativa assume a existência de múltiplas 
realidades e um mundo em função da percepção pessoal e da interacção da pessoa com ele. 
Salienta que nesta abordagem a realidade é considerada como um fenómeno altamente 
subjectivo que é preciso interpretar em vez de medir e que mais do que os factos, são as 
concepções das pessoas que constituem a base da percepção. Assim, considera que o 
objectivo supremo da abordagem qualitativa é compreender o significado de uma 
experiência, pelo que este tipo de investigação deve assumir um carácter exploratório, 
indutivo e enfatizar os processos em detrimento dos produtos. Por conseguinte, o papel do 
investigador é observar, intuir, sentir o que está a ocorrer numa situação natural, pelo que 
esta investigação se designa muitas vezes de “naturalística” (Bogdan & Biklen, 1994; 
Merriam, 1998; Ponte, 2006).  
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Merriam (1998) destaca quatro características de um estudo de caso qualitativo: (i) 
particularístico, na medida em que o estudo se foca numa situação, acontecimento, 
programa ou fenómeno particular. Esta especificidade de foco faz com que o estudo de 
caso qualitativo seja uma modalidade especialmente boa para questões ou situações 
difíceis da prática de todos os dias, na medida em que se centra no modo como grupos 
particulares de pessoas enfrentam problemas específicos, apresentando uma visão holística 
da situação; (ii) descritivo, dado que o produto final é uma descrição rica do fenómeno em 
estudo. Para veicular o que o investigador aprendeu sobre o fenómeno são usadas palavras 
e imagens mais do que números; (iii) heurístico, já que este design de investigação 
esclarece a compreensão do fenómeno em estudo, podendo proporcionar a descoberta de 
um significado, alargar a experiência ou confirmar o que já se sabia; e (iv) indutivo, porque 
se baseia no raciocínio indutivo. Os investigadores esperam descobrir uma teoria que 
explique os dados que recolheram, já que o que caracteriza os estudos de caso qualitativos 
é a descoberta de novas compreensões, relações e conceitos. 
 Ponte (2006) salienta ainda, que embora um estudo de caso seja necessariamente 
descritivo, pode ter um profundo alcance analítico, interrogando a situação, confrontando-a 
com outras situações já conhecidas e com as teorias existentes contribuindo assim para 
gerar novas teorias e novas questões para futuras investigações. Por conseguinte, o autor 
atribui diferentes propósitos ao estudo de caso. Assim, considera-o essencialmente: (i) 
exploratório, quando se procura obter informação preliminar sobre o objecto de estudo; (ii) 
descritivo, quando se procura sobretudo descrever o objecto de estudo; e (iii) analítico, 
quando se problematiza o objecto de estudo, se constrói ou desenvolve nova teoria ou se 
confronta com teoria existente. Segundo Ponte (2006), em Educação Matemática há lugar 
para qualquer um destes tipos de estudo, no entanto, salienta os estudos de cunho analítico, 
por proporcionarem um avanço mais significativo no conhecimento. Salienta ainda, o facto 
de um caso ser uma entidade bem definida e necessariamente inserida num determinado 
contexto, pelo que importa dar atenção à sua história e ao seu contexto. Também Yin 
(2003) considera que o estudo de caso de natureza qualitativa é um design particularmente 
adequado a situações onde é impossível separar as variáveis do fenómeno do seu contexto.  
Decorrente do exposto, e atendendo ao objectivo do estudo, foram feitos três 
estudos de caso, ou seja, acompanhados os trajectos de aprendizagem de três alunos de 
uma turma do 6.º ano de escolaridade, no âmbito da realização de uma UE para o 
desenvolvimento do SMDR. Assim e de acordo com Bogdan e Biklen (1994), foi possível 
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evidenciar a unidade e identidade próprias de cada um dos casos – alunos, conhecer as suas 
especificidades, identificando dificuldades e estratégias de cada aluno a partir da sua 
perspectiva e construir evidências que suportam as respostas às questões de investigação. 
De salientar, que o estudo de caso se caracteriza pelo estudo profundo e exaustivo de um 
ou poucos objectos, permitindo conhecimento amplo e detalhado do mesmo (Teixeira, 
2003). Porém, o estudo de cada caso visou alcançar algo mais do que uma compreensão 
específica de cada aluno, visou ainda, identificar potencialidades e limitações da UE que 
contextualizou esta investigação, pelo que segundo Stake (2007) se tratam de casos com 
interesse instrumental.  
Por conseguinte, a partir do estudo aprofundado de cada caso e porque se tratava de 
casos de algum modo comparáveis - três alunos da mesma turma do 6.º ano de 
escolaridade, que realizaram a mesma UE com a mesma professora – fez-se a sua 
comparação, a fim de conhecer melhor a diversidade de realidades existentes dentro do 
mesmo grupo, ao que Ponte (2006) denomina de estudo de caso múltiplo. Segundo o autor, 
os estudos de caso múltiplos permitem compreender e contrastar muitos aspectos dos 
fenómenos que interessam a um investigador, nomeadamente quando se dispõe de casos 
suficientemente ricos e bem documentados. Salienta ainda, que embora não resolvam 
completamente o problema da generalização - que aliás nem é o objectivo deste tipo de 
investigação, cuja preocupação é produzir conhecimento acerca de objectos muito 
particulares – os estudos de caso múltiplos permitem o desenvolvimento da compreensão 
dos fenómenos e dos problemas.  
Já Bogdan e Biklen (1994) referem-se a estudos de caso múltiplos, como estudos 
que podem assumir uma grande variedade de formas, sendo uma delas, a de estudos de 
caso comparativos, onde dois ou mais estudos de caso são feitos e depois comparados e 
contrastados. Entendem que uma recolha adicional de dados serve para demonstrar a 
possibilidade de generalização ou de diversidade, pelo que alertam que a principal 
preocupação na realização de estudos de caso comparativos, deverá ser a recolha de modo 
a ilustrar-se a variedade de sujeitos. Esta preocupação foi tida em conta neste estudo, já 
que foram seleccionados sujeitos com diferentes desempenhos ao nível do seu 
desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e decimais 
(SMDID) e sentido de número racional (SNR).  
Também Lessard-Hérbert et al. (1990) referem a comparação multicasos que, no 
seu entender, visa descobrir convergências entre vários casos. Consideram que pressupõe 
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um maior controlo do campo da investigação ao nível da determinação das unidades ou 
categorias de observação e da selecção dos casos a estudar, do que o estudo de um caso 
singular. No entanto, salientam que este design de investigação permanece “relativamente 
aberto ao real tal como ele se apresenta, uma vez que a comparação se baseia no estudo 
aprofundado de cada um dos casos” (p.170).  
 
 
6.3 CRITÉRIOS DE QUALIDADE 
 
 O problema do valor do conhecimento científico remete para a noção de paradigma 
na sua dimensão normativa. Segundo Lessard-Hébert et al. (1990) saber até que ponto e em 
que condição se poderá tomar como verdadeira determinada teoria ou conclusão 
apresentada num relatório de investigação, remete para a formulação dos critérios de 
cientificidade - objectividade, validade e fidelidade - que incidem sobre todos os aspectos 
de um processo de investigação. Para os autores, uma reflexão sobre o valor do 
conhecimento científico envolve essencialmente, a questão da natureza do conhecimento e 
das suas condições de elaboração. No entanto, salientam ainda, critérios de ordem social, 
nomeadamente princípios éticos e pertinência socioprofissional.  
 
6.3.1Critérios de cientificidade 
 
 Objectividade é um conceito ambíguo que na opinião de Kirk e Miller (1986), pode 
ser definida em relação ao postulado epistemológico segundo o qual tudo no universo 
pode, em princípio, ser explicado em termos de causalidade. Neste sentido, a objectividade 
refere-se a uma causalidade externa, ligada à própria natureza e a uma verdade do mundo 
ainda por desvendar. Num segundo sentido, os autores consideram que a objectividade se 
reporta à decisão de correr um risco intelectual, o risco de se ser refutado. Aqui, a verdade 
não é considerada como um absoluto, dado que é mediada pelo sujeito conhecedor, mas 
também não é totalmente relativa, já que é construída em interacção com o mundo 
empírico, o qual opõe a sua própria resistência às concepções que a ela respeitam. 
Atendendo a esta ambiguidade, Kirk e Miller (1986) concebem a objectividade como a 
construção de um objecto científico, que passa pelo confronto dos conhecimentos ou das 
ideias com o mundo empírico, e pelo consenso social de um grupo de investigadores sobre 
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essa mesma construção, independentemente de ser procurada pelas metodologias 
quantitativas ou qualitativas. Assim, segundo os autores um projecto científico é uma 
tentativa de objectivação do mundo submetida a um certo controlo social, onde é rejeitada 
como critério de valorização do conhecimento científico, a autoridade que a pessoa do 
investigador possa representar. Por conseguinte, consideram que a objectividade de uma 
investigação qualitativa depende da validade e fidelidade das observações.  
 Validade levanta o problema de saber se os dados obtidos possuem valor de 
representação e se os fenómenos estão correctamente denominados. Kirk e Miller (1986) 
consideram diferentes aspectos de validade - aparente, instrumental e teórica. Segundo os 
autores a validade aparente baseia-se na evidência dos dados de observação, os dados 
surgem como evidentes. A validade instrumental manifesta-se quando existe coincidência 
de observações geradas por procedimentos alternativos válidos, dois instrumentos 
produzem resultados semelhantes. A validade teórica existe quando o quadro teórico 
corresponde efectivamente às observações, ou seja, a teoria confirma os factos. “Este tipo 
de validade baseia-se num exame que incide não só sobre a validade aparente e a validade 
instrumental, mas também sobre o modo como é construída a ligação inferencial entre os 
factos alvo de observação e os conceitos ou modelos teóricos a eles ligados” (Lessard-
Hébert et al., 1990, p. 70). 
 Erickson (1986) identifica cinco obstáculos que podem surgir aquando da 
construção da relação interactiva entre dados colhidos e objectivos da investigação, ou 
seja, cinco manifestações de ausência ou de debilidade da validade num processo de 
investigação qualitativa: (i) quantidade insuficiente de provas, se o investigador não obteve 
um número suficiente de evidências para confirmar determinadas asserções; (ii) 
diversidade insuficiente de provas, se o investigador carece de provas baseadas em dados 
obtidos a partir de fontes diversificadas, ou seja, não apoiou as suas asserções numa 
triangulação dos dados, dados provenientes de diferentes técnicas e instrumentos de 
recolha; (iii) interpretação errónea, se o investigador interpretou de forma errada os 
aspectos chave da complexidade da acção ou os significados atribuídos pelos actores aos 
acontecimentos e acções; ou se não fez observação durante tempo suficiente nem 
intensidade necessária; ou ainda, se foi induzido em erro por indivíduos que não confiavam 
nele ou que discordavam dos objectivos da sua investigação; (iv) ausência de investigação 
de dados divergentes ou contraditórios, se o investigador não possui dados para proceder 
ao confronto das interpretações e asserções; ou se não tentou refutar as suas hipóteses por 
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meio da recolha de dados detentor desse poder refutador, sendo levado a um enviesamento 
causado por generalização ou formulação prematuras de hipóteses no decurso da recolha 
dos dados; e (v) análise insuficiente de casos divergentes ou contraditórios, se o 
investigador não analisou suficientemente os excertos das suas notas de investigação que 
invalidam as suas hipóteses para os confrontar com os excertos que as validam. A ausência 
deste tipo de análise pode levar o investigador a rejeitar prematuramente uma asserção e/ou 
a não conseguir aperfeiçoar ou a ajustar as asserções que lhe pareceram confirmadas 
aquando de uma primeira análise.  
 Lessard-Hérbert et al. (1990) sugerem como meios de reforço da validade de uma 
investigação qualitativa: (i) a interacção entre o investigador e o grupo de participantes. 
Referem que por norma o investigador possui uma grande bagagem teórica, mas ideias 
pouco precisas acerca do que se irá passar. Usa com frequência a observação participante 
em combinação com a entrevista, que lhe permitem partilhar a vida quotidiana das pessoas 
num “face-a-face” e gerar numerosas interacções. Segundo os autores, estas interacções 
geradas entre as hipóteses emergentes e os dados aumentam as possibilidades de validar as 
hipóteses através da descoberta de irregularidades ou clivagens entre dados antecipados e 
dados colhidos. Também Kirk e Miller (1986) consideram bastante eficaz a presença do 
investigador no grupo a observar, na medida em que faz sobressair as contradições que 
possam existir entre interpretações inferidas pelo investigador e as da população alvo. 
Salientam que esta sensibilidade ao meio permitirá determinados tipos de validade próprios 
da investigação no terreno e que assim, a verificação das hipóteses surge como uma 
componente do trabalho de investigação, que nas metodologias qualitativas também se faz 
durante a fase de recolha de dados; (ii) a duração da observação associada à proximidade 
entre o investigador e o meio, que é aquele onde se movimentam os participantes da 
situação em estudo. Lessard-Hérbert et al. (1990) salientam que em práticas educativas o 
investigador não pode guardar distâncias dos seus colegas de prática se estiver preocupado 
com a validade. No que concerne à duração da observação, Lüdke e André (1986) referem 
que contrariamente aos estudos antropológicos e sociológicos, em que o investigador 
permanece no mínimo seis meses e frequentemente vários anos convivendo com o grupo, 
os estudos na área de educação têm sido muito mais curtos. Consideram que a decisão 
sobre a extensão do período de estadia no meio deve depender, acima de tudo, do tipo de 
problema a estudar e do propósito do estudo. Assim, alertam para o facto de que quanto 
mais curto o período de permanência no meio, maior a probabilidade de conclusões 
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apressadas. No entanto, salientam que um longo período de permanência, por si só, não 
garante a validade. Referem a existência de outros factores a considerar, “como a 
habilidade e experiência do investigador, a possibilidade de acesso aos dados, a 
receptividade do trabalho pelo grupo, a finalidade dos resultados, etc. (Lüdke & André, 
1986, p.30). Por conseguinte, os autores apresentam algumas sugestões para quando o 
período de observação precisa ser abreviado, nomeadamente uma intensa comunicação 
entre o investigador e as pessoas ou o grupo a ser estudado e a revelação no relatório do 
estudo dos diferentes pontos de vista das pessoas sobre o fenómeno estudado. Outra 
sugestão, recai na explicitação dos métodos e procedimentos usados pelo investigador de 
modo a que fique claro como foram obtidas as informações ou ainda, a revelação das 
apreciações dos informantes sobre a qualidade e relevância do material recolhido pelo 
investigador; (iii) a triangulação das técnicas, bem como das inferências ou conclusões 
entre vários investigadores, e investigador e indivíduos observados. A triangulação é 
considerada pela maioria dos autores como o procedimento de validação instrumental 
efectuado por meio de um confronto dos dados obtidos a partir de várias técnicas, tais 
como, a observação, a entrevista ou a análise de documentos referentes ao meio estudado. 
Lessard-Hérbert et al. (1990) alargam este conceito de triangulação à ideia de validade 
teórica quando sugerem um confronto das inferências feitas relativamente a um mesmo 
problema, seja entre vários investigadores, seja entre investigador e indivíduos observados, 
interrogados ou ligados ao estudo; e (iv) a documentação dos procedimentos utilizados. 
Segundo Lessard-Hérbert et al. (1990), no que concerne à validade interna, uma 
documentação pormenorizada dos procedimentos de investigação tem por objectivo 
estimular a crítica do eventual leitor, permitindo-lhe a possibilidade de verificação dos 
resultados. No que concerne à validade externa, consideram que a documentação 
sistemática dos procedimentos permite determinadas aberturas, tais como, a possibilidade 
de confirmação dos resultados obtidos por recurso a outras técnicas, integração dos 
resultados noutra investigação ou a síntese de diversos estudos que incidam sobre o mesmo 
objecto de análise.  
 Fidelidade remete para a possibilidade de se usarem os mesmos instrumentos e 
obter-se os mesmos resultados, ou seja, o resultado ser independente das circunstâncias da 
investigação. No entanto, (Kirk & Miller, 1986) consideram que esta definição de 
fidelidade pressupõe uma perspectiva muito redutora da mesma. Assim, distinguem três 
tipos de fidelidade interna: (i) Quixotesca, circunstâncias segundo as quais um mesmo 
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método produz consistentemente os mesmos resultados; (ii) diacrónica, estabilidade de 
uma observação no tempo e (iii) sincrónica, semelhança das observações processadas num 
mesmo período de tempo. Não implica observações idênticas, como a quixotesca, mas 
antes observações consistentes relativamente aos aspectos teóricos que interessam 
particularmente ao investigador. A fidelidade sincrónica é avaliada por comparação dos 
dados obtidos sob diferentes formas. Dado que a fidelidade se baseia essencialmente na 
explicitação dos procedimentos de observação, Kirk e Miller (1986) consideram que se 
deve privilegiar a fidelidade sincrónica nas abordagens qualitativas, enfatizando a 
importância das notas tomadas no trabalho de campo, por as considerarem como um 
instrumento útil de verificação da fidelidade. 
 
6.3.2 Critérios de ordem social 
 
 Princípios éticos. Numa investigação conduzida no campo, a responsabilidade 
ética, nomeadamente a transparência das informações prestadas aos participantes sobre os 
objectivos da investigação e sobre a garantia de confidencialidade, deve andar a par com a 
preocupação científica. Principalmente no caso de uma investigação interpretativa em que 
o investigador tem acesso a dados sobre as concepções, os significados ou os valores 
expressos mais ou menos explicitamente pelos indivíduos do estudo, dependendo a 
validade também da relação e da colaboração estabelecida entre investigador e 
participantes. Assim, Erickson (1986) salienta dois princípios éticos que devem orientar o 
investigador: (i) informar, logo no início do trabalho de campo, os participantes sobre os 
objectivos da investigação e as actividades que pretende levar a cabo, bem como sobre as 
tarefas ou riscos que um eventual envolvimento da parte deles pode implicar; e (ii) 
proteger os participantes, principalmente os mais vulneráveis, contra riscos psicológicos ou 
sociais. Para estabelecer e manter uma relação de confiança e de colaboração com os 
indivíduos o autor sugere que o investigador mantenha: (i) uma certa neutralidade de 
juízos; (ii) a confidencialidade, não formulando comentários relativos às observações feitas 
sobre os indivíduos, junto destes; (iii) o envolvimento dos informadores na investigação 
como se colaboradores; e (iv) a clareza das questões principais que orientam a 
investigação, bem como dos procedimentos a utilizar a fim de inspirar confiança nos 
indivíduos envolvidos. 
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 Pertinência socioprofissional. A investigação não pode ter como único objectivo o 
aperfeiçoamento do discurso teórico, mas também, a confirmação de uma transferência 
possível para as aplicações profissionais, caso contrário, correrá o risco de ser 
desacreditada. Lessard-Hérbert et al. (1990) justificam as considerações anteriores, com a 
investigação no campo da educação. Salientam que não faz qualquer sentido que a 
investigação no referido campo se limite apenas a uma preocupação com a validade 
interna, ao nível da coerência lógica e da afinação do discurso teórico, e não tenha em 
conta as exigências das situações educativas e das pessoas que as vivem, tanto no que se 
refere ao processo como ao resultado da investigação. Assim, os autores consideram que o 
critério da pertinência socioprofissional é aplicável à investigação no campo da educação 
em geral, e que é em resposta a este critério que se situa a selecção de uma metodologia 
qualitativa e não o inverso. 
 
6.3.3 Qualidade do estudo 
  
A credibilidade deste estudo foi uma preocupação ao longo do mesmo. Por 
conseguinte, procurou atender-se a cada um dos critérios de cientificidade e de ordem 
social anteriormente explanados. Porém, Ponte (2004) alerta para o facto de nos estudos de 
caso de natureza qualitativa, o problema da credibilidade nunca poder ser completamente 
resolvido, dada a natureza do saber construído e a relevância da perspectiva teórica e estilo 
do investigador neste tipo de investigação. De facto, esta investigação foi essencialmente 
baseada em trabalho de campo, por isso de natureza empírica, tentando tirar todo o partido 
possível de múltiplas fontes de evidência como observações, entrevistas e documentos 
(Yin, 2003). Por conseguinte, a investigadora foi o principal instrumento de recolha de 
dados, uma vez que como refere Ponte (1994b) não há “nada que substitua a sua 
perspicácia observadora, bem como a riqueza das suas perspectivas de análise” (p.14). No 
entanto, e conforme sugere o autor, as conclusões apresentadas foram validadas com 
alguma realidade confirmada pelos participantes, para que não sejam tidas como 
resultantes da imaginação mais ou menos fértil da investigadora. Por consequência, são 
apresentadas as evidências obtidas, com a possibilidade de verificação, bem como os 
processos de tratamento dessas evidências usados pela investigadora, conforme recomenda 
Ponte (2004b). Houve também a preocupação de se proceder à triangulação, 
nomeadamente técnica e teórica. Assim, usaram-se várias técnicas de recolha de dados, 
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com o intuito de se explicar o fenómeno de forma aprofundada e perceber toda a sua 
riqueza e complexidade e foi feito ainda, o confronto das inferências entre investigadora e 
indivíduos observados. Ocorreu coincidência de observações, dado que houve 
instrumentos diferentes a produzirem os mesmos resultados, como por exemplo testes e 
entrevistas e ainda, correspondência entre o quadro teórico e as observações. A 
consistência das observações relativamente aos aspectos teóricos que interessavam 
particularmente à investigadora permitem reclamar a fidelidade sincrónica desta 
investigação, referida por Kirk e Miller (1986). Porém, Ponte (2006) salienta que estes 
estudos, quando comparados com outras abordagens, perdem irremediavelmente em 
fidelidade, uma vez que os objectos de estudo são multifacetados e em constante evolução, 
pelo que não se pode afirmar que a repetição das operações do estudo produzam os 
mesmos resultados. No entanto, reconhece que ganham em validade interna, dado que as 
conclusões apresentadas correspondem a alguma realidade reconhecida pelos próprios 
participantes, não sendo apenas uma construção da imaginação do investigador.  
 Os propósitos e as actividades do estudo foram do total conhecimento dos 
participantes da investigação, como foram tomadas todas as diligências no sentido destes 
serem protegidos de eventuais riscos decorrentes da investigação. Assim, a investigadora 
foi para o campo antes e depois da realização da unidade para o ensino-aprendizagem da 
multiplicação e divisão de números racionais. Esta antecipação da ida para o campo teve 
como intuito minimizar o “efeito do observador”, designação dada por Bogdan e Biklen 
(1994) às modificações de comportamento, provocadas pela presença do investigador, nas 
pessoas que pretende estudar. A investigadora também não acabou abruptamente a 
investigação, tendo visitado o campo posteriormente, embora com menos frequência até 
acabar por não voltar. Bogdan e Biklen (1994) consideram esta transição psicologicamente 
eficaz tanto para investigadores como para os participantes do estudo. Dado que a UE 
realizada neste estudo deixa a possibilidade de uma transferência para aplicações 
profissionais, bem como o conhecimento de algumas das dificuldades com que os alunos 
se podem deparar e estratégias a que podem recorrer durante o ensino-aprendizagem da 
multiplicação e divisão de números racionais, este estudo apresenta pertinência 
socioprofissional.  
 De acordo com Ponte (2004b) os estudos de caso não se usam para conhecer 
propriedades gerais de toda uma população, mas para compreender melhor um caso 
específico. Esclarece que o objectivo dos referidos estudos não é generalizar os seus 
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resultados, mas produzir conhecimento acerca de um objecto muito particular, pelo que 
não se coloca a questão da generalização. No entanto, de acordo com Yin (2003), o estudo 
de caso permitirá fazer generalizações para a teoria e não para populações ou universos, 
sendo estas últimas, apenas possíveis depois de um estudo pormenorizado de casos 
particulares (Erickson, 1986). Também Teixeira (2003) salienta que a análise de algumas 
unidades de determinado universo permite a compreensão da generalidade dos objectos ou, 
pelo menos, o estabelecimento de bases para uma investigação posterior, mais sistemática 
e precisa.  
 
 
6.4 PROCEDIMENTOS DE CARÁCTER METODOLÓGICO 
 
Dado que com esta investigação se estudaram as trajectórias de aprendizagem de 
três alunos de uma turma do 6.º ano de escolaridade, no âmbito da realização de uma UE 
para o desenvolvimento do SMDR, foram participantes no trabalho de campo, para além 
da investigadora, uma turma do 6.º ano de escolaridade, à qual pertenciam os três alunos-
caso, e a sua professora de Matemática. A recolha de dados realizou-se durante o ano 
lectivo de 2007/2008, mais precisamente, durante o mês de Abril de 2008, período previsto 
para o ensino-aprendizagem do referido tópico, no plano a médio prazo de Matemática da 
escola onde decorreu a investigação. Para a recolha de dados recorreu-se à observação 
participante, entrevistas e análise documental. Neste estudo a análise de dados esteve 
presente em vários estágios desta investigação, tornando-se mais formal e sistemática após 
o encerramento da recolha de dados, momento em que se deu início à fase mais formal. 
Assim, depois de uma primeira fase de análise de dados durante a sua recolha, seguiu-se 
uma segunda fase após a sua recolha, com um maior nível de profundidade, tendo-se 
recorrido à análise de conteúdo e à análise de discurso como tipologias de análise.  
 
6.4.1 Participantes 
 
 Uma importante estratégia de trabalho no mundo da educação é a colaboração, não 
devendo, no entanto, ser considerada como um fim em si mesma, mas um meio para atingir 
certos objectivos (Boavida & Ponte, 2002). Atingir o objectivo proposto nesta investigação 
pressupôs a realização de trabalho colaborativo entre investigadora e uma professora do 2.º 
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ciclo, na esperança de que resultasse desta colaboração, momentos únicos de co-
aprendizagem, à semelhança do que aconteceu noutros trabalhos de investigação que 
realizaram em colaboração. 
 
A utilização do termo colaboração é adequada nos casos em que os diversos 
intervenientes trabalham conjuntamente, não numa relação hierárquica, mas 
numa base de igualdade de modo a haver ajuda mútua e a atingirem 
objectivos que a todos beneficiem. (…) embora na colaboração os papéis 
dos parceiros possam ser diferenciados e possam existir, à partida, 
diferenças de estatuto (…). (Boavida & Ponte, 2002, p. 45). 
 
Dado que nem sempre é fácil instituir e manter em funcionamento um grupo 
colaborativo, a escolha da professora ficou a dever-se principalmente, ao facto desta 
colaborar com a investigadora desde 2002 em investigações ligadas ao ensino-
aprendizagem de números racionais (nomeadamente durante a elaboração da sua 
dissertação de mestrado) e ter manifestado grande interesse e disponibilidade em continuar 
essa colaboração, logo que teve conhecimento do pré-projecto desta investigação. Para 
Boavida e Ponte (2002) quando um grupo colaborativo se estabelece por iniciativa dos 
respectivos intervenientes e “com um objectivo e um programa de trabalho claramente 
assumido, constitui um dispositivo com um grande poder realizador” (p. 45).  
A professora tem o curso de Professores do Ensino Básico 2.º Ciclo – Variante 
Ciências da Natureza e Matemática e aquando esta investigação, tinha dezassete anos de 
experiência de ensino. Era efectiva há quinze anos, numa escola particular da cidade de 
Fátima onde decorreu a investigação. Durante o ano lectivo, 2007/2008, em que decorreu o 
trabalho de campo, a professora leccionava Matemática aos alunos de duas turmas do 6.º 
ano de escolaridade, os mesmos a quem leccionou a referida disciplina no 5.º ano de 
escolaridade.  
A escolha da turma onde se realizou a UE deste estudo resultou essencialmente da 
compatibilidade de horários da turma com os da investigadora, a fim de se tornar viável a 
observação participante de todas as sessões de trabalho com a turma durante a realização 
da referida unidade e ainda, a realização das entrevistas a cada um dos alunos-caso em 
contexto escolar. 
A turma era constituída por vinte e cinco alunos, dez rapazes e quinze raparigas, 
com a idade média de onze anos. A maioria dos alunos da turma era os que tinham 
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pertencido à turma do 5.º ano de escolaridade no ano transacto. Eram excepção, um aluno 
repetente e três que vieram transferidos de outras escolas.  
A escolha dos alunos-caso, ou seja, dos alunos da turma cujo trajecto de 
aprendizagem foi acompanhado durante a realização da UE, teve por base os seus 
desempenhos na realização de dois testes feitos à turma, antes de se iniciar a realização da 
referida unidade. Os pré-testes (Apêndice 2) tiveram como objectivo diagnosticar o 
SMDID, bem como o SNR e, por conseguinte, o nível de desenvolvimento do raciocínio 
multiplicativo dos alunos. Com o intuito de encontrar alguma diversidade de trajectos de 
aprendizagem no âmbito da realização da UE para o desenvolvimento do SMDR, foi 
seleccionado um aluno que obteve bom desempenho (Jacinta) nos referidos testes, outro 
que obteve médio desempenho (Francisco) e um terceiro que obteve fraco desempenho 
(Lúcia). Para perceber melhor os desempenhos que apresentaram nos pré-testes, estes 
alunos foram ainda solicitados a realizar três entrevistas (Apêndice 3) que visavam o 
mesmo objectivo dos pré-testes. 
A investigadora também leccionou durante oito anos na escola onde se realizou esta 
investigação e posteriormente, continuou a frequentá-la como supervisora de prática 
pedagógica em Matemática de alunos do curso de Professores do Ensino Básico - Variante 
Ciências da Natureza e Matemática. Realizou ainda, na referida escola e em colaboração 
com a professora que participou neste estudo, grande parte das investigações relacionadas 
com o ensino-aprendizagem de números racionais. Assim, estava facilitada e garantida à 
partida a acessibilidade ao contexto onde se realizou a investigação. Por conseguinte, toda 
a investigação realizada e em particular a recolha de dados teve por base um consentimento 
informado. Começou por se contactar a direcção da escola e posteriormente, alunos e 
respectivos encarregados de educação, para apresentar o projecto que se pretendia 
desenvolver. Foram ainda discutidas as questões do anonimato e da confidencialidade. A 
atitude dominante foi de confiança e de inteira disponibilidade para o que fosse necessário 
à investigação, tanto da parte da direcção da escola como dos alunos e respectivos 
encarregados de educação.  
 
6.4.2 Sessões de trabalho com a professora 
 
As sessões de trabalho com a investigadora e professora tiveram início em 
Setembro de 2007, aquando da planificação do ano lectivo 2007/2008 pelo grupo de 
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professores que iriam leccionar o 6.º ano de Matemática, na escola onde decorreu a 
investigação. O objectivo foi planificar e integrar a UE para o desenvolvimento do SMDR 
deste estudo, no plano a médio prazo da disciplina de Matemática. Assim, atendendo a que 
na escola eram atribuídos dois blocos de 90 minutos e um bloco de 45 minutos para a 
disciplina de Matemática no 6.º ano, no referido plano foram previstos 25 tempos (de 45 
minutos cada um) para trabalhar o referido tópico durante o mês de Abril. Por conseguinte, 
a UE desta investigação realizou-se em Abril, conforme previsto no plano a médio prazo 
de Matemática da escola, ultrapassando apenas em 1 tempo o previsto no referido plano, já 
que decorreu em 26 tempos. De salientar, que na planificação da referida unidade se optou 
por iniciar o ensino-aprendizagem da multiplicação e divisão como isomorfismo de 
medidas e posteriormente, o da multiplicação e divisão como produto de medidas, 
conforme sugerem Vergnaud (1983, 1988) e Schwartz (1988, enquanto no plano da escola 
estava previsto o ensino-aprendizagem da multiplicação e posteriormente, o da divisão.  
A planificação da UE teve início com a discussão do referencial teórico da mesma, 
ou seja, princípios básicos da Educação Matemática Realista, Teoria dos Campos 
Conceptuais, nomeadamente, no que concerne ao desenvolvimento das estruturas 
multiplicativas, e componentes consideradas essenciais para o desenvolvimento do SMDR, 
a partir de textos que a investigadora já tinha facultado à professora. Posteriormente, 
adoptaram-se as finalidades e objectivos gerais do ensino da Matemática, constantes no 
novo programa de Matemática do Ensino Básico (ME-DGIDC, 2007), com o intuito de se 
contemplar de forma integrada o estudo da multiplicação e divisão de números racionais. A 
fim de alcançar os objectivos específicos emanados do referido programa para o tópico a 
trabalhar, foram elaboradas tarefas e pensado um processo hipotético de aprendizagem 
para os alunos, ou seja, planificada uma trajectória hipotética de aprendizagem. Esta não 
sofreu qualquer alteração com os dados emanados dos pré-testes realizados pela turma, 
bem como das pré-entrevistas realizadas pelos alunos-caso, uma vez que os referidos dados 
apenas vieram confirmar os que a professora já tinha apresentado. Foram ainda discutidas a 
abordagem de ensino a adoptar em sala de aula, bem como a avaliação do conhecimento 
dos alunos. Conforme já referido, a calendarização da UE deste estudo restringiu-se à 
calendarização prevista no plano a médio prazo de Matemática da escola onde se realizou a 
referida unidade. 
A partir de Abril, mês em que se iniciou a realização da UE para o desenvolvimento 
do SMDR, as sessões de trabalho com a professora deixaram de ser limitadas às segundas-
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feiras, para passarem a ocorrer também, após a realização de cada sessão de trabalho com a 
turma. Assim, investigadora e professora reflectiam no trabalho desenvolvido na sessão 
com a turma, identificando e discutindo aspectos positivos e negativos na realização da 
UE, principalmente ao nível das tarefas planificadas e do processo de aprendizagem 
previsto para os alunos. Com base na referida reflexão e sempre que se considerou 
pertinente, foram feitas reformulações à trajectória hipotética de aprendizagem. Conforme 
já salientado, a referida reflexão foi sempre fundamentada numa análise preliminar do 
material recolhido nas observações.  
 
6.4.3 Recolha de dados 
   
Bogdan e Biklen (1994) consideram que a observação participante, a entrevista, e a 
análise documental, são as técnicas de recolha de dados mais utilizadas nos estudos 
interpretativos e em particular nos estudos de caso, argumentando que (i) permitem uma 
aproximação ao objecto de estudo durante um período de tempo alargado; (ii) facilitam a 
imersão no fenómeno que está a ser estudado; e (iii) a reorientação da forma e tipo de 
recolha, com o intuito de melhor responder às questões colocadas.  
Observação participante. A observação participante é uma técnica “adequada ao 
investigador que deseja compreender um meio social que, à partida, lhe é estranho ou 
exterior e que lhe vai permitir integrar-se progressivamente nas actividades das pessoas 
que nele vivem” (Lessard-Hébert et al., 1990, p. 155). Assim, o investigador poderá aceder 
às perspectivas dos participantes, uma vez que partilham as “mesmas” vivências. Deste 
modo, os autores consideram que a participação, ou seja, a interacção observador-
observado fica ao serviço da observação, permitindo uma recolha de dados, sobre acções, 
opiniões ou perspectivas, a que um observador exterior não teria acesso. Por conseguinte, 
na observação participante o investigador é o instrumento principal de observação, papel 
assumido pela investigadora nesta investigação, cuja observação participante incidiu em 
todas as sessões de trabalho com a turma durante a realização da UE. Não significa, no 
entanto, que não tenha sido feita uma observação informal de outras situações no contexto 
escolar. A observação participante foi acompanhada de registo das observações e 
gravações áudio e vídeo.  
 Lüdke e André (1986) reconhecem que as formas de registar os dados podem 
variar muito, dependendo da situação específica de observação. No entanto, consideram 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais 
180 
importante, principalmente do ponto de vista prático, que ao iniciar cada registo o 
observador registe o dia, a hora, o local de observação e o seu período de duração. 
Salientam ainda, a importância de se distinguir, em termos visuais, as informações 
essencialmente descritivas, as falas, as citações, das pessoais do observador. Segundo os 
autores, a existência de um suporte para o registo das observações, que tenha em conta os 
referidos aspectos, facilita o arquivamento e posterior classificação do mesmo. Dado que 
nem sempre é viável a um observador participante fazer anotações no momento das 
observações, uma vez que pode comprometer a interacção com o grupo, Lüdke e André 
(1986) sugerem que o observador as faça o mais rápido possível, para que não precise 
confiar muito na memória, subitamente falível. Razão pela qual, também é importante que 
o observador tenha em seu poder um suporte organizado para o registo das observações, 
onde constem os principais aspectos a ter em conta no registo das mesmas (Apêndice 7). 
As gravações áudio ocorreram sempre que se realizou trabalho em pequenos 
grupos, nos três grupos em cujo um dos elementos era um aluno caso. As gravações vídeo 
ocorreram principalmente nos momentos de apresentação do trabalho, realizado por cada 
um dos pequenos grupos, ao grupo turma, ou seja, durante a discussão em plenário. Porém, 
também foram feitas gravações vídeo de alguns momentos de discussão nos pequenos 
grupos de trabalho, que não eram alvo de gravação áudio. Este facto também ajudou a 
dissipar algum efeito perturbador no seio da turma, que pudesse ser causado pela existência 
de gravação áudio apenas nos grupos dos alunos-caso. Todas as gravações foram 
visionadas após a realização de cada sessão com a turma e transcritas as partes 
consideradas importantes. Apesar de Merriam (1998) referir que este método de recolha de 
dados pode ter carácter obstrutivo, também reconhece que este poderá diluir-se a partir do 
momento em que os alunos se comecem a familiarizar com os mesmos. Assim, e dada a 
sua acessibilidade ao campo de investigação, a investigador realizou algumas gravações 
informais em sessões com a turma, antes de se iniciar as sessões de realização da UE deste 
estudo. 
Uma análise preliminar dos dados emanados da observação participante, 
principalmente das sessões de trabalho com a turma – transcrições dos registos áudio e 
vídeo, registos escritos da investigadora e da professora e produções dos alunos – serviu de 
suporte para a reflexão e discussão ao longo das sessões de trabalho com a professora, 
permitindo regular a UE e sempre que pertinente, proceder à reformulação da trajectória 
hipotética de aprendizagem. Serviu ainda, de suporte para a elaboração das entrevistas. 
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Após o término da recolha de dados, uma análise mais profunda dos referidos dados e sua 
triangulação com os dados resultantes de outras fontes - entrevistas e análise documental - 
serviu de fonte de evidências para a redacção de cada caso e posterior comparação dos 
casos.  
A entrevista. No âmbito da investigação qualitativa a entrevista pode ser usada com 
outras técnicas de recolha de dados, nomeadamente com a observação (Bogdan & Biklen, 
1994; Lessard-Hébert et al., 1990; Lüdke & André, 1986). Segundo Stake (2007) os 
estudos de caso servem essencialmente para obter as descrições e as interpretações dos 
outros. Logo, considera que “os investigadores qualitativos têm orgulho em descobrir e 
retratar as múltiplas perspectivas sobre o caso” (p.81), pelo que a entrevista é a principal 
via para as realidades múltiplas.  
 Segundo Lüdke e André (1986) a grande vantagem da entrevista em relação a 
outras técnicas é a de obtenção imediata e corrente da informação desejada, com 
praticamente qualquer tipo de informante e sobre os mais variados tópicos. Salientam que 
uma entrevista pode permitir o aprofundamento de pontos levantados por outras técnicas 
de recolha de dados, mas de alcance mais superficial, bem como a possibilidade de 
correcções, esclarecimentos e adaptações que a tornam de sobremodo eficaz na obtenção 
das informações desejadas. Também Ghiglione e Matalon (1993) salientam que o recurso à 
entrevista permite “compreender fenómenos como as atitudes, as opiniões, as preferências, 
as representações, etc., que só são acessíveis de uma forma prática pela linguagem, e que 
só raramente se exprimem de forma espontânea” (p. 15). Referem que muitas vezes não é 
suficiente observar um comportamento, mas preciso saber como é que o indivíduo o 
explica, que significado tem para ele, o que não poderemos saber caso não o explicite.  
Lessard-Hébert et al. (1990) referem duas categorias de entrevistas: (i) a orientada 
para a resposta – que se caracteriza pelo facto do entrevistador manter o controlo do 
decurso de todo o processo, pelo que a consideram na maioria das vezes estruturada ou 
pelo menos semi-estruturada e referenciada a um quadro preestabelecido. Referem que a 
semi-estruturada, tal como a estruturada, visa a recolha de informação, no entanto não 
considera de modo absoluto a ordem de aparição das informações no desenvolvimento do 
processo; e (ii) a orientada para a informação – que segundo os autores visa circunscrever a 
percepção e o ponto de vista de uma pessoa ou de um grupo de pessoas numa situação 
dada. Consideram que embora o processo possa ser mais ou menos estruturado é o 
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entrevistado que impõe o grau de estruturação, pelo que designam este tipo de entrevista de 
não estruturada, por não ser estruturado do ponto de vista do entrevistador.  
Lüdke e André (1986) referem as entrevistas menos estruturadas como as mais 
indicadas para a investigação que se faz em educação, dado que as informações que se 
pretendem obter, bem como os informantes a contactar, se abordam de forma mais 
conveniente através de um instrumento mais flexível. No entanto, Bogdan e Biklen (1994) 
salientam que é com as entrevistas semi-estruturadas que se fica com a certeza de obter 
dados comparáveis entre os vários sujeitos. Também Ghiglione e Matalon (1993) 
consideram três tipos de entrevistas, as não-estruturadas, as semi-estruturadas e as 
estruturadas ou estandardizadas, cuja escolha consideram depender dos objectivos da 
investigação (Tabela 6.1). Dado que com este estudo se pretendia verificar e aprofundar o 
modo como os alunos desenvolvem o SMDR, recorreu-se à entrevista semi-estruturada. 
 
Tabela 6.1: Adequação entre o objectivo da investigação e o tipo de entrevista (Ghiglione & 
Matalon, 1993, p.94) 
Entrevista 
Investigação 
Não-Estruturada Semi-Estruturada Estruturada 
Controlo   X 
Verificação  X X 
Aprofundamento X X  
Exploração X   
 
Segundo Ghiglione e Matalon (1993) a entrevista semi-estruturada caracteriza-se 
pela existência de um guião previamente preparado que serve de eixo orientador ao 
desenvolvimento da entrevista. Assim, procura garantir-se que os diversos participantes 
respondam às mesmas questões, não se exigindo, no entanto, uma ordem rígida nas 
mesmas. O desenvolvimento da entrevista vai-se adaptando ao entrevistado, mantendo-se 
um elevado grau de flexibilidade na exploração das questões. No entanto, os autores 
salientam que o esquema da entrevista estrutura o entrevistado, impondo-lhe um quadro de 
referência. Assim, a preparação das entrevistas para esta investigação teve em conta, por 
um lado a estrutura temática que foi necessária contemplar para que se pudesse responder 
às questões do estudo e por outro, os interesses e sentimentos dos participantes, 
proporcionando-lhes a oportunidade de os exprimirem sem se sentirem manipulados pela 
investigadora.  
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Conforme referem Lüdke e André (1986), há uma série de cuidados requeridos por 
qualquer tipo de entrevista. Desde o respeito pelo entrevistado, que envolve um local e 
horário marcados e cumpridos de acordo com a sua conveniência até à garantia do sigilo e 
anonimato, bem como o respeito pelo seu universo próprio, as suas opiniões, as impressões 
e o material em que a investigação está interessada. Também alertam para a grande 
capacidade requerida ao entrevistador para ouvir atentamente e estimular o entrevistado, 
não devendo a referida estimulação, forçar o rumo das respostas, mas garantir um clima de 
confiança, para que o entrevistado se sinta à vontade para se expressar livremente. Bogdan 
e Biklen (1994) referem ainda, que na condução da entrevista o entrevistador deve colocar 
questões claras e de aprofundamento, mas alertam também, para que não induza respostas 
predeterminadas, mas manifeste apoio e reconhecimento, comunicando neutralidade e 
sensibilidade.  
Lüdke e André (1986) sugerem o uso de um roteiro que guie a entrevista através 
dos tópicos principais a abordar, não só para garantir que se tratarão com os entrevistados 
temas que lhes são familiares, mas também seguir uma ordem lógica entre os assuntos, dos 
mais simples para os mais complexos e ainda, uma ordem psicológica. Segundo os autores, 
a ordem psicológica visa evitar saltos bruscos entre as questões, permitindo o seu 
aprofundamento gradual e impedindo que questões complexas colocadas prematuramente 
acabem por bloquear as respostas às questões seguintes. 
Por conseguinte, de acordo com Foddy (1996), frequentemente as perguntas 
incluídas nas entrevistas não atingem os objectivos específicos que lhes estão associados. 
Refere que apesar do cumprimento das normas relativas à construção de perguntas (ver 
Foddy, 1996, pp. 203 - 204) reduza o número das que levantam problemas, não garante a 
ausência de todos eles. Por outro lado, embora reconheça o pré-teste das entrevistas como 
um procedimento dificilmente criticável, considera-o mais vocacionado para detectar 
problemas relativos a dificuldades sentidas pelos entrevistadores do que propriamente para 
identificar os relacionados com a forma como os entrevistados interpretam as perguntas. 
Assim, no quadro da investigação em ciências sociais, considera indispensável que se 
testem em profundidade quer as perguntas potencialmente difíceis, quer determinadas 
palavras-chave usadas nas perguntas. Sugere então, três tipos diferentes de procedimentos 
que permitem testar a forma como as perguntas são interpretadas: (i) pedir aos 
entrevistados que reescrevam as perguntas pelas suas próprias palavras; (ii) usar a “dupla 
entrevista”, em que após responderem à pergunta os entrevistados são questionados sobre 
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como chegaram às respectivas respostas; e (iii) solicitar aos entrevistados que “pensem 
alto” enquanto formulam as respostas. Segundo Foddy (1996), a experiência acumulada 
sobre estes procedimentos não é ainda suficiente para que se possam fazer comparações e 
estabelecer uma hierarquia credível sobre as virtualidades e limites de cada um, pelo que 
recomenda, sempre que possível, o recurso a pelo menos dois deles. Assim, com o intuito 
de detectar problemas relacionados com a forma como os entrevistados interpretavam as 
perguntas, nas entrevistas realizadas nesta investigação recorreu-se à “dupla entrevista” e 
solicitaram-se os entrevistados a “pensarem alto”. 
 Segundo Lüdke e André (1986) não há receitas infalíveis a serem seguidas, mas 
cuidados a ter, que aliados à inventiva honesta e atenta do entrevistador levarão a uma boa 
entrevista. Assim, referem como um desses cuidados a “atenção flutuante”, ou seja, o 
entrevistador precisa de estar atento ao roteiro preestabelecido e às respostas que vai 
obtendo ao longo da interacção, mas também a “toda uma gama de gestos, expressões, 
entonações, sinais não-verbais, hesitações, alterações de ritmo, enfim, toda uma 
comunicação não verbal cuja captação é muito importante para a compreensão e a 
validação do que foi efectivamente dito (p.36) ”. Argumentam que o discurso verbalizado 
não pode ser aceite como expressão da verdade ou mesmo do que pensa ou sente o 
entrevistado, sem uma análise e interpretação desse discurso à luz de toda aquela 
linguagem mais geral e ainda, o confronto com outras informações da investigação e dados 
sobre o entrevistado.  
 Outro aspecto importante da entrevista passa pela forma de registo dos dados 
obtidos. Bogdan e Biklen (1994) e Lüdke e André (1986) referem que as mais comuns são 
a gravação áudio e a anotação durante a entrevista. Os autores reconhecem que a gravação 
áudio tem a vantagem de registar todas as expressões orais de imediato embora não registe 
as faciais, os gestos, as mudanças de postura. Porém, deixam o entrevistador livre para 
prestar toda a atenção ao entrevistado e fazer registos susceptíveis de não serem áudio 
gravados, como os reflexivos e a linguagem não verbal. Foi o que ocorreu com as 
entrevistas realizadas durante esta investigação, das quais emanaram ainda produções 
escritas dos alunos, que lhes foram sendo solicitadas durante a realização das mesmas. As 
gravações áudio das entrevistas foram transcritas e trianguladas com os registos feitos pela 
investigadora e produções dos alunos. 
 Por conseguinte, nesta investigação foram realizadas 15 entrevistas individuais aos 
três alunos-caso (Tabela 6.2), com duração de 45 minutos cada uma, com registo áudio e 
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escrito. O local para a realização das entrevistas foi a própria escola, dado que se pretendia 
que os alunos falassem das suas experiências de aprendizagem no seu ambiente natural. 
Assim, depois de realizarem os pré-testes e antes de se dar início à realização da UE para o 
desenvolvimento do SMDR, cada um dos alunos-caso realizou três entrevistas 
individualmente (Apêndice 3), a fim de se identificarem as suas estratégias e dificuldades 
na resolução de tarefas de multiplicação e divisão de números inteiros e decimais e de 
conceito de número racional em contextos significativos. Uma análise preliminar dos 
dados emanados destas entrevistas – transcrições dos registos áudio trianguladas com 
registos escritos da investigadora e produções dos alunos - foi tida em conta na elaboração 
da UE.  
Durante a realização da UE, os alunos-caso realizaram quatro entrevistas 
individualmente (Apêndice 4). Assim, foram entrevistados sempre que terminava a 
exploração de cada um dos tópicos estudados no âmbito da realização da UE, que 
obedeceu à seguinte sequência: (i) multiplicação como isomorfismo de medidas (MIM); 
(ii) divisão como isomorfismo de medidas – medida (DIM – M); (iii) divisão como produto 
de medidas – partilha (DIM – P); e (iv) multiplicação como produto de medidas (MPM) e 
divisão como produto de medidas (DPM). Note-se que a mesma sequência foi dada ao 
ensino-aprendizagem da multiplicação e divisão de números racionais durante a realização 
da UE. 
Com estas entrevistas pretendia-se identificar as estratégias e dificuldades dos 
alunos, na resolução de tarefas de multiplicação e divisão de números racionais em 
contextos significativos, durante o ensino-aprendizagem dos referidos tópicos. Uma análise 
preliminar dos dados emanados destas entrevistas – transcrições dos registos áudio 
trianguladas com registos escritos da investigadora e produções dos alunos - foi tida em 
conta nas reflexões realizadas nas sessões de trabalho com a professora durante a 
realização da UE e ainda, na elaboração das entrevistas seguintes.  
Terminada a realização da UE para o desenvolvimento do SMDR, os alunos-caso 
realizaram quatro entrevistas individuais (Apêndice 6), que repetiram seis meses depois. 
Estas tiveram como objectivo identificar, respectivamente a aquisição e a retenção do 
SMDR por cada um dos alunos-caso.  
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Tabela 6.2: Calendarização das entrevistas 
Entrevistas Tópicos Calendarização 
1.ª Antes da UE 
MIM e MPM de números inteiros e 
decimais 
Março de 2008 
2.ª Antes da UE 
DIM e DPM de números inteiros e 
decimais 
3.ª Antes da UE Conceito de número racional 
4.ª Durante a UE MIM de números racionais 
Abril de 2008 
5.ª Durante a UE DIM – M de números racionais 
6.ª Durante a UE DIM – P de números racionais 
7.ª Durante a UE MPM e DPM de números racionais 
8.ª Fim da UE MIM de números racionais 
Maio de 2008 
9.ª Fim da UE DIM - M de números racionais 
10.ª Fim da UE DIM – P de números racionais 
11.ª Fim da UE MPM e DPM de números racionais 
12.ª Seis meses depois da UE MIM de números racionais 
Dezembro de 
2008 
13.ª Seis meses depois da UE DIM – M de números racionais 
14.ª Seis meses depois da UE DIM – P de números racionais 
15.ª Seis meses depois da UE MPM e DPM de números racionais 
 
Após o término da recolha de dados, uma análise mais profunda dos dados 
emanados das entrevistas – transcrições dos registos áudio trianguladas com registos 
escritos da investigadora e produções dos alunos - e sua triangulação com os dados 
resultantes de outras fontes - Observação e análise documental - serviu de fonte de 
evidências para a redacção de cada caso e posterior comparação dos casos.  
A análise documental. Os documentos são uma fonte de recolha de dados que 
segundo Yin (2003) deve ser usada em quase todo o tipo de estudos de caso, na medida em 
que o seu uso é sobretudo importante na corroboração e confirmação da evidência sugerida 
por outro tipo de fontes de dados. São considerados documentos qualquer tipo de material 
escrito que possa ser usado como fonte de informação sobre o comportamento humano, 
sendo que a análise documental busca identificar informações factuais nos documentos a 
partir de questões ou hipóteses de interesse (Lüdke & André, 1986).  
Neste estudo, a análise documental incidiu sobretudo nas produções escritas dos 
alunos, nomeadamente as resultantes dos testes realizados antes (Apêndice 2) e após 
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(Apêndice 5) a realização da UE, as resultantes das sessões de trabalho com a turma 
durante a realização da UE e as resultantes das entrevistas. Foram ainda analisados registos 
de natureza biográfica e registos relativos ao percurso escolar de cada um dos alunos-caso. 
Uma análise preliminar dos dados emanados das produções dos alunos, 
nomeadamente dos pré-testes, pré-entrevistas, das sessões de trabalho com a turma e 
entrevistas durante a realização da UE, serviu de suporte para a reflexão e discussão ao 
longo das sessões de trabalho quer com a professora, quer com a turma e elaboração das 
entrevistas seguintes. Após o término da recolha de dados, uma análise mais profunda dos 
dados emanados da análise documental e sua triangulação com os dados resultantes de 
outras fontes - observação e entrevistas - serviu de fonte de evidências para a redacção de 
cada caso e posterior comparação dos casos.  
 
6.4.3 Análise e interpretação de dados 
 
Para vários autores (Lessard-Hébert et al., 1990; Lüdke & André, 1986; Merriam, 
1998; Teixeira, 2003; Yin, 2003), num trabalho qualitativo, a recolha de dados e a sua 
análise são duas etapas disjuntas e sequenciais, mas intimamente ligadas, pelo que a 
análise de dados acontece à medida que os dados vão sendo recolhidos. A intenção é que 
após cada fase de recolha de dados, estes sejam analisados tendo em conta o problema e o 
enquadramento teórico desenvolvido, o que por sua vez poderá levar a (re) equacionar os 
objectivos e as estratégias para a fase seguinte. Lüdke e André (1986) salientam que desde 
o início do estudo se usam procedimentos analíticos para se verificar a pertinência das 
questões seleccionadas frente às características específicas da situação estudada. Assim, 
são tomadas várias decisões sobre áreas que necessitam de maior exploração, aspectos a 
enfatizar, outros a eliminar e novas direcções a tomar. Os autores referem que estas 
escolhas são feitas a partir de um confronto entre os princípios teóricos do estudo e o que 
vai sendo “aprendido” durante a investigação.  
Por conseguinte, a recolha e a análise de dados devem estar intimamente ligadas, 
recomendações que se procuraram seguir nesta investigação, mas também um dos 
pressupostos em que se baseou o desenvolvimento da UE, pelo que a primeira fase de 
análise de dados ocorreu ao longo da sua recolha. Assim, os dados resultantes das 
produções dos alunos na realização dos pré-testes (Março 2007) foram alvo de uma 
primeira análise logo após a sua recolha, uma vez que foi com base na referida análise que 
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se seleccionaram os alunos-caso. Esta análise foi ainda tida em conta na planificação da 
UE, bem como a primeira análise dos dados resultantes das pré-entrevistas realizadas a 
cada um dos alunos-caso (Março 2007). Com o início da realização da UE (Abril 2007) e 
após cada uma das sessões de trabalho com a turma, foi também feita uma primeira análise 
dos dados resultantes da observação participante. Esta análise fomentou a reflexão feita nas 
sessões de trabalho com a professora que se seguiam às sessões de trabalho com a turma e, 
por consequência, as reformulações à UE e a elaboração das entrevistas durante a 
realização da referida unidade.  
Assim, a primeira fase de análise requereu a classificação e organização dos dados 
resultantes da observação participante, entrevistas e análise documental e permitiu 
organizar ideias, clarificar as questões de investigação, definir as categorias de análise e a 
estrutura dos casos. Terminada a recolha de dados, seguiu-se uma fase mais formal da sua 
análise. Segundo Lüdke e André (1986), nesta fase o investigador já tem uma ideia mais ou 
menos clara das possíveis direcções teóricas do estudo, pelo que irá procurar destacar as 
principais descobertas da investigação. Porém, salientam que a classificação e organização 
dos dados preparam uma fase mais complexa de análise que ocorre à medida que o 
investigador se reporta às suas descobertas. Alertam ainda, que uma apresentação dos 
dados de forma clara e coerente implica que o investigador reveja as suas ideias iniciais, as 
repense e reavalie, pois novas ideias podem surgir nesse processo.  
De acordo com Bogdan e Biklen (1994), as categorias de análise surgem à medida 
que se vão recolhendo os dados, facto ocorrido neste estudo. Porém, de um modo geral, 
estas coincidiram com as emanadas do referencial teórico, que se revelaram suficientes, o 
que segundo Lüdke e André (1986), ocorre sempre que a sua amplitude e flexibilidade 
permitem abranger a maior parte dos dados. Por conseguinte, o referencial teórico do 
estudo forneceu a base de conceitos a partir dos quais foi feita a classificação de dados, ou 
seja, as componentes do sentido de operação (Tabela 4.2), tendo sido a componente 
relativa aos diferentes significados e contextos das operações, especificada para o caso da 
multiplicação e divisão de números racionais, dada a sua complexidade e importância no 
desenvolvimento do sentido destas operações (Tabela 6.3). Os dados que emanaram dos 
pré-testes e pré-entrevistas realizados pelos alunos-caso, com o intuito de verificar o seu 
sentido de número racional, foram analisados com base nas componentes do sentido de 
número racional (Tabela 4.3). 
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Porém, da análise de dados emanou a necessidade de se enfatizar mais um 
significado da divisão no âmbito do produto de medidas, uma vez que os alunos 
evidenciaram pouca familiaridade com situações que envolvem a divisão como factor em 
falta, ao contrário do que ocorreu com a divisão como medida em falta. Da referida análise 
emanou ainda, o recurso a dois modelos que não surgem no referencial teórico deste 
estudo, a fracção e a equação   !  . Assim, a classificação proposta para situações a 
modelar pela multiplicação e divisão de números racionais (Tabela 4.4) passa a integrar o 
referido significado da divisão, ou seja, a divisão como produto de medidas – factor em 
falta, bem como os referidos modelos, ou seja, a fracção e a equação   !   (Tabela 
6.3). 
A estrutura dos casos foi determinada pelo objectivo do estudo e respectivas 
questões de investigação. Assim, a fim de alcançar o objectivo do estudo, acompanhou-se 
o trajecto de aprendizagem de três alunos-caso, com o intuito de identificar as estratégias e 
dificuldades evidenciadas pelos alunos, na resolução de tarefas de multiplicação e divisão 
de números racionais em contextos significativos, durante, no fim e seis meses depois da 
realização de uma UE envolvendo estes conceitos. Contudo, para perceber em 
profundidade o trajecto de aprendizagem realizado por cada aluno-caso, no âmbito da 
realização da UE para o desenvolvimento do SMDR, foi importante conhecer as suas 
estratégias e dificuldades nos tópicos considerados pré-requisitos para o desenvolvimento 
do SMDR. Por conseguinte, a estrutura comum a todos os casos, inicia-se com a 
apresentação do aluno, à qual se segue a apresentação da análise dos dados relativos ao seu 
desempenho antes da realização da UE, em cada uma das componentes do sentido da 
multiplicação e divisão de números inteiros e decimais (Tabelas 4.2 e 6.3) e de número 
racional (Tabela 4.3). Seguem-se as apresentações da análise dos dados relativos aos seus 
desempenhos durante, no fim e seis meses depois da realização da UE, em cada uma das 
componentes do SMDR (Tabelas 4.2 e 6.3). Por último, surge a interpretação da trajectória 
de aprendizagem realizada pelo aluno. De salientar, que apesar de surgirem sempre 
intimamente relacionados, os processos de análise e interpretação de dados são 
conceptualmente distintos (Teixeira, 2003). A análise visa classificar e organizar os dados 
de modo a que possam fornecer respostas às questões de investigação. Já a interpretação 
visa a procura do sentido mais amplo das respostas, mediante a sua ligação ao quadro 
teórico do estudo, ou seja, a relação entre os dados empíricos e a teoria.  
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Tabela 6.3: Categorização dos diferentes significados da multiplicação e divisão de números 
racionais 
ESTRUTURAS MULTIPLICATIVAS 
SIGNIFICADOS DA MULTIPLICAÇÃO E 
DIVISÃO 
ESTRATÉGIAS DIFICULDADES 
 
IS
O
M
O
R
F
IS
M
O
 D
E
 M
E
D
ID
A
S
 
 
Multiplicação 
 
 Grupos 
equivalentes 
 Relação 
multiplicativa 
 Esquemas 
 Modelo rectangular, 
recta numérica, tabela de 
razão 
 Multiplicação 
 Noção de que 
multiplicar 
aumenta 
Adição sucessiva 
 Não identifica a 
multiplicação 
Divisão 
 Medida 
 Esquemas 
 Fracção, tabela de razão 
e equação   !   
 Multiplicação 
 Divisão 
 
 Adição e 
subtracção 
sucessivas 
 Noção de que 
dividir diminui 
Noção de 
dividendo superior 
ao divisor 
 Não identifica a 
divisão 
 Partilha 
 Esquemas 
 Tabela de razão e 
equação   !   
 Multiplicação 
 Divisão 
 Distribuição um-
a-um 
P
R
O
D
U
T
O
 D
E
 M
E
D
ID
A
S
 Multiplicação 
 Produto de 
medidas 
 Esquemas 
 Modelo de área 
rectangular 
 Multiplicação 
 Noção de que 
multiplicar 
aumenta 
 Não identifica a 
multiplicação 
Divisão 
Medida em 
falta 
 Esquemas 
 Modelo de área 
rectangular e equação   !   
 Multiplicação 
 Divisão 
 Noção de que 
dividir diminui 
Noção de 
dividendo superior 
ao divisor 
 Não identifica a 
divisão Factor em 
falta 
 Tentativa e erro 
 Equação   !   
 Divisão 
 
Percebido o trajecto de aprendizagem realizado por cada aluno-caso no âmbito 
deste estudo, procedeu-se à sua análise transversal a fim de comparar os três casos 
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estudados. Esta comparação permitiu conhecer melhor a diversidade de realidades 
existentes dentro do mesmo grupo, conforme salienta Ponte (2006), bem como as suas 
convergências conforme salientam Lessard-Hébert et al. (1990). Deste modo, comparou-se 
o desenvolvimento do SMDR no âmbito do estudo.  
De acordo com Teixeira (2003) a análise de conteúdo é a tipologia mais 
comummente usada para representar o tratamento de dados de uma investigação no âmbito 
do paradigma interpretativo. Porém, refere a análise de discurso como uma tendência mais 
recente, que procura ir um passo adiante na análise, visando construir teoria a partir do 
significado e das explicações que os entrevistados atribuem aos eventos investigados. Por 
conseguinte, refere-se à análise de conteúdo como um conjunto de técnicas de análise de 
comunicação que visa obter, através de procedimentos sistemáticos e objectivos de 
descrição do conteúdo mensagens, indicadores (quantitativos ou não) que permitam a 
inferência de conhecimentos relativos às condições de produção/recepção das referidas 
mensagens. Já a análise de discurso é entendida pelo autor, como um método de análise de 
dados que recorre a uma série de procedimentos com o intuito de levantar inferências 
válidas a partir de um texto. Assim, procura classificar palavras, frases ou mesmo 
parágrafos em categorias de conteúdo. Segundo Teixeira (2003), nesta perspectiva de 
análise o investigador formula uma versão teórica da realidade, que pode ser usada para 
explicar a realidade, bem como fornecer um esquema de referência para a acção. Também 
Roth (2005) salienta que, 
 
Por constituir uma importante parte das transacções humanas, a análise de 
discurso é uma forma de lidar com fontes de dados que nos permitem ao 
mesmo tempo analisar e compreender, como identificar e continuamente e 
em simultâneo produzir (algo novo) e reproduzir (p.374). 
 
Segundo Fiorentini e Lorenzaro (2006) a análise de conteúdo é “uma técnica que 
tem como principal função descobrir o que está por trás de uma mensagem, de uma 
comunicação, de uma fala, de um texto, de uma prática etc.” (p.137). Já a análise de 
discurso tem como principal função “a interpretação dos processos ideológicos subjacentes 
ao discurso” (p.143). Por conseguinte, e atendendo ao objectivo do estudo, recorreu-se à 
análise de conteúdo e à análise de discurso neste estudo. 
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CAPÍTULO 7 
 
 
LÚCIA 
 
 
 
Lúcia foi uma dos três alunos-caso deste estudo, cujo trajecto de aprendizagem se 
acompanhou em profundidade. Neste capítulo, depois da apresentação da aluna, apresenta-
se a análise dos dados relativos ao seu desempenho antes da realização da unidade de 
ensino, em cada uma das componentes do sentido da multiplicação e da divisão de 
números inteiros e números decimais (Tabela 4.2) e de número racional (Tabela 4.3). 
Segue-se a apresentação da análise dos dados relativos ao seu desempenho durante, no fim 
e seis meses depois da realização da unidade de ensino, em cada uma das componentes do 
sentido da multiplicação e da divisão de números racionais (Tabela 4.2). Por último, surge 
a interpretação da trajectória de aprendizagem realizada pela aluna. 
 
 
7.1 APRESENTAÇÃO DE LÚCIA  
 
 Aquando este estudo, ano lectivo 2007/2008, Lúcia tinha 11 anos e frequentava o 
6.º ano de escolaridade na mesma escola onde frequentou o 5.º ano. Assim, manteve os 
mesmos colegas de turma, directora de turma e professora de Matemática. Não registava 
nenhuma retenção no seu percurso escolar.  
 Tanto a sua directora de turma como a professora de Matemática consideravam-na 
uma aluna com algumas dificuldades, que conseguia superar quando trabalhava. Deste 
modo, justificavam as suas oscilações constantes entre níveis de desempenho negativos e 
positivos ao longo dos períodos (níveis 2 e 3)4, dados corroborados pelas pautas das suas 
                                                 
 
4 Nas escolas portuguesas os alunos do 5.º e 6.º ano de escolaridade são avaliados com níveis 
de desempenho que oscilam entre o 1 e o 5. Os níveis 1 e 2 correspondem a baixos desempenhos 
(negativos), enquanto os níveis 3, 4 e 5 correspondem, respectivamente a médios, bons e excelentes 
desempenhos (positivos).   
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avaliações relativas ao 5.º ano de escolaridade e 1.º e 2.º período do 6.º ano. Lúcia parecia 
pactuar com a opinião das professoras, já que num inquérito feito pela directora de turma 
no início do ano lectivo, referiu ter tido dificuldade em manter boas notas no ano anterior, 
ou seja, em não ter negativas, por ter começado a estudar menos (Figura 7.1). 
Figura 7.1: Factos que Lúcia considera relevantes sobre si. 
 
 A aluna era uma criança bastante simpática, embora tímida. Nas primeiras 
entrevistas manifestou grande insegurança em relação às suas capacidades, sobretudo 
quando solicitada a verbalizar os raciocínios responsáveis pelos procedimentos 
apresentados. Esta insegurança ficou ainda evidente com a sua necessidade de ver 
confirmada a correcção das suas ideias, para que se permitisse continuar a explaná-las. 
Com o decorrer do tempo Lúcia foi ganhando confiança nas suas capacidades, passando a 
manifestar maior segurança nos seus conhecimentos. 
 Ainda, segundo a professora de Matemática e registos escritos, a aluna apresentou 
baixos desempenhos durante o estudo das temáticas “multiplicação e divisão de números 
inteiros e números decimais” e “conceito de número racional” leccionados no 5.º ano. O 
mesmo ocorreu com os desempenhos que apresentou na resolução dos testes sobre as 
referidas temáticas, que realizou antes de se dar início à realização da unidade de ensino 
(UE), facto pelo qual foi seleccionada para este estudo.  
 
 
7.2 DESEMPENHO ANTES DA UNIDADE DE ENSINO 
 
 A análise dos dados de diferentes fontes – pré-testes (Apêndice 2), pré-entrevistas 
(Apêndice 3) e notas de campo da investigadora – e respectiva triangulação, permitiu a 
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explicitação que se segue do desempenho de Lúcia antes da realização da UE. Com a 
referida  análise  identificaram-se estratégias e dificuldades da aluna em cada uma das 
componentes do sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números 
decimais (SMDID) (Tabela 4.2) e, do sentido de número racional (SNR) (Tabela 4.3). 
 
7.2.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais  
  
7.2.1.1 Familiaridade com os diferentes significados e contextos das operações 
Nesta componente do SMDID optou-se por apresentar o desempenho de Lúcia na 
resolução de tarefas que envolvem diferentes significados e contextos da multiplicação, 
seguindo-se o seu desempenho na resolução de tarefas que envolvem diferentes 
significados e contextos da divisão (Tabela 6.3). Esta opção advém do facto de ser esta a 
sequência dada ao ensino das referidas operações em Portugal e, de se tratar do 
desempenho da aluna antes da realização da UE.  
 Isomorfismo de medidas – Multiplicação. Na resolução da tarefa 1 do pré-teste “Na 
figura está representada a janela do quarto da Nayara. A cortina não está toda corrida, 
mas és capaz de dizer quantas joaninhas tem a cortina? Explica o teu raciocínio”, onde 
surge a multiplicação como isomorfismo de medidas (MIM) – grupos equivalentes (GE), a 
aluna recorreu a um esquema que parece fundamentado num procedimento de adição 
sucessiva (Figura 7.2). Já na pré-entrevista, perante as tarefas 1 e 2 que envolvem a MIM-
GE, identificou e usou a multiplicação como estratégia de resolução. Porém, perante a 
tarefa 2 “A figura seguinte representa a janela da sala da Sofia. Quantos vidrinhos tem a 
janela no total?”, explicitou: 
L: Então, posso multiplicar este por este [apontando para os lados da janela]! 
Vou multiplicar este lado por este, para saber quantos quadradinhos tem a 
janela. Outra maneira era fazer a área! 
Assim, o modelo rectangular promovido no contexto da tarefa foi associado ao modelo de 
área rectangular, que parece ter induzido o seu raciocínio multiplicativo.  
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Figura 7.2: Produção para a resolução da tarefa 1 do pré-teste 
 
Na resolução da tarefa 2 do pré-teste “A torneira da casa de banho do quarto da 
Beatriz está estragada e, mesmo fechada, pinga. A Beatriz verificou que durante meia hora 
a torneira perde 4 decilitros de água. Quantos decilitros de água perde a torneira num 
dia? Descreve o processo que usares para responder à questão”, onde surge a MIM – 
relação multiplicativa (RM), Lúcia identificou-a e usou-a como estratégia de resolução 
(Figura 7.3). O mesmo se verificou na resolução das tarefas 1 e 3 da pré-entrevista, que 
envolvem de novo a MIM-RM.  
Figura 7.3: Produção para a resolução da tarefa 2 do pré-teste 
 
Produto de medidas – Multiplicação. Tanto na resolução da tarefa 8 do pré-teste, 
como 4 da pré-entrevista “A Maria tem um quintal rectangular que mede 6 m de 
comprimento e 3 m de largura. Qual a área do quintal da Maria?”, onde surge a 
multiplicação como produto de medidas (MPM), a aluna identificou-a e usou-a como 
estratégia de resolução. Porém, recorreu sempre ao modelo de área e respectiva fórmula, 
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que parecem ter induzido o seu raciocínio multiplicativo. Perante a tarefa 4 começou por 
registar o referido modelo e explicitou: 
L: Então, é só fazer a área! 
I: E o que é a área? 
L: A área é o que está lá dentro [riscando o interior de rectângulo que tinha 
desenhado]! Comprimento vezes a largura! 
 
Posteriormente, registou a fórmula da área rectangular, identificando assim a multiplicação 
(Figura7.4).  
Figura 7.4 Produção para a resolução da tarefa 4 da pré-entrevista 
 
Isomorfismo de medidas – Divisão como partilha. Na tarefa 6 do pré-teste “Se 
distribuíres igualmente 3 litros de leite por 15 copos, que quantidade de leite ficará em 
cada copo?”, que envolve a divisão como isomorfismo de medidas (DIM) – partilha (P), 
Lúcia identificou-a e usou-a como estratégia de resolução, mas trocou o dividendo pelo 
divisor (Figura 7.5). A sua produção sugere a existência do mal-entendido de que o 
dividendo tem de ser sempre superior ao divisor. 
Figura 7.5: Produção para a resolução da tarefa 6 do pré-teste 
 
Na resolução das tarefas 5 e 7 da pré-entrevista, onde volta a surgir a DIM-P, 
respectivamente entre números inteiros e inteiros e decimais, a aluna não apresentou 
qualquer dificuldade em identificar a operação envolvida e recorrer à mesma como 
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estratégia de resolução. De salientar, que na resolução da tarefa 7 “A Maria convidou 3 
amigas para lanchar com ela. Beberam 2,6 litros de sumo de laranja, que distribuíram 
igualmente pelas 4. Quantos litros de sumo de laranja bebeu cada uma?”, Lúcia não 
trocou o dividendo pelo divisor. Porém, a tarefa foi-lhe lida, contemplando “… 2 litros e 6 
decilitros ou 26 decilitros de sumo …”. Após esta leitura, a aluna explicitou:  
 L: São 3 amigas, beberam 26 decilitros de sumo de laranja que distribuíram 
pelas 4, eu acho que é 26 por 4, 26 decilitros pelas 4 amigas, para saber quanto 
é que calha a cada uma! 
 
Assim, a leitura da tarefa parece ter evitado o erro apresentado por Lúcia na resolução da 
tarefa 6 do pré-teste (Figura 7.5), ou seja, a troca do dividendo pelo divisor. 
Isomorfismo de medidas – Divisão como medida. A tarefa 5 do pré-teste “Um 
grupo de 27 amigos resolveu fazer um piquenique no campo e para se deslocarem levaram 
carros. Cada carro levava 5 pessoas. Quantos carros foram necessários para transportar 
os 27 amigos?”, envolve a DIM – medida (M). Para a sua resolução, a aluna apresentou 
um esquema que parece fundamentado num procedimento de adição sucessiva (Figura 
7.6).  
Figura 7.6: Produção para a resolução da tarefa 5 do pré-teste 
 
Já na pré-entrevista, perante a tarefa 6.1 “Vai haver uma reunião na escola onde 
estarão presentes 19 encarregados de educação. Poderão sentar-se 4 encarregados de 
educação em cada mesa. Quantas mesas vão ser necessárias para sentar todos os 
encarregados de educação presentes?”, onde surge o mesmo significado da divisão, Lúcia 
começou por recorrer a um esquema que fundamentou um procedimento de adição 
sucessiva. Posteriormente, identificou e usou a divisão por considerá-la a estratégia mais 
eficiente de resolução (Figura 7.7).  
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Figura 7.7: Produção para a resolução da tarefa 6.1 da pré-entrevista 
 
Na tarefa 6.2 da pré-entrevista “No final de cada período fazem-se reuniões com 
todos os encarregados de educação de cada ano. Na reunião do 6.º ano estiveram 
presentes 104 encarregados de educação. Na sala de reuniões colocaram 13 cadeira em 
cada fila. Quantas filas foram ocupadas com todos os encarregados de educação 
presentes”, que envolve a DIM-M, mas num contexto indutor do modelo rectangular e 
números grandes, a aluna não conseguiu identificar a operação envolvida, nem qualquer 
outra estratégia de resolução. Deu início à modelação da tarefa com um esquema 
fundamentado num procedimento de distribuição um-a-um. Porém, os números grandes 
envolvidos no contexto da tarefa, depressa a levaram a concluir da impraticabilidade 
daquela modelação. Também o modelo rectangular envolvido no contexto da tarefa não 
induziu o seu raciocínio multiplicativo.  
Já na tarefa 8 da pré-entrevista onde surge a DIM-M entre números decimais, 
Lúcia voltou a não conseguir identificar a divisão, nem qualquer outra estratégia de 
resolução.  
Por conseguinte, a aluna apresentou dificuldades em identificar ou identificar de 
imediato a DIM-M, evidenciando procedimentos aditivos que nem sempre a levaram à 
identificação da divisão. Deste modo, afigurou pouca familiaridade com este significado da 
divisão.  
 Produto de medidas – Divisão. As tarefas 7 do pré-teste e 9 da pré-entrevista 
envolvem a divisão como produto de medidas (DPM) – medida em falta (MF). Na 
resolução da tarefa 7 do pré-teste “Um rectângulo tem 1,5 m2 de área e 10 m de 
comprimento. Calcula a sua largura?”, Lúcia identificou e usou a divisão como estratégia 
de resolução, evidenciando recurso ao modelo de área rectangular e respectiva fórmula 
(Figura 7.8). De salientar que na resolução desta tarefa não denotou o mal-entendido de 
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que o dividendo tem de ser sempre superior ao divisor, provavelmente por ter recorrido ao 
modelo de área rectangular. Porém, errou o cálculo do algoritmo evidenciando dificuldades 
na compreensão da relação inversa entre divisão e multiplicação. 
Figura 7.8: Produção para a resolução da tarefa 7 do pré-teste 
 
Perante a tarefa 9, a aluna começou por modelar a situação com o modelo de área 
rectangular e respectiva fórmula. Posteriormente, identificou e usou a divisão por 
reconhecê-la como a operação inversa da multiplicação e a estratégia mais eficiente de 
resolução.  
 Nas tarefas 3 do pré-teste e 10 da pré-entrevista surge a DPM – factor em falta 
(FF). Lúcia não apresentou qualquer estratégia de resolução para a tarefa 3. Já perante a 
tarefa 10 “Qual é o número que multiplicado por 0,75 tem como resultado o número 12?” 
recorreu à equação  
   para modelar a situação e, posteriormente, a um 
procedimento de tentativa e erro para encontrar o factor em falta. Porém, não conseguiu 
chegar ao resultado nem a qualquer outra estratégia de resolução. Assim, revelou 
dificuldades no reconhecimento da divisão como a operação inversa da multiplicação e, 
por conseguinte, pouca familiaridade com a DPM-FF. 
 Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou com os diferentes 
significados e contextos da multiplicação e da divisão de números inteiros e números 
decimais, antes da realização da UE, surgem na tabela 7.1. 
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Tabela 7.1:Estratégias e dificuldades com os diferentes significados e contextos da multiplicação e 
da divisão de números inteiros e números decimais – Antes da UE 
Familiaridade com os 
diferentes significados e contextos 
das operações 
Lúcia 
MIM 
 
GE 
Estratégias Esquema, adição sucessiva, modelo de área rectangular e 
multiplicação 
Dificuldades …………………….…….…….....................................….5 
RM 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades …………………………………….................................… 
MPM 
Estratégias Modelo de área rectangular e multiplicação 
Dificuldades ……………………………………………………………. 
DIM 
P 
Estratégias Divisão 
Dificuldades ……………………………………………………………. 
M 
Estratégias Esquema, distribuição um-a-um, adição sucessiva e 
divisão 
Dificuldades Identificar a divisão em contexto de números grandes ou 
decimais 
 
DPM 
MF 
Estratégias Modelo de área rectangular e divisão 
Dificuldades ............................................................................................. 
FF 
Estratégias Equação ( bxa =× ) e tentativa e erro 
Dificuldades Identificar a divisão 
 
Por conseguinte, Lúcia revelou algumas dificuldades ao nível do raciocínio multiplicativo, 
nomeadamente ao apresentar procedimentos aditivos em situações que requerem 
procedimentos multiplicativos. Estas dificuldades parecem advir, essencialmente, da pouca 
familiaridade com alguns dos significados da divisão, sobretudo da DIM-M.     
 
7.2.1.2 Flexibilidade no uso das propriedades das operações 
Nas produções que apresentou quer para a resolução das tarefas do pré-teste, quer 
das pré-entrevistas, Lúcia efectuou todos os cálculos recorrendo aos algoritmos formais, 
sem evidenciar factos operacionais básicos nem estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações. Apenas denotou conhecimento da propriedade comutativa 
durante a resolução da tarefa 2 da entrevista, ao explicitar: 
                                                 
 
5 Não evidenciadas. 
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L: 9 vezes 11 ou 11 vezes 9! (…) Vai dar o mesmo, todos os vidrinhos da 
janela! 
 
Já quando solicitada a calcular mentalmente a expressão   
 comentou: “tenho de 
fazer a conta em pé na cabeça”, referindo-se ao cálculo do algoritmo formal. Mesmo 
depois de lhe ter sido sugerido que decompusesse os 12,50 €, continuou sem conseguir 
apresentar qualquer decomposição, afigurando pouca flexibilidade com factos operacionais 
básicos, bem como com estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações. 
Esta falta de flexibilidade reflectiu-se também no cálculo dos algoritmos formais, 
como evidencia, por exemplo, a sua produção para a resolução da tarefa 7 do pré-teste 
(Figura 7.8), onde revelou ainda, dificuldades na compreensão da relação inversa entre 
divisão e multiplicação. Embora tenha conseguido identificar a divisão como a operação 
inversa da multiplicação em situações de DPM- MF, tarefas 7 do pré-teste (Figura 7.8) e 9 
da pré-entrevista, a partir do modelo de área rectangular que supõe um conhecimento 
daquela relação, não a identificou em situações de DPM- FF, tarefas 3 do pré-teste e 10 da 
pré-entrevista.  
Em suma, as estratégias e dificuldades que Lúcia evidenciou no uso das 
propriedades da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais, antes 
da realização da UE, surgem na tabela 7.2. 
 
Tabela 7.2: Estratégias e dificuldades no uso das propriedades da multiplicação e da divisão de 
números inteiros e números decimais – Antes da UE 
Flexibilidade no uso das propriedades 
das operações 
Lúcia 
Factos operacionais básicos 
Estratégias ……….............................................................. 
Dificuldades Compor e decompor números 
Estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades das 
operações 
Estratégias Reconhece propriedade comutativa 
Dificuldades Propriedades das operações  
Divisão como a operação 
inversa da multiplicação 
Estratégias DPM-MF 
Dificuldades DPM-FF 
 
Deste modo, a aluna revelou falta de flexibilidade no uso das propriedades das operações, 
tendo manifestado apenas conhecimento da propriedade comutativa da multiplicação e 
conhecimento da divisão como a operação inversa da multiplicação, mas apenas em 
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situações de DPM- MF. Em situações de DPM- FF não identificou a operação envolvida, 
pelo que apesar de conhecer aquela relação não parece compreendê-la.  
 
7.2.1.3 Razoabilidade na análise de processos e resultados                
 Com a produção que apresentou para a resolução da tarefa 4 do pré-teste “Lê o 
seguinte diálogo entre dois alunos, passado na aula de Matemática: - Posso multiplicar 6 
por um número e obter, como resultado, um número que é menor do que 6 – afirmou o 
Pedro. - Não, não podes – respondeu a Maria. – Quando multiplicas 6 por outro número, 
o resultado é sempre um número maior do que 6. Qual dos dois alunos tem razão, o Pedro 
ou a Maria? Explica o teu raciocínio (podes dar exemplos) ”, a aluna referiu ser a Maria 
quem tem razão (Figura7.9). Assim, evidenciou o mal-entendido de que o produto tem de 
ser sempre superior ao multiplicador, ou seja, que multiplicar aumenta sempre. 
Confrontada com a mesma tarefa durante a pré-entrevista, tarefa 11, voltou a evidenciar o 
referido mal-entendido. 
Figura 7.9: Produção para a resolução da tarefa 4 do pré-teste 
 
 Também em relação à divisão, Lúcia evidenciou os mal-entendidos de que o 
dividendo tem de ser sempre superior ao divisor (Figura 7.5), bem como o de que dividir 
diminui sempre, ou seja, que o quociente não pode ser superior ao dividendo. Por exemplo, 
perante a produção que apresentou para a resolução da tarefa 12 da pré-entrevista (Figura 
7.10), gerou-se o seguinte diálogo: 
I: Então, quando divido posso obter um quociente maior que o dividendo! 
 L: Não! Quando divido dá sempre menos! Então, se estou a dividir!? 
 I: Mas, não é o que acontece nos quocientes que verificaste!?  
L: Ah! Enganei-me! [voltou aos cálculos que tinha efectuado] Não! [com um 
ar confuso] Não sei!   
 
Assim, evidenciou dificuldades ao nível do conhecimento do efeito das operações 
sobre um par de números, que podem advir de um entendimento da multiplicação limitado 
à adição sucessiva e da divisão limitado à partilha equitativa. 
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Figura 7.10: Produção para a resolução da tarefa 12 da pré-entrevista 
 
 As respostas que a aluna deu às tarefas das pré-entrevistas, por norma decorreram 
dos resultados obtidos no cálculo dos algoritmos que usou como estratégia de resolução, 
pelo que denotou não ter o hábito de verificar dados e resultado, nem relacionar o contexto 
com os cálculos efectuados. Por exemplo, após o cálculo do algoritmo a que recorreu para 
a resolução da tarefa 6.1 da pré-entrevista,  	 , mesmo depois de ter modelado a 
situação (Figura 7.7), explicitou: 
L: (…) Então, é    dá 16 [conta pelos dedos até 19 e conclui que o 
resto] dá 3. Já está! 
I: E quantas mesas vão ser necessárias para sentar todos os encarregados de 
educação presentes? 
L: Então, vão sentar-se em 4 mesas! 
 
Deste modo, não teve em conta o resto obtido no cálculo do algoritmo formal, de contrário 
teria respondido 5 mesas e não 4. Só depois de alertada para relacionar os resultados 
obtidos no cálculo do algoritmo, quociente e resto, com o contexto da situação e respectiva 
modelação, voltou ao esquema que tinha produzido (Figura 7.7) e reflectiu:  
L: Vão ser necessárias 4 mesas para sentar os encarregados de educação! 
Ah! Falta mais uma mesa, vamos precisar de 5 mesas para sentar os 
encarregados de educação! 
 
Também no cálculo do algoritmo  	 , que identificou como estratégia de resolução da 
tarefa 7 da pré-entrevista, Lúcia obteve o quociente 6,5 e deu a resposta com base no 
mesmo. Como não evidenciou qualquer intenção de verificar dados e resultado e relacionar 
o contexto com os cálculos efectuados, foi solicitada a fazê-lo. No entanto, só depois de 
auxiliada a interpretar a sua produção, que traduzia “a distribuição equitativa de 2,6 litros 
de sumo por 4 amigas, tendo cada amiga bebido 6,5 litros de sumo”, reconheceu a falta de 
razoabilidade do resultado.  
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 Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou na análise de 
processos e resultados da multiplicação e da divisão de números inteiros e números 
decimais, antes da realização da UE, surgem na tabela 7.3. 
  
Tabela 7.3: Estratégias e dificuldades na análise de processos e resultados da multiplicação e da 
divisão de números inteiros e números decimais – Antes da UE 
Razoabilidade na análise de processos e 
resultados 
Lúcia 
Efeito das operações sobre 
um par de números 
Estratégias ……….................................................................. 
Dificuldades 
Reconhecer que multiplicar nem sempre 
aumenta, dividir nem sempre diminui e 
dividendo inferior ao divisor 
Verificação de dados e 
resultado 
Estratégias ……….................................................................. 
Dificuldades Verificar dados e resultado 
Relação do contexto com os 
cálculos efectuados 
Estratégias ……….................................................................. 
Dificuldades Relacionar o contexto com os cálculos 
efectuados 
 
Por conseguinte, Lúcia revelou dificuldades na análise de processos e resultados, pelo que 
afigurou não entender a mesma como parte integrante da resolução de problemas. As 
referidas dificuldades podem ainda advir, da sua falta de flexibilidade no uso das 
propriedades das operações. 
 
7.2.1.4 Símbolos e linguagem matemática formal significativos 
Ao apresentar dificuldades na identificação da DIM-M, tarefas 5 do pré-teste e 6 da 
pré-entrevista, e identificação da DPM-FF, tarefas 3 do pré-teste e 10 da pré-entrevista, e 
na análise de processos e resultados, a aluna denotou dificuldade em relacionar símbolos 
com acções e conhecimentos informais. Esta dificuldade manifestou-se ainda, quando 
Lúcia não conseguiu elaborar enunciados para expressões que representam produtos ou 
quocientes, tarefa 10 do pré-teste e 13 da pré-entrevista, facto que poderá advir da sua falta 
de familiaridade com os diferentes significados da multiplicação e da divisão e/ou com este 
tipo de tarefas. 
A aluna evidenciou dificuldades em relacionar símbolos com linguagem 
matemática formal, ao apresentar falta de flexibilidade no uso das propriedades das 
operações. Porém, recorreu aos algoritmos formais da multiplicação e da divisão ao usá-los 
como estratégias de resolução das tarefas dos pré-testes (Figuras 7.3 e 7.8) e pré-
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entrevistas (Figuras 7.4 e 7.7), onde os identificou, mas nem sempre, de forma 
compreensiva (Figuras 7.8 e 7.5). Reconheceu ainda, as operações em situações 
meramente matemáticas (Figura 7.10). 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Lúcia evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos da multiplicação e da divisão de números 
inteiros e números decimais, antes da realização da UE, surgem na tabela 7.4. 
 
Tabela 7.4: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática formal significativos 
da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais – Antes da UE 
Símbolos e linguagem matemática 
formal significativos 
Lúcia 
Relação de símbolos com acções 
e conhecimentos informais 
Estratégias Identifica a MIM, MPM, DIM-P e DPM-MF 
Dificuldades 
Reconhecer a DIM-M e a DPM-FF, 
apresentar razoabilidade na análise de 
processos e resultados e elaborar enunciados 
Relação de símbolos com 
linguagem matemática formal 
Estratégias 
Reconhece as operações em situações 
meramente matemáticas e recorre a 
algoritmos formais 
Dificuldades Apresentar flexibilidade no uso das 
propriedades das operações 
 
Deste modo, a aluna revelou dificuldades em todas as componentes do SMDID, pelo que 
não parece ter sentido das referidas operações com números inteiros e números decimais, 
já que a existência deste, requer o desenvolvimento integrado de todas as suas 
componentes. 
 
7.2.2 Sentido de número racional  
  
7.2.2.1 Familiaridade com os diferentes significados das fracções em contexto 
Na tarefa 1 do pré-teste “No ano passado, a professora Andreia levou os seus 
alunos a fazer visitas de estudo relacionadas com os projectos que estavam a desenvolver. 
A escola organizou os lanches para cada grupo de alunos. Foram distribuídas baguetes 
pelos diferentes grupos para que as partilhassem igualmente entre os elementos de cada 
grupo. Aos 4 alunos que visitaram o Museu da Música deram 3 baguetes. Aos 5 alunos 
que visitaram o Museu Nacional do Teatro deram 4 baguetes. Aos 5 alunos que visitaram 
o Museu Nacional da Arte Antiga deram 3 baguetes. Terá sido esta partilha justa entre os 
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diferentes grupos? Descreve o processo que usares para responder à questão”, a fracção 
surge no significado de partilha equitativa (FP) e contexto contínuo. Para a sua resolução, 
a aluna recorreu a esquemas e à FP, embora tenha apresentado dificuldades na comparação 
de fracções (Figura 7.11). Perante a mesma tarefa na pré-entrevista, voltou a usar a FP e a 
apresentar dificuldades na comparação de fracções. 
 
Figura 7.11: Produção para a resolução da tarefa 1 do pré-teste 
 
Na tarefa 2 quer do pré-teste, quer da entrevista, “A palavra MATEMÁTICA tem 
quantas letras? E quantas vogais? E quantas consoantes? Escreve uma fracção que 
represente a relação entre o número de vogais e o número total de letras”, onde surge a 
fracção no significado parte-todo (FPT) e contexto discreto, Lúcia apresentou como 
resposta a fracção  
 . Durante a pré-entrevista, a referida tarefa foi sujeita a uma 
extensão “Escreve uma fracção que represente a relação entre o número de vogais e o 
número de consoantes”, cuja resolução não causou qualquer dificuldade à aluna, que 
apresentou a fracção   , evidenciando conhecimento da fracção como razão (FR). 
A tarefa 3 quer do pré-teste, quer da pré-entrevista, também não suscitou qualquer 
dúvida à Lúcia, que identificou correctamente o nome das figuras cuja metade se 
encontrava pintada. Com o intuito de perceber melhor o seu conhecimento relativo à 
fracção como medida (FM), foi feita uma extensão a esta tarefa durante e pré-entrevista. 
Assim, perante a questão “Se considerares como unidade de medida a barra cinzenta, que 
fracção da unidade representa a barra branca?”, a aluna identificou a fracção 
solicitada,  . 
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Também na tarefa 4 do pré-teste “No dia do seu aniversário o Daniel levou para a 
escola um saco com 30 gomas. Deu aos seus colegas de turma    dessas gomas. Quantas 
gomas deu o Daniel? Explica o teu raciocínio”, Lúcia usou a fracção como operador (FO) 
(Figura 7.12). Perante a mesma tarefa na pré-entrevista, voltou a recorrer à FO como 
estratégia de resolução. 
Figura 7.12: Produção para a resolução da tarefa 4 do pré-teste 
 
Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou com os diferentes 
significados das fracções em contexto, antes da realização da UE, surgem na tabela 7.5. 
 
Tabela 7.5: Estratégias e dificuldades com os diferentes significados das fracções em contexto – 
Antes da UE 
Familiaridade com os diferentes 
significados das fracções em contexto 
Lúcia 
FP 
Estratégias Esquema e fracção 
Dificuldades ……………………………...………………… 
FPT 
Estratégias Fracção 
Dificuldades ……………………………………...………..…. 
FR 
Estratégias Fracção 
Dificuldades …………………………………….....…………. 
FM 
Estratégias Fracção 
Dificuldades ……………………………….…………..……... 
FO 
Estratégias Fracção 
Dificuldades ……………………………...…………..………. 
 
Por conseguinte, Lúcia revelou familiaridade com os diferentes significados das fracções 
em contexto. 
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7.2.2.2 Flexibilidade com a unidade de referência das fracções em contexto 
 A aluna não apresentou dificuldades em reconstruir a unidade de referência, 
solicitada na tarefa 5 do pré-teste “A Inês colecciona selos. 4 selos correspondem a   do 
número total de selos que a Inês já coleccionou. Quantos selos tem a Inês na sua 
colecção? Explica o teu raciocínio”, evidenciando um procedimento aditivo (Figura 7.13). 
Perante a mesma tarefa na pré-entrevista, voltou a recorrer à adição para reconstruir a 
unidade. Ainda na pré-entrevista e perante uma extensão da referida tarefa “Se um 
triângulo for    de uma figura, por quantos triângulos é composta a figura completa. 
Desenha-a”, Lúcia reconheceu de imediato que a figura seria composta por três triângulos 
e só posteriormente, desenhou a mesma. Assim, evidenciou facilidade em reconstruir a 
unidade quer em contextos discretos, quer em contextos contínuos. 
Figura 7.13: Produção para a resolução da tarefa 5 do pré-teste 
 
Porém, a aluna não apresentou qualquer resolução para a tarefa 6 do pré-teste “A 
Serenela gastou   do seu dinheiro na compra de um livro e a Laura gastou metade do 
seu dinheiro na compra de um livro igual. Será possível os dois livros terem custado o 
mesmo? Explica o teu raciocínio (podes dar exemplos) ”. Perante a mesma tarefa na pré-
entrevista, não conseguiu apresentar uma produção correcta, evidenciando dificuldades em 
reconhecer que fracções diferentes podem representar a mesma quantidade, desde que as 
unidades de referência sejam também diferentes. Assim, revelou dificuldades em 
reconhecer a existência de diferentes unidades de referência. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Lúcia evidenciou com a unidade de 
referência das fracções em contexto, antes da realização da UE, surgem na tabela 7.6. 
 
Tabela 7.6: Estratégias e dificuldades com a unidade de referência das fracções em contexto – 
Antes da UE 
Flexibilidade com a unidade de referência 
das fracções em contexto 
Lúcia 
Reconstrução da unidade de Estratégias Adição 
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referência Dificuldades ……………………………………………...…. 
Diferentes unidades de 
referências 
Estratégias ……………………………………………...…. 
Dificuldades Reconhecer diferentes unidades de referência 
 
Deste modo, embora tenha conseguido reconstruir a unidade de referência, recorrendo a 
um procedimento aditivo, a aluna revelou dificuldades em lidar com diferentes unidades de 
referência, pelo que apresentou falta de flexibilidade com a unidade de referência das 
fracções em contexto. 
 
7.2.2.3. Familiaridade com diferentes representações de número racional 
 Na produção que apresentou para a resolução da tarefa 7 do pré-teste (Figura 7.14), 
Lúcia evidenciou dificuldades em converter numerais mistos em numerais decimais, mas 
converteu fracções em numerais decimais. Na pré-entrevista corroborou estes resultados.  
Figura 7.14: Produção para a resolução da tarefa 7 do pré-teste 
 
 Na resolução da tarefa 8 do pré-teste “Em cada um dos grupos de quatro fracções, 
duas são equivalentes. Coloca uma cruz em cima das que não são equivalentes. Explica o 
teu raciocínio”, a aluna identificou correctamente as fracções, mas não explicou o seu 
raciocínio. Porém, perante a mesma tarefa na pré-entrevista, justificou a sua opção 
recorrendo à regra de multiplicar numerador e denominador pelo mesmo número diferente 
de zero, evidenciando conhecimento formal da equivalência de fracções. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Lúcia evidenciou com diferentes 
representações de número racional, antes da realização da UE, surgem na tabela 7.7. 
 
Tabela 7.7: Estratégias e dificuldades com diferentes representações de número racional – Antes da 
UE 
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Familiaridade com diferentes representações 
de número racional 
Lúcia 
Conversão de representações 
Estratégias Converte fracções em numerais decimais 
Dificuldades Converter numerais mistos em numerais 
decimais 
Fracções equivalentes 
Estratégias Regra de equivalência 
Dificuldades ……………………………………...…........... 
 
Por conseguinte, a aluna revelou dificuldades em converter numerais mistos em numerais 
decimais, pelo que revelou pouca familiaridade com diferentes representações de número 
racional.  
 
7.2.2.4 Flexibilidade na comparação, ordenação e densidade de números racionais 
 Na resolução da tarefa 9 do pré-teste “Assinala na recta numérica os números: 2; 
   ; 5;   ;   e ”, a aluna não assinalou a fracção não unitária e o numeral 
misto (Figura 7.15).  
Figura 7.15: Produção para a resolução da tarefa 9 do pré-teste 
 
Perante a mesma tarefa na pré-entrevista, voltou a não conseguir assinalar a fracção não 
unitária e o numeral misto, evidenciando mais uma vez dificuldades na comparação e 
ordenação destas representações de número racional na recta numérica. 
Lúcia também não apresentou qualquer produção para a resolução da tarefa 10 
“Escreve um número compreendido entre 2 e    ” quer no pré-teste, quer na entrevista, 
denotando dificuldades na ordenação, comparação e densidade de números racionais. 
Evidenciou ainda, dificuldades na comparação de números racionais na produção que 
apresentou para a resolução da tarefa 1 do pré-teste (Figura 7.11), bem como durante a 
resolução desta mesma tarefa na pré-entrevista. Assim, só depois de lhe ter sido sugerido 
que relacionasse, de um modo informal, o número de baguetes com o número de alunos em 
cada grupo, conseguiu concluir que a partilha não tinha sido justa. (Figura 7.16).  
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Figura 7.16: Produção para a resolução da tarefa 1 da pré-entrevista 
 
 Já na resolução da tarefa 11 do pré-teste “Quantos números te parece que existem 
entre 2 e    ”, a aluna referiu existirem dois números, que não identificou (Figura 7.17). 
Perante a mesma tarefa na pré-entrevista, referiu não existir qualquer número, pelo que 
evidenciou dificuldades em reconhecer a densidade de números racionais. 
Figura 7.17: Produção para a resolução da tarefa 11 do pré-teste 
 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Lúcia evidenciou na comparação, 
ordenação e densidade de números racionais, antes da realização da UE, surgem na tabela 
7.8. 
 
Tabela 7.8: Estratégias e dificuldades na comparação, ordenação e densidade de números racionais 
– Antes da UE 
Flexibilidade na comparação, ordenação e 
densidade de números racionais 
Lúcia 
Representação na recta 
numérica 
Estratégias Representa números inteiros, números decimais 
e fracções unitárias 
Dificuldades Representar fracções não unitárias e numerais 
mistos 
Comparação e ordenação 
Estratégias Informais 
Dificuldades Recorrer à regra de comparação de fracções (o 
mesmo denominador ou numerador) 
Densidade 
Estratégias …………………………………………….…….. 
Dificuldades Reconhecer a existência de outros números entre 
dois números racionais 
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Deste modo, a aluna revelou dificuldades na representação de fracções não unitárias e 
numerais mistos na recta numérica, na comparação de fracções e ainda, em reconhecer a 
existência de outros números entre dois números racionais, pelo que evidenciou falta de 
flexibilidade na comparação, ordenação e densidade de números racionais. 
 
7.2.2.5 Símbolos e linguagem matemática formal significativos 
Ao identificar e lidar com diferentes significados das fracções em contexto na 
resolução das tarefas 1 (Figuras 7.11), 2, 3 e 4 (Figura 7.12) e ao reconstruir a unidade de 
referência na resolução da tarefa 5 (Figura 7.13), Lúcia evidenciou capacidade de 
relacionar símbolos com acções e conhecimentos informais. Porém, não reconheceu a 
existência de diferentes unidades de referência na resolução da tarefa 6. Também ao nível 
do relacionamento dos símbolos com linguagem matemática formal, a aluna evidenciou 
conhecimento da conversão de fracções unitárias em números decimais, da equivalência 
de fracções e da representação de números inteiros, números decimais e fracções unitárias 
na recta numérica, com as produções que apresentou, respectivamente para a resolução das 
tarefas 7 (Figura 7.14), 8 e 9 (Figura 7.15). No entanto, apresentou dificuldades na 
conversão de numerais mistos em números decimais, na representação de fracções não 
unitárias e numerais mistos na recta numérica, na comparação e ordenação de números 
representados por fracções e em reconhecer a densidade dos números racionais solicitadas, 
respectivamente nas tarefas 7 (Figura 7.14), 9 (Figura 7.15), 1 (Figuras 7.11 e 7.16) e 11 
(Figura 7.17).  
Em suma, as estratégias e dificuldades que Lúcia evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos de números racionais, antes da realização da 
UE, surgem na tabela 7.9. 
  
Tabela 7.9: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática formal significativos 
de números racionais – Antes da UE 
Símbolos e linguagem matemática 
formal significativos 
Lúcia 
Relação de símbolos com 
conhecimentos informais 
Estratégias FP, FPT, FR, FM e FO 
Dificuldades ……………………………………...…………... 
Relação de símbolos com 
linguagem matemática 
formal 
Estratégias 
Reconstrói a unidade de referência, converte 
fracções com números decimais, recorre à regra 
de equivalência e representa números inteiros, 
números decimais e fracções unitárias na recta 
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numérica 
Dificuldades 
Reconhecer diferentes unidades de referência, 
converter numerais mistos em números 
decimais, representar fracções não unitárias, 
numerais mistos na recta numérica, recorrer à 
regra de comparação de fracções e reconhecer 
outros números entre dois números racionais 
 
Por conseguinte, a aluna revelou dificuldades na maioria das componentes do SNR, pelo 
que não parece ter o referido sentido, já que a existência deste, requer o desenvolvimento 
integrado de todas as suas componentes. 
 
 
7.3 DESEMPENHO DURANTE A UNIDADE DE ENSINO 
 
 A análise dos dados de diferentes fontes – entrevistas (Apêndice 4), observação 
participante e análise documental – e respectiva triangulação, permitiu identificar as 
estratégias e dificuldades de Lúcia em cada uma das componentes do SMDR (Tabela 4.2 e 
6.3) durante a realização da UE, que se passam a explicitar. 
 
7.3.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais   
 
7.3.1.1 Familiaridade com os diferentes significados e contextos das operações 
 Nesta componente do SMDR apresentam-se os desempenhos da aluna seguindo a 
sequência dada ao ensino-aprendizagem das referidas operações durante a realização da 
UE e, por consequência, aos tópicos abordados nas entrevistas. Assim, inicia-se com os 
desempenhos de Lúcia relativos à MIM, seguindo-se os relativos à DIM, os relativos à 
MPM e, por último, os relativos à DPM.  
 Isomorfismo de Medidas – Multiplicação. Para a resolução da tarefa 1 da entrevista 
“A Maria foi à padaria comprar pão. Cada pão pesava    kg. Quantos quilos de pão 
trouxe a Maria sabendo que comprou 4 pães?”, onde surge a MIM-GE, a aluna não 
apresentou qualquer dificuldade em identificar e usar a multiplicação como estratégia de 
resolução (Figura 7.18). 
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Figura 7.18: Produção para a resolução da tarefa 1 
 
 Já perante a tarefa 2 “O Tiago tem 40 livros.   dos seus livros são de banda 
desenhada. Quantos livros tem de banda desenhada?”, que envolve a MIM-RM entre um 
número inteiro e uma fracção, Lúcia explicitou:  
L: Tenho de multiplicar os    pelos 40! (…) Para saber quantos livros tem 
[o Tiago] de banda desenhada! São só    dos 40! 
  
Posteriormente, recorreu à multiplicação como estratégia de resolução. Assim, evidenciou 
conhecimento do efeito da multiplicação sobre um par de números, ou seja, de que 
multiplicar nem sempre aumenta, já que multiplicou para encontrar uma parte do todo. 
Deste modo, parece ter superado o mal-entendido de que multiplicar aumenta sempre, 
evidenciado no seu desempenho antes da realização da UE.  
Na tarefa 3 surge a MIM-RM entre uma fracção e um numeral misto. Perante a 
tarefa 3.1 “A distância da casa da Sofia à escola é    da distância da casa do Tiago à 
escola. O Tiago mora a     km da escola. Qual dos dois colegas mora mais próximo da 
escola. Justifica a tua resposta recorrendo à recta numérica para explicares o teu 
raciocínio”, a aluna identificou a operação envolvida, tendo recorrido à mesma como 
estratégia de resolução (Figura 7.19).  
Figura 7.19: Produção para a resolução da tarefa 3.1 
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Porém, antes de passar ao cálculo do algoritmo, foi solicitada a prever qual dos dois 
colegas morava mais próximo da escola: 
L: A Sofia! (…) Então, porque mora a metade da distância [da casa à 
escola] do Tiago!  
 
Assim, voltou a revelar conhecimento do efeito da operação sobre um par de números, ou 
seja, de que a multiplicação nem sempre aumenta, já que a usou para encontrar uma 
distância menor. Depois de calcular o algoritmo e confirmar a resposta que já tinha 
previsto, recorreu à recta numérica, modelo explorado durante a realização da UE para 
raciocinar a MIM, mas apenas para justificar o seu raciocínio. Na resolução da tarefa 3.2, 
Lúcia voltou a identificar e usar a multiplicação como estratégia de resolução. 
A tarefa 4 envolve a MIM- RM entre fracções, num contexto promotor do modelo 
rectangular. Perante a tarefa 4.1 “A Maria está a bordar um quadro. Durante as férias 
bordou metade do quadro. Desde que começaram as aulas bordou    do que faltava 
bordar. Que parte do quadro bordou a Maria depois das férias?”, a aluna começou por 
modelar a situação com o modelo rectangular (Figura 7.20), modelo explorado durante a 
realização da UE para raciocinar a MIM. Desenhou um rectângulo e dividiu-o em quatro 
partes iguais. Riscou dois quartos do lado esquerdo e um quarto do lado direito que 
identificou respectivamente, com as fracções    e    e, explicitou: 
L: Multiplico a parte que lhe faltava bordar por   ! 
I: E que parte lhe faltava bordar? 
 L: Metade! 
 I: E que parte bordou depois das férias? 
 L: Um quarto! 
 I: Mas, de que parte? 
 L: Um quarto da metade que lhe faltava bordar! 
 I: E é isso que tens representado no rectângulo? 
 
Perante esta questão, Lúcia regressou ao modelo, dividiu cada quarto ao meio e assinalou 
com um tracinho a parte que considerou corresponder a    de metade do quadro por 
bordar, concluindo: 
 L: Bordou    do quadro! 
 
Posteriormente, registou a multiplicação e usou-a por considerá-la a estratégia mais 
eficiente de resolução. Assim, mais uma vez, a aluna parece ter ultrapassado o mal-
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entendido de que a multiplicação aumenta sempre, já que a usou para encontrar uma parte 
de uma parte. Apesar de ter começado por evidenciar alguma dificuldade em lidar com as 
duas unidades de referência envolvidas na tarefa (metade do tapete e todo o tapete), esta 
foi ultrapassada com a sua modelação.  
Figura 7.20: Produção para a resolução da tarefa 4.1 
 
 Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
MIM de números racionais ao longo desta entrevista, Lúcia evidenciou compreensão 
significativa da mesma, já que recorreu sempre à multiplicação como estratégia de 
resolução, de forma compreensiva. Recorreu também ao modelo rectangular numa tarefa 
que envolve relações de relações, ou seja, duas unidades de referência. Importa referir, que 
esta entrevista decorreu após a exploração de tarefas que envolvem a MIM de números 
racionais no âmbito da realização da UE. Com a referida exploração enfatizaram-se as 
produções próprias dos alunos, diferentes modelos para raciocinar a multiplicação, 
nomeadamente recta numérica, modelo circular, rectangular e tabelas, e a discussão em 
plenário de diferentes estratégias de resolução. Assim, parece ter-se promovido os 
resultados apresentados pela aluna. 
 Isomorfismo de Medidas – Divisão como medida. Na tarefa 8, onde surge a DIM-
M, Lúcia identificou-a e usou-a como estratégia de resolução. Perante a tarefa 8.1 “O pai 
do Tiago comprou 5 litros de azeite e quer guardá-lo em garrafas de meio litro. Quantas 
garrafas serão necessárias?”, que envolve a divisão entre um número inteiro e uma 
fracção, foi solicitada a justificar a sua produção (Figura 7.21):   
 I: Mas, começaste por dividir e depois multiplicaste cinco por dois. Porquê? 
 L: Porque fiz o inverso! Multipliquei pelo inverso de   ! 
 I: Não percebi! Mas tens 5 litros a dividir por garrafas de    litro!  
L: Pois! Mas, são precisas duas garrafas de meio litro para levar 1 litro, por isso, 
são cinco vezes duas!  
 
 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais 
218 
 
Deste modo, evidenciou uma compreensão significativa da divisão, parecendo ter 
ultrapassado o mal-entendido de que a divisão diminui sempre, revelado no seu 
desempenho antes da realização da UE.  
Figura 7.21: Produção para a resolução da tarefa 8.1 
 
Já perante a tarefa 8.2 “Se a mãe do Tiago gastar     litros de azeite por mês, 
para quanto tempo chegarão os 5 litros de azeite? ”, onde surge a divisão entre um 
número inteiro e um numeral misto, a aluna explicitou: 
L: Então, tenho de dividir os 5 litros, pelos    litros, para saber quantas 
vezes é que os     cabem nos 5! 
 
Posteriormente, recorreu à divisão como estratégia de resolução. 
 Na resolução da tarefa 9 “A Sofia tem 80 livros. Destes, 15 são de História. Que 
parte dos livros da Sofia são de História”, que envolve a DIM-M entre números inteiros, 
Lúcia recorreu à FPT por considerá-la a estratégia mais eficiente de resolução (Figura 
7.22). Este facto parece advir da familiaridade com os diferentes significados das fracções, 
que evidenciou no seu desempenho antes da realização da UE. O recurso à referida 
estratégia parece ter evitado o mal-entendido de que o dividendo tem de ser sempre 
superior ao divisor, revelado no seu desempenho antes da realização da UE.   
Figura 7.22: Produção para a resolução da tarefa 9 
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Perante a tarefa 10 “Na visita de estudo os alunos levaram mochilas com os seus 
lanches. A mochila do Tiago pesava    kg e a mochila da Maria pesava    kg. Quantas 
vezes mais pesava a mochila do Tiago do que a da Maria? ”, onde surge a DIM-M entre 
duas fracções, a aluna referiu de imediato que ia dividir    por   . Quando solicitada a 
justificar a sua opção, argumentou: 
L: Porque eu quero saber quantas vezes mais pesa a mochila do Tiago do 
que a da Maria! 
I: E para saberes quantas vezes mais, vais dividir? 
L: Sim! Para saber quantas vezes cabe a [mochila] da Maria na do Tiago! 
(…) A mochila do Tiago pesa uma vez e meia mais do que a mochila da 
Maria! 
 
Assim, voltou a evidenciar uma compreensão significativa da divisão, parecendo ter 
ultrapassado o mal-entendido de que a divisão diminui sempre, revelado no seu 
desempenho antes da realização da UE. 
 Já perante a tarefa 11 “Um grupo de amigos costuma fazer uma caminhada no final 
da tarde. Se numa hora percorrem     km, quanto tempo será necessário para 
percorrerem     km ”, que envolve a DIM-M entre dois numerais mistos, Lúcia 
identificou a divisão, mas evidenciou o mal-entendido de que o dividendo tem de ser 
sempre superior ao divisor, revelado no seu desempenho antes da realização da UE. Porém, 
após lhe ter sido sugerido que modelasse a situação, recorreu à tabela de razão (Figura 
7.23), modelo explorado durante a realização da UE para raciocinar a DIM-M, e 
explicitou:  
L: Tenho de descobrir qual é o número que multiplicado por este [apontando 
para     na tabela] dá este [apontando para     na tabela]! 
 
Posteriormente, com base no reconhecimento da divisão como a operação inversa da 
multiplicação, registou correctamente o algoritmo da divisão, ou seja, sem trocar o 
dividendo pelo divisor. Assim, a tabela de razão parece ter promovido a identificação do 
dividendo e do divisor.                                                                                                                                                                                       
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Figura 7.23: Produção para a resolução da tarefa 11 
 
 Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
DIM-M de números racionais durante esta entrevista, a aluna parece ter ultrapassado 
muitas das dificuldades que evidenciou, no seu desempenho antes da realização da UE, 
nomeadamente a pouca familiaridade com a DIM-M e os mal-entendidos relativos ao 
efeito da divisão sobre um par de números. De salientar, que esta entrevista decorreu após 
a exploração de tarefas que envolvem a DIM-M de números racionais no âmbito da 
realização da UE, onde se enfatizaram as produções próprias dos alunos, diferentes 
modelos para raciocinar este significado da divisão, nomeadamente modelo rectangular, 
tabela de razão e equação   !  , e a discussão em plenário de diferentes estratégias de 
resolução. Assim, parece ter-se promovido os resultados apresentados por Lúcia. 
  Isomorfismo de Medidas – Divisão como partilha. Na tarefa 13 “   kg de café dá 
para fazer 30 chávenas de café. Quantos gramas de café se gastam, em média, por cada 
chávena de café?”, onde surge a DIM-P entre uma fracção unitária e um número inteiro, 
Lúcia não teve qualquer dificuldade em identificar a operação envolvida e recorrer à 
mesma como estratégia de resolução (Figura 7.24). Apesar de não ter recorrido à 
modelação da tarefa, não evidenciou o mal-entendido de que o dividendo tem de ser 
sempre superior ao divisor. Este facto poderá advir da simplicidade das representações 
numéricas envolvidas na tarefa, bem como do significado da divisão em causa, já que no 
seu desempenho antes da realização da UE evidenciou maior familiaridade com fracções 
unitárias e a DIM-P.  
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Figura 7.24: Produção para a resolução da tarefa 13 
 
 Na resolução da tarefa 14, que envolve a DIM-P entre um número inteiro e uma 
fracção, a aluna também não apresentou qualquer dificuldade em identificar e usar a 
divisão como estratégia de resolução conforme revela, por exemplo, a sua produção para a 
resolução da tarefa 14.2 “E se    da colecção completa fossem 48 cromos, quantos 
cromos teria a colecção completa?” (Figura 7.25). Com esta produção evidenciou ainda, 
conhecimento de que a divisão nem sempre diminui, já que recorreu à mesma para 
encontrar o todo. 
Figura 7. 25: Produção para a resolução da tarefa 14.2 
 
Perante a tarefa 15 “Numa caminhada que fez durante o fim-de-semana, a Sofia 
percorreu     km em    de hora. Dado que manteve a mesma velocidade média, 
quantos quilómetros terá percorrido numa hora?”, onde surge a DIM-P entre um numeral 
misto e uma fracção, Lúcia explicitou: 
L:    de hora são 15 minutos! Em uma hora anda mais! 
 
Posteriormente, modelou a tarefa com uma tabela de razão (Figura 7.26) e, referiu: 
L: Tenho que saber qual é o número que multiplicado por este [apontando 
para   ] dá uma hora! 
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Figura 7.26: Produção para a resolução da tarefa 15 
 
Posteriormente, identificou e usou a divisão por reconhecê-la como a operação inversa da 
multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução. Evidenciou ainda, conhecimento 
de que a divisão nem sempre diminui, já que dividiu para encontrar o todo. O facto do 
contexto da tarefa não promover um procedimento de partilha, parece estar na origem do 
recurso à modelação da situação. 
 Perante a tarefa 16 “O Tiago comprou uma mangueira para regar o jardim. Por 
norma só desenrola    m da mangueira que comprou. Quantos metros tem a mangueira, 
sabendo que o Tiago só usa    da mangueira?”, que envolve a DIM-P entre um numeral 
misto e uma fracção, a aluna identificou de imediato a divisão e, argumentou: 
 L: Porque a dividir vai dar os metros todos da mangueira! 
 
Deste modo, identificou a divisão e, posteriormente, usou-a como estratégia de resolução 
(Figura 7.27), voltando a evidenciar conhecimento de que a divisão nem sempre diminui.  
Figura 7.27: Produção para a resolução da tarefa 16 
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 Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
DIM-P de números racionais ao longo desta entrevista, Lúcia evidenciou uma 
compreensão significativa da divisão, já que recorreu sempre à mesma como estratégia de 
resolução, de forma compreensiva. Apenas numa tarefa onde surge a DIM-P e cujo 
contexto envolve a grandeza velocidade e, por conseguinte, não promove um procedimento 
de partilha, a aluna começou por recorrer à tabela de razão, a partir da qual identificou a 
operação envolvida. De salientar, que esta entrevista decorreu após a exploração de tarefas 
que envolvem a DIM-P de números racionais no âmbito da realização da UE, onde se 
enfatizaram as produções próprias dos alunos, diferentes modelos para raciocinar este 
significado da divisão, nomeadamente modelo rectangular, tabela de razão e equação 
bxa =× , e a discussão em plenário de diferentes estratégias de resolução. Assim, parece 
ter-se promovido os resultados apresentados por Lúcia. 
 Produto de medidas – Multiplicação. Na tarefa 18 “Qual é a área de um rectângulo 
que tem    m de largura e    m de comprimento?”, onde surge a MPM entre duas 
fracções, a aluna começou por recorrer ao modelo de área rectangular para modelar a 
situação. Posteriormente, identificou a respectiva fórmula e, por consequência, a 
multiplicação que usou como estratégia de resolução (Figura 7.28).  
Figura 7.28: Produção para a resolução da tarefa 18 
 
Assim, o referido modelo parece continuar a funcionar como modelo para identificar a 
MPM, conforme ocorreu no seu desempenho antes da realização da UE. De salientar, que 
o modelo de área rectangular foi explorado durante a realização da UE, como modelo para 
raciocinar a MPM de números racionais. 
 Produto de medidas – Divisão. Perante a tarefa 19 “Um rectângulo tem    m2 de 
área e    m de comprimento. Calcula a sua largura?”, que envolve a DPM-MF entre 
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duas fracções, depois de modelar a situação com o modelo de área rectangular, Lúcia 
explicitou: 
L: (…) se eu quero saber a largura tenho que dividir a área pelo comprimento 
(…) que é o inverso [da multiplicação]! 
 
Por conseguinte, recorreu ao modelo de área rectangular para identificar e usar a divisão 
por reconhecê-la como a operação inversa da multiplicação e a estratégia mais eficiente de 
resolução (Figura 7.29). O recurso à modelação da tarefa parece ter ainda evitado o mal-
entendido de que o dividendo tem de ser sempre superior ao divisor. 
Figura 7.29: Produção para a resolução da tarefa 19 
 
Já na resolução da tarefa 20, onde surge a DPM-FF, a aluna identificou e usou a 
divisão. Porém, começou por recorrer à equação bxa =× , como evidencia a sua produção 
para a resolução da tarefa 20.2 “Qual é o número que multiplicado por    dá 6?” (Figura 
7.30). A referida equação levou-a à identificação e uso da divisão por reconhecê-la como a 
operação inversa da multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução. Deste modo, 
evidenciou uma compreensão significativa da referida relação entre as duas operações. Por 
conseguinte, parece ter ultrapassado a falta de familiaridade com a DPM-FF, evidenciada 
no seu desempenho antes da realização da UE.  
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Figura 7.30: Produção para a resolução da tarefa 20.2 
 
De salientar, que esta entrevista para a resolução de tarefas que envolvem a MPM e 
DPM de números racionais, decorreu após a exploração das referidas tarefas no âmbito da 
realização da UE. Com a referida exploração enfatizaram-se as produções próprias dos 
alunos, diferentes modelos para raciocinar este significado da divisão, nomeadamente 
modelo de área rectangular e equação bxa =× , e a discussão em plenário de diferentes 
estratégias de resolução. Assim, parece ter-se promovido os resultados apresentados por 
Lúcia. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou com os diferentes 
significados e contextos da multiplicação e da divisão de números racionais, durante a 
realização da UE, surgem na tabela 7.10. 
 
Tabela 7.10: Estratégias e dificuldades com os diferentes significados e contextos da multiplicação 
e da divisão de números racionais – Durante a UE 
Familiaridade com os diferentes 
significados e contextos das 
operações 
Lúcia 
MIM 
GE 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ………………………………………………………..…… 
RM 
Estratégias Modelo rectangular e multiplicação 
Dificuldades ……………………………………………….……………. 
DIM 
M 
Estratégias Fracção, tabela de razão e divisão 
Dificuldades …………………………………………………………….. 
P 
Estratégias Tabela de razão e divisão 
Dificuldades …………………………………………………………….. 
MPM Estratégias Modelo de área rectangular e multiplicação 
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Dificuldades ……………………………………………………..……… 
DPM 
MF 
Estratégias Modelo de área rectangular e divisão 
Dificuldades ………………………………………………………..…… 
FF 
Estratégias Equação bxa =×  e divisão 
Dificuldades ……………………………………………………..……… 
 
Deste modo, Lúcia identificou sempre as operações envolvidas, independentemente dos 
seus significados e contextos, excepto numa situação de DIM-M cujo contexto envolve a 
relação parte-todo. Nesta recorreu à fracção como estratégia de resolução. Recorreu 
também, ao modelo rectangular para identificar a MIM-RM em situações que envolvem 
relações de relações, à tabela de razão para identificar a DIM-P em situações que 
envolvem a grandeza velocidade e, por conseguinte, não promovem um procedimento de 
partilha, ao modelo de área rectangular para identificar quer a MPM, quer a DPM-MF e, à 
equação   !   para identificar a DPM-FF. Recorreu ainda, à tabela de razão para 
modelar uma situação de DIM-M que envolve a grandeza velocidade, mas apenas para 
evitar a troca do dividendo pelo divisor. 
 
7.3.1.2 Flexibilidade no uso das propriedades das operações 
 
Na tarefa 7, onde foi solicitada a calcular mentalmente produtos, por exemplo, para 
calcular o produto de   
, a aluna começou por mudar de representação e, 
explicitou: 
L: Multiplicar 16 por    é o mesmo que dividir por 4! 
 
Assim, evidenciou entendimento da divisão como a operação inversa da multiplicação e 
capacidade de fazer conexões entre diferentes representações. Na mesma tarefa, para 
calcular o produto de   
, voltou a mudar de representação decimal para fraccionária 
e, explicitou: 
L: Metade de 32, que é metade de 30 … mais metade de 2! Dá 16! 
 
Deste modo, recorreu à composição e decomposição de números, pelo que evidenciou 
conhecimento de factos operacionais básicos, como a composição e decomposição de 
números inteiros. Também na produção que apresentou para a resolução da tarefa 17, onde 
foi solicitada a calcular mentalmente quocientes e a explicitar o seu raciocínio (Figura 
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7.31), bem como ao identificar a DIM-M na tarefa 11 (Figura 7.23), a DIM-P na tarefa 15 
(Figura 7.26) e a DPM nas tarefas 19 (Figura 7.29) e 20.2 (Figura 7.30), voltou a 
evidenciar conhecimento da divisão como a operação inversa da multiplicação.  
Figura 7.31: Produção para a resolução da tarefa 17 
 
Lúcia também evidenciou conhecimento de estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações, nomeadamente elemento absorvente e neutro da 
multiplicação, propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição e invariância 
do quociente, bem como de factos operacionais básicos, como a composição e 
decomposição de numerais mistos, nas produções que apresentou para a resolução das 
tarefas 6 (Figura 7.32) e 24 (Figura 7.33), onde foi solicitada a calcular expressões 
numéricas. O recurso às referidas estratégias de cálculo e a factos operacionais básicos 
ficaram ainda evidentes nas produções que a aluna apresentou, por exemplo, para a 
resolução das tarefas 3.1 (Figura 7.19), 9 (Figura 7.22), 11 (Figura 7.23), 15 (Figura 7.26), 
16 (Figura 7.27), 18 (Figura 7.28) e 19 (Figura 7.29).  
Figura 7.32: Produção para a resolução da tarefa 6 
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Figura 7.33: Produção para a resolução da tarefa 24A e B 
 
O conhecimento das propriedades da divisão também ficou evidente nas suas produções 
para a resolução das tarefas 12 e 21. Por exemplo, na resolução da tarefa 12 “Observa as 
seguintes expressões: A #   $ 	 %   &    ; B #  	 $ 	
%  	 &    . Indica, sem efectuares cálculos, o quociente de    	   . Justifica a 
tua resposta”, Lúcia voltou a reconhecer a invariância do quociente (Figura7.34).  
Figura 7. 34: Produção para a resolução da tarefa 12 
 
Também perante a tarefa 21.1 “Estima quais das seguintes expressões representam 
quocientes menores que 1 e maiores que 1. Justifica as tuas respostas. A   	   ; B 
   	    e C 
 	 
 ”, a aluna justificou as suas estimativas com base na 
 
Lúcia 
229 
comparação dos números do dividendo com os do divisor, ou seja, no reconhecimento de 
que um dividendo superior ao divisor implica um quociente maior que 1 e vice-versa 
(Figura 7.35).  
Figura 7.35: Produção para a resolução da tarefa 21.1 
 
Por consequência, Lúcia parece ter ultrapassado as dificuldades que evidenciou no 
seu desempenho antes da realização da UE, nomeadamente em recorrer a estratégias de 
cálculo baseadas nas propriedades das operações e reconhecer a divisão como a operação 
inversa da multiplicação. De salientar, que os resultados apresentados emanaram de 
entrevistas que decorreram durante a realização da UE, no âmbito da qual se explorou o 
recurso a factos operacionais básicos, a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades 
das operações e nas suas relações. Deste modo, parece ter-se promovido os resultados 
apresentados pela aluna.  
Em suma, as estratégias e dificuldades que Lúcia evidenciou no uso das 
propriedades da multiplicação e da divisão de números racionais, durante a realização da 
UE, surgem na tabela 7.11. 
 
Tabela 7.11: Estratégias e dificuldades no uso das propriedades da multiplicação e da divisão de 
números racionais – Durante a UE 
Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
 
Lúcia 
Factos operacionais básicos 
Estratégias Compõe e decompõe números inteiros e 
numerais mistos 
Dificuldades ………………………………………………… 
Estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades 
das operações 
Estratégias Propriedades das operações 
Dificuldades ………………………………………………… 
Divisão como a operação 
inversa da multiplicação 
Estratégias 
Tabela de razão, modelo de área rectangular, 
equação bxa =×  e divisão 
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Dificuldades ………………………………………………… 
 
Por conseguinte, a aluna revelou flexibilidade no uso das propriedades das operações. 
 
7.3.1.3 Razoabilidade na análise de processos e resultados 
 Lúcia evidenciou conhecimento do efeito da multiplicação sobre um par de 
números, nomeadamente de que a multiplicação nem sempre aumenta, por exemplo, nas 
produções que apresentou para a resolução das tarefas 2, 3.1 (Figura 7.19), 4.1 (Figura 
7.20), 18 (Figura 7.28) e 7 (Figura 7.36).  
Figura 7.36: Produção para a resolução da tarefa 7 
 
Também evidenciou conhecimento do efeito da divisão sobre um par de números. Assim, 
revelou conhecimento de que a divisão nem sempre diminui, por exemplo, nas produções 
que apresentou para a resolução das tarefas 8 (Figura 7.21), 10, 14.2 (Figura 7.25), 15 
(Figura 7.26), 16 (Figura 7.27), 19 (Figura 7.19), 20.2 (Figura 7.30), 17 (Figura 7.31) e 
21.1 (Figura 7.35). Revelou conhecimento de que o dividendo pode ser inferior ao divisor, 
por exemplo, nas produções que apresentou para a resolução das tarefas 11 (Figura 7.23), 
13 (Figura 7.24), 19 (Figura 7.29) e 21.1 (Figura 7.35). Por conseguinte, a aluna parece ter 
ultrapassado os mal-entendidos relativos ao efeito da multiplicação e da divisão sobre um 
par de números, evidenciados no seu desempenho antes da realização da UE. De salientar, 
que os resultados apresentados emanaram de entrevistas que decorreram durante a 
realização da UE, no âmbito da qual se exploraram diferentes significados e contextos das 
referidas operações, a fim de se promover o raciocínio multiplicativo.  
 O hábito de verificar dados e resultado, recorrendo essencialmente a estratégias de 
cálculo baseadas nas propriedades das operações, bem como o de relacionar o contexto 
com os cálculos efectuados, também ficaram evidentes ao longo das entrevistas, por 
exemplo, nas produções que Lúcia apresentou para a resolução das tarefas 1 (Figura 7.18), 
3.1 (Figura 7.19), 4.1 (Figura 7.20), 8.1 (Figura 7.21), 9 (Figura 7.22), 11 (Figura 7.23), 13 
(Figura 7.24), 14.2 (Figura 7.25), 15 (Figura 7.26), 16 (Figura 7.27), 18 (Figura 7.28), 19 
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(Figura 7.29) e 20.2 (Figura 7.30). Assim, parece ter ultrapassado mais uma das 
dificuldades que evidenciou no seu desempenho antes da realização da UE. Porém, não 
será alheio a estes resultados o debate de estratégias de resolução de problemas em 
plenário, promovido no âmbito da realização da UE, com o intuito de desenvolver a 
comunicação e o raciocínio dos alunos. 
 Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou na análise de 
processos e resultados da multiplicação e da divisão de números racionais, durante a 
realização da UE, surgem na tabela 7.12. 
 
Tabela 7.12: Estratégias e dificuldades na análise de processos e resultados da multiplicação e da 
divisão de números racionais – Durante a UE 
Razoabilidade na análise de processos e 
resultados 
Lúcia 
Efeito das operações sobre 
um par de números 
Estratégias 
Reconhece que multiplicar nem sempre 
aumenta, dividir nem sempre diminui e 
dividendo inferior ao divisor 
Dificuldades ……….................................................................. 
Verificação de dados e 
resultado 
Estratégias Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Dificuldades ……….................................................................. 
Relação do contexto com 
cálculos efectuados 
Estratégias Relaciona o contexto com os cálculos efectuados 
Dificuldades ……….................................................................. 
 
Deste modo, Lúcia revelou razoabilidade na análise de processos e resultados. 
 
7.3.1.4 Símbolos e linguagem matemática formal significativos 
 
Perante a tarefa 5 “A mãe do Tiago comprou um queijo. O Tiago comeu    do 
queijo e o André    do que sobrou. 5.1 O que representa a expressão:        ?”, a aluna relacionou símbolos com acções e conhecimentos informais (Figura 7.37).   
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Figura 7.37: Produção para a resolução da tarefa 5.1 
 
Evidenciou ainda a referida capacidade, ao identificar a multiplicação e a divisão em 
todas as tarefas que as envolvem, independentemente dos seus significados e contextos, ao 
denotar razoabilidade na análise de processos e resultados, bem como ao elaborar 
enunciados para expressões que representam produtos e quocientes. Por exemplo, perante a 
tarefa 23, Lúcia elaborou enunciados que envolvem a MIM-RM, tanto para a expressão A 
    , como para a expressão B       (Figura 7.38). 
Figura 7.38: Produção para a resolução da tarefa 23B 
 
Já perante a tarefa 22, no enunciado que elaborou para a expressão A    	   , a 
aluna evidenciou o mal-entendido resultante da confusão da divisão por    com a divisão 
por 4 (Figura 7.39).  
Figura 7.39: Produção para a resolução da tarefa 22A 
 
Também não conseguiu elaborar um enunciado correcto para a expressão B   	    
(Figura 7.40). O facto de ter recorrido à DIM-P, significado com o qual evidenciou maior 
familiaridade no seu desempenho antes da realização da UE, parece ter-lhe dificultado a 
elaboração de enunciados para expressões que envolvam fracções. Porém, Lúcia não tinha 
conseguido elaborar qualquer enunciado no seu desempenho antes da realização da UE, 
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independentemente da operação envolvida, pelo que os resultados apresentados 
evidenciam um progresso durante a realização da UE. Este facto poderá advir da maior 
familiaridade com os diferentes significados das operações que evidenciou ao longo destas 
entrevistas, e/ou com este tipo de tarefas, exploradas no âmbito da realização da UE. 
Figura 7.40: Produção para a resolução da tarefa 22B 
 
A aluna evidenciou capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática 
formal ao recorrer aos algoritmos formais da multiplicação e da divisão como estratégias 
de resolução, por exemplo, das tarefas 1 (Figura 7.18), 3.1 (Figura 7.19), 8.1 (Figura 7.21), 
11 (Figura 7.23), 13 (Figura 7.24), 15 (Figura 7.26), 16 (Figura 7.27), 18 (Figura 7.28), 19 
(Figura 7.29) e 20.2 (Figura 7.30). Também ao reconhecer as operações em situações 
meramente matemáticas, por exemplo, nas tarefas 17 (Figura 7.31), 6 (Figura 7.32), 24 
(Figura 7.33), 21.1 (Figura 7.35) e 7 (Figura 7.36), bem como ao apresentar flexibilidade 
no uso das propriedades das operações.  
Por consequência, Lúcia parece ter ultrapassado as dificuldades que evidenciou no 
seu desempenho antes da realização da UE com símbolos e linguagem matemática formal, 
já que passou a identificar a multiplicação e a divisão, independentemente dos seus 
significados e contextos, a recorrer a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das 
operações e a avaliar a razoabilidade de processos e resultados. Porém, a elaboração de 
enunciados para expressões que representam quocientes entre números racionais, parece 
não ter sido compreendida pela aluna. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Lúcia evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos da multiplicação e da divisão de números 
racionais, durante a realização da UE, surgem na tabela 7.13.  
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Tabela 7.13: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática formal da 
multiplicação e da divisão de números racionais 
Símbolos e linguagem matemática formal 
significativos 
Lúcia 
Relação de símbolos com 
acções e conhecimentos 
informais 
Estratégias 
Identifica a MIM, DIM, MPM e DPM, apresenta 
razoabilidade na análise de processos e 
resultados e elabora enunciados para expressões 
que representam produtos (MIM-RM) 
Dificuldades Elaborar enunciados para expressões que 
representam quocientes 
Relação de símbolos com 
linguagem matemática 
formal 
Estratégias 
Reconhece as operações em situações 
meramente matemáticas, recorre a algoritmos 
formais e apresenta flexibilidade no uso das 
propriedades das operações 
Dificuldades ………................................................................... 
 
Por conseguinte, a aluna revelou conhecimento significativo de todas as 
componentes do SMDR de forma integrada, pelo que parece ter desenvolvido sentido das 
referidas operações.  
 
 
7.4 DESEMPENHO NO FIM DA UNIDADE DE ENSINO  
 
 A análise dos dados de diferentes fontes – pós-testes (Apêndice 5) e pós-entrevistas 
(Apêndice 6) – e respectiva triangulação, permitiu a explicitação que se segue do 
desempenho de Lúcia no fim da realização da UE. Com a referida  análise  identificaram-
se as estratégias e dificuldades da aluna em cada uma das componentes do SMDR (Tabela 
4.2 e 6.3). 
 
7.4.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais   
  
7.4.1.1 Familiaridade com os diferentes significados e contextos das operações 
 Nesta componente do SMDR optou-se por apresentar os desempenhos de Lúcia  
seguindo a sequência dada ao ensino-aprendizagem das referidas operações durante a 
realização da UE. Assim, inicia-se com os desempenhos relativos à MIM, seguindo-se os 
relativos à DIM, os relativos à MPM e, por último, os relativos à DPM.  
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 Isomorfismo de medidas – Multiplicação. Na resolução da tarefa 1 do pós-teste “A 
Maria comprou 4 kg de morangos para fazer doce. Por cada quilo de morangos gasta    
kg de açúcar. De quantos quilos de açúcar vai precisar?”, que envolve a MIM-GE, a aluna 
identificou e usou a multiplicação como estratégia de resolução (Figura 7.41). O mesmo 
ocorreu perante a tarefa 7 da pós-entrevista, onde surge de novo a MIM-GE. 
Figura 7.41: Produção para a resolução da tarefa 1 do pós-teste 
 
As tarefas 2 e 3 dos pós-testes envolvem a MIM-RM, respectivamente entre uma 
fracção e um número inteiro e entre um numeral misto e uma fracção. Tanto na resolução 
da tarefa 2 como 3 “Durante os seus percursos pedestres o Tiago desloca-se a uma 
velocidade média de     km por hora. Quantos quilómetros percorrerá em    hora?”, 
Lúcia identificou e usou a multiplicação como estratégia de resolução (Figura 7.42).  
Figura 7.42: Produção para a resolução da tarefa 3 do pós-teste 
 
Perante a tarefa 1.1 da pós-entrevista “A Sofia andava a bordar um tapete de 
Arraiolos. Quando já tinha    do tapete bordado, reparou que se tinha enganado. Teve 
de desmanchar    do que já tinha bordado. Que parte do tapete teve a Sofia que 
desmanchar?”, onde surge a MIM-RM entre duas fracções, a aluna  começou por recorrer 
ao modelo rectangular para modelar a situação e posteriormente identificou e usou a 
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multiplicação, por considerá-la a estratégia mais eficiente de resolução (Figura 7.43). No 
entanto, o recurso ao referido modelo evoluiu, no sentido em que Lúcia deixou de atender 
aos aspectos irrelevantes da situação na sua modelação, conforme desempenho durante a 
realização da UE. Por consequência, evidenciou uma compreensão significativa da MIM-
RM, ao lidar de forma correcta com as duas unidades de referência envolvidas na tarefa 
(dois terços do tapete e todo o tapete). Revelou ainda, conhecimento do efeito da 
multiplicação sobre um par de números, já que multiplicou para encontrar uma parte de 
uma parte. 
Figura 7.43: Produção para a resolução da tarefa 1.1 da pós-entrevista 
 
Também na resolução das tarefas 6.1 e 6.2 da pós-entrevista, que envolvem a 
MIM-RM, respectivamente entre uma fracção e um número inteiro e entre e um número 
inteiro e um número decimal, a aluna voltou a identificar e usar a multiplicação como 
estratégia de resolução. Por exemplo, perante a tarefa 6.1 “Uma empregada doméstica 
ganha 5 € por hora. Quanto ganha em    de hora?”, explicitou: 
 L: Se numa hora ganha 5 € em    de hora ganha    , uma parte dos 5 €! 
 
Assim, evidenciou mais uma vez, conhecimento do efeito da multiplicação sobre um par 
de números, nomeadamente de que a multiplicação nem sempre aumenta, já que recorreu à 
mesma para calcular uma parte do todo (Figura 7.44). 
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Figura 7.44: Produção para a resolução da tarefa 6.1 da pós-entrevista 
 
Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
MIM de números racionais, Lúcia evidenciou uma compreensão significativa da mesma, já 
que recorreu sempre à multiplicação como estratégia de resolução. Recorreu também ao 
modelo rectangular, apenas para modelar uma tarefa cujo enunciado envolve relações de 
relações, ou seja, duas unidades de referência. Por conseguinte, manteve os desempenhos 
que apresentou durante a realização da UE, pelo que parece ter interiorizado este 
significado da multiplicação. 
 Isomorfismo de medidas – Divisão como medida. Para a resolução da tarefa 7 do 
pós-teste “O Pedro tem    de uma colecção de cromos e a Inês tem    da mesma 
colecção. Faz uma estimativa de quantas vezes mais cromos tem o Pedro do que a Inês? 
Verifica a tua estimativa”, onde surge a DIM-M entre duas fracções, a aluna identificou-a e 
usou-a como estratégia de resolução (Figura 7.45).  
Figura 7.45: Produção para a resolução da tarefa 7 do pós-teste 
 
 Na resolução da tarefa 9.2 do pós-teste “Mantendo a mesma velocidade, a mãe do 
Pedro percorre     km por minuto. Quantos minutos precisa para percorrer    km?”, 
que envolve a DIM-M entre uma fracção e um numeral misto, embora Lúcia tenha 
identificado a divisão e recorrido à mesma como estratégia de resolução, voltou a 
evidenciar o mal-entendido de que o dividendo tem de ser sempre superior ao divisor 
(Figura 7.46). Durante a realização da UE, o recurso à modelação das tarefas parece ter 
evitado o referido mal-entendido, que revelou no seu desempenho antes da realização da 
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UE. Assim, o facto de não ter modelado a situação pode ter contribuído para o 
reaparecimento daquele erro. 
Figura 7.46: Produção para a resolução da tarefa 9.2 do pós-teste 
 
Nas tarefas 5.1, 5.2 e 9.1 da pós-entrevista surge a DIM-M, respectivamente entre 
números inteiros, entre fracções e, entre numerais mistos. Na tarefa 5.1, “O Tiago já leu 
60 páginas de um livro que foi buscar à biblioteca. O livro tem 75 páginas. Que parte do 
livro já leu?”, a aluna usou a FPT como estratégia de resolução (Figura 7.47), facto que 
parece advir da sua familiaridade com os diferentes significados das fracções. A estratégia 
adoptada poderá ter evitado o erro da troca do dividendo pelo divisor. 
Figura 7.47: Produção para a resolução da tarefa 5.1 da pós-entrevista 
 
Já perante as tarefas 5.2 e 9.1 a aluna identificou e usou a divisão como estratégia 
de resolução. Porém, perante a tarefa 9.1 “O João durante os seus percursos pedestres 
mantém uma velocidade média de     km/h. Faz uma estimativa do tempo que 
demorará a percorrer     km? Confirma a tua estimativa”, Lúcia começou por recorrer 
à tabela de razão (Figura 7.48), facto que poderá ter evitado a troca do dividendo pelo 
divisor. Posteriormente, explicitou:  
L: Tenho de saber qual é o número que multiplicado por este [apontando na 
tabela para    ] cabe neste [apontando na tabela para    ]! (…)! Tenho 
de dividir     por    ! Ah! É metade! 
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Deste modo, evidenciou conhecimento da divisão como a operação inversa da 
multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução. Nesta produção ficou ainda 
evidente, o seu conhecimento do efeito da divisão sobre um par de números, 
nomeadamente de que o dividendo pode ser inferior ao divisor. 
Figura 7.48: Produção para a resolução da tarefa 9.1 da pós-entrevista 
 
O facto das tarefas das entrevistas serem lidas, de modo que a sua leitura e interpretação 
não fossem  motivo de dificuldades na resolução das mesmas, bem como o recurso à sua 
modelação, parece ter evitado que a aluna trocasse o dividendo pelo divisor, resultante do 
mal-entendido de que o dividendo tem de ser sempre superior ao divisor.    
Por consequência, com as produções que apresentou para a resolução das tarefas 
que envolvem a DIM-M de números racionais no fim da realização da UE, Lúcia manteve 
o nível de compreensão e formalização que evidenciou durante a realização da UE. Assim, 
parece ter interiorizado este significado da divisão, com o qual evidenciou pouca 
familiaridade no seu desempenho antes da realização da UE. 
 Isomorfismo de medidas – Divisão como partilha. As tarefas 8 e 9.1 dos pós-testes 
envolvem a DIM-P, respectivamente entre um número inteiro e uma fracção e, entre um 
número inteiro e um numeral misto. Em ambas as tarefas, a aluna identificou e usou a 
divisão como estratégia de resolução como evidencia, por exemplo, a sua produção para a 
resolução da tarefa 9.1 “O Pedro observou que numa hora e um quarto percorreram 125 
km. Quantos quilómetros percorreram numa hora?” (Figura 7.49). 
Figura 7.49: Produção para a resolução da tarefa 9.1 do pós-teste 
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 Perante a tarefa 2 da pós-entrevista “A mãe da Maria comprou     kg de maçãs e 
pagou 5,25 €. Quanto custou cada kg?”, onde surge a DIM-P entre um número decimal e 
um numeral misto, Lúcia identificou-a e usou-a como estratégia de resolução (Figura 
7.50).  
Figura 7.50: Produção para a resolução da tarefa 2 da pós-entrevista 
 
 Já na resolução da tarefa 3 da pós-entrevista “Uma oitava parte das espécies 
protegidas de um parque natural estão em vias de extinção. Se há 38 espécies em vias de 
extinção, quantas são as espécies protegidas?”, que envolve a DIM-P entre um número 
inteiro e uma fracção, a aluna começou por explicitar: 
L:    das espécies todas são 38. Então é  	   , porque para saber todas 
faço   !  
 
Assim, apesar do contexto da tarefa não promover um procedimento de partilha, 
identificou e usou a divisão como estratégia de resolução, por reconhecê-la como a 
operação inversa da multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução. Evidenciou 
ainda, conhecimento do efeito da divisão sobre um par de números, nomeadamente de que 
a divisão nem sempre diminui, já que recorreu à mesma para encontrar o todo.   
 Para a resolução da tarefa 9.2 da pós-entrevista “Se o João percorrer    km em    de hora, quantos quilómetros percorre numa hora, mantendo a mesma velocidade 
média?”, onde surge a DIM-P entre um numeral misto e uma fracção, Lúcia começou por 
recorrer à tabela de razão para modelar a situação e, identificou e usou a divisão por 
reconhecê-la como a operação inversa da multiplicação e a estratégia mais eficiente de 
resolução (Figura 7.51). Por conseguinte, o facto do contexto da tarefa não promover um 
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procedimento de partilha, parece ter induzido a aluna a modelar a situação para identificar 
a divisão. 
Figura 7.51: Produção para a resolução da tarefa 9.2 da pós-entrevista 
 
 Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
DIM-P de números racionais no fim da realização da UE,  a aluna manteve os 
desempenhos que apresentou durante a realização da UE, pelo que parece ter interiorizado 
este significado da divisão. 
 Produto de medidas – Multiplicação. Na resolução da tarefa 13.1 do pós-teste, que 
envolve MPM, Lúcia identificou e usou a multiplicação como estratégia de resolução, 
tendo apresentado a fórmula da área rectangular. Perante a tarefa 4 da pós-entrevista, “As 
paredes dos balneários da escola vão ser forradas com azulejos quadrados cujo lado 
mede 5
1  do metro. Calcula a área de cada azulejo?”, onde surge de novo a MPM, 
recorreu à fórmula da área rectangular, identificando assim, a multiplicação que usou 
como estratégia de resolução (Figura 7.52).  
Figura 7.52: Produção para a resolução da tarefa 4 da pós-entrevista 
 
 Por consequência, a aluna deixou de recorrer ao modelo de área rectangular para 
modelar este significado da multiplicação, ao qual recorreu no seu desempenho antes e 
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durante a realização da UE. Estes resultados corroboram a interiorização da MPM de 
números racionais.  
 Produto de medidas – Divisão. Na tarefa 13.2 do pós-teste “Sabendo que a parede 
tem 12 m2 de área e     m de altura, calcula o seu comprimento?”, que envolve a DPM-
MF, Lúcia identificou e usou a divisão como estratégia de resolução (Figura 7.53).  
Figura 7.53: Produção para a resolução da tarefa 13.2 do pós-teste 
 
Perante a tarefa 1.2 da pós-entrevista “O tapete tem  
  m2 de área e    m de 
largura. Qual é o comprimento do tapete?”, onde volta a surgir a DPM-MF, a aluna 
explicitou: 
L: (…) Então, sabendo que, se nós multiplicarmos o comprimento pela 
largura vai dar a área  
  m2,  
  m2 é igual ao comprimento, que eu 
não sei, vezes os   , que é a largura. Então, se nós dividirmos os  
  
pelos    vai dar o comprimento! 
 
Assim, recorreu à equação bxa =×  para identificar a divisão, por reconhecê-la como a 
operação inversa da multiplicação e, posteriormente, usou-a por considerá-la estratégia 
mais eficiente de resolução (Figura 7.54). Por conseguinte, Lúcia deixou de recorrer ao 
modelo de área para modelar as situações que envolvem este significado da divisão, 
modelo ao qual recorreu no seu desempenho antes e durante a realização da UE. Os 
resultados apresentados corroboram a interiorização da DPM-MF de números racionais. 
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Figura 7.54: Produção para a resolução da tarefa 1.2 da pós-entrevista 
 
Tanto na resolução das tarefas 17 do pós-teste, como 8 da pós-entrevista “Qual é o 
número que multiplicado por    tem como resultado o número 2?”, que envolvem a 
DPM-FF, a aluna identificou e usou a divisão, por reconhecê-la como a operação inversa 
da multiplicação e, a estratégia mais eficiente de resolução (Figura 7.55). Mais uma vez, 
Lúcia manteve os desempenhos que apresentou durante a realização da UE, pelo que 
parece ter interiorizado a MPM-FF de números racionais. De salientar, que no seu 
desempenho antes da realização da UE, a aluna não identificou este significado da divisão. 
Figura 7.55: Produção para a resolução da tarefa 8 da pós-entrevista 
 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Lúcia evidenciou com os diferentes 
significados e contextos da multiplicação e da divisão de números racionais, no fim da 
realização da UE, surgem na tabela 7.14. 
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Tabela 7.14: Estratégias e dificuldades com os diferentes significados e contextos da multiplicação 
e da divisão de números racionais – Fim da UE 
Familiaridade com os diferentes 
significados e contextos das 
operações 
Lúcia 
IM 
GE 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ………………………………………………………....... 
RM 
Estratégias Modelo rectangular e multiplicação 
Dificuldades ………………………………………………..….…….... 
IM 
M 
Estratégias Fracção, tabela de razão e divisão 
Dificuldades .………………………………………………..………… 
P 
Estratégias Tabela de razão e divisão 
Dificuldades ………………………………………………...……..….. 
MPM 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ………………………………………………...……….... 
PM 
MF 
Estratégias Equação bxa =×  e divisão 
Dificuldades ………………………………………..…………….….... 
FF 
Estratégias Divisão 
Dificuldades ……………………………………………………….….. 
 
Deste modo, a aluna identificou sempre as operações envolvidas, independentemente dos 
seus significados e contextos, excepto numa situação de DIM-M cujo contexto envolve a 
relação parte-todo. Nesta recorreu à fracção como estratégia de resolução. Recorreu 
também, ao modelo rectangular para identificar a MIM-RM em situações que envolvem 
relações de relações, à tabela de razão para identificar a DIM-M e a DIM-P em situações 
que envolvem a grandeza velocidade e à equação   !   para identificar a DPM-FF.  
 
7.4.1.2 Flexibilidade no uso das propriedades das operações 
 
 Na resolução da tarefa 6 e 11 dos pós-testes, onde foi solicitada a calcular o valor 
de expressões numéricas, Lúcia apresentou estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações, nomeadamente comutativa e elemento neutro (Figura 7.56).  
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Figura 7.56: Produção para a resolução da tarefa 6A e B do pós-teste 
 
Também na resolução da tarefa 13 da pós-entrevista recorreu a estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades das operações, como propriedade distributiva da multiplicação 
em relação à subtracção, para calcular o valor de expressões numéricas (Figura 7.57).   
Figura 7.57: Produção para a resolução da tarefa 13D da pós-entrevista 
 
Apresentou ainda as referidas estratégias, nomeadamente propriedade comutativa, 
elemento neutro da multiplicação e invariância do quociente, bem como o recurso a factos 
operacionais básicos, como a composição e decomposição de numerais mistos, por 
exemplo, nas produções para a resolução das tarefas 7 (Figura 7.45) e 9.2 (Figura 7.46) dos 
pós-testes e 1.1 (Figura 7.43), 6.2 (Figura 7.44), 5.1 (Figura 7.47) e 2 (Figura 7.50) das 
pós-entrevistas. A aluna também evidenciou conhecimento das propriedades da divisão 
com as produções que apresentou para a resolução das tarefas 12, 14 e 16 dos pós-testes e 
11 e 12 das pós-entrevistas. Assim, por exemplo, na resolução da tarefa 12 do pós-teste 
“Sabendo que   	      , indica o valor de cada uma das expressões que se 
seguem. Justifica a tua resposta. A#   
$ 	 %   
&    ; B  #  	
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$ 	 %  	 &    ” reconheceu a propriedade da invariância do quociente (Figura 
7.58), bem como na resolução da tarefa 12 da pós-entrevista.  
Figura 7.58: Produção para a resolução da tarefa 12 do pós-teste 
 
Também perante a tarefa 11.1 da pós-entrevista “Escreve os quocientes seguintes por 
ordem crescente de valor. Justifica a tua resposta. A   	   ; B    	   ; C   
 	   ” começou por comparar os divisores e de seguida ordenou os respectivos 
quocientes (Figura 7.59). Quando solicitada a justificar a sua produção, explicitou: 
L: Se vou distribuir a mesma quantidade, vai ser maior o que tiver o menor 
divisor. O quociente maior é o que tiver o menor divisor!  
 
Figura 7.59: Produção para a resolução da tarefa 11.1 da pós-entrevista 
 
Assim, reconheceu a relação inversa entre divisor e quociente quando o dividendo é 
invariante. Já perante a tarefa 11.2 da pós-entrevista “Cada uma das expressões representa 
quocientes maiores ou menores que um? Justifica a tua resposta”, que surge na sequência 
da tarefa anterior, argumentou: 
L: Maiores que um! 
I: Porquê? 
L: Então, se o dividendo for maior do que o divisor o quociente vai dar 
mais que 1! 
 
Deste modo, evidenciou conhecimento do efeito da divisão sobre um par de números. 
Lúcia evidenciou compreensão da divisão como a operação inversa da 
multiplicação ao identificar a DPM nas tarefas 13.2 (Figura 7.53) e 17 dos pós-testes, 1.2 
 
 
Lúcia 
247 
(Figura 7.54) e 8 (Figura 7.55) das pós-entrevistas, bem como com as produções que 
apresentou para a resolução das tarefas 9.1 (Figura 7.48), 3 e 9.2 (Figura 7.51) das pós-
entrevistas. 
 Por consequência, a aluna manteve os desempenhos que apresentou durante a 
realização da UE, pelo que parece ter interiorizado esta componente do SMDR.  
Em suma, as estratégias e dificuldades que Lúcia evidenciou no uso das 
propriedades da multiplicação e da divisão de números racionais, no fim da realização da 
UE, surgem na tabela 7.15. 
 
Tabela 7.15: Estratégias e dificuldades no uso as propriedades da multiplicação e da divisão de 
números racionais – Fim da UE 
Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Lúcia 
Factos operacionais básicos 
Estratégias Compõe e decompõe  numerais mistos 
Dificuldades ……………………………………………....... 
Estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades das 
operações 
Estratégias Propriedades das operações 
Dificuldades ………………………………………………... 
Divisão como a operação 
inversa da multiplicação 
Estratégias Tabela de razão, equação bxa =×  e divisão 
Dificuldades ………………………………………………... 
 
Por conseguinte, a aluna revelou flexibilidade no uso das propriedades das operações. 
 
7.4.1.3 Razoabilidade na análise de processos e resultados 
 Ao apresentar produções correctas para a resolução das tarefas 15 do pós-teste e 10 
(Figura 7.60) da pós-entrevista, onde foi solicitada a verificar a veracidade de alguns 
produtos e quocientes em contextos meramente matemáticos, Lúcia evidenciou 
conhecimento formal do efeito das operações sobre um par de números, nomeadamente de 
que a multiplicação nem sempre aumenta e de que a divisão nem sempre diminui. 
Evidenciou ainda, capacidade de verificar dados e resultados.  
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Figura 7.60: Produção para a resolução da tarefa 10 da pós-entrevista 
 
O conhecimento de que a multiplicação nem sempre aumenta também ficou 
evidente, por exemplo, nas produções que apresentou para a resolução das tarefas 1 (Figura 
7.41) e 3 (Figura 7.42) dos pós-testes e 1.1 (Figura 7.43) e 4 (Figura 7.52) das pós-
entrevistas. O conhecimento de que a divisão nem sempre diminui também ficou evidente, 
por exemplo, nas produções que apresentou para a resolução das tarefas 7 (Figura 7.45), 
9.2 (Figura 7.46) e 13.2 (Figura 7.53) dos pós-testes e 9.2 (Figura 7.51), 1.2 (Figura 7.54) e 
8 (Figura 7.55) das pós-entrevistas. Ainda no âmbito da divisão, evidenciou conhecimento 
de que o dividendo pode ser inferior ao divisor, por exemplo, nas produções que 
apresentou para a resolução das tarefas 14 do pós-teste e 9.1 (Figura 7.48) e 11 (Figura 
7.59) das pós-entrevistas. 
 A aluna parece ter tido a preocupação de verificar dados e resultado, bem como de 
relacionar o contexto com os cálculos efectuados nos pós-testes conforme evidenciam, por 
exemplo, as suas produções para resolução das tarefas 1 (Figura 7.41), 3 (Figura 7.42), 7 
(Figura 7.45), 9.2 (Figura 7.46) e 13.2 (Figura 7.53). Já nas pós-entrevistas verificou 
sempre dados e resultado e relacionou o contexto com os cálculos efectuados conforme 
evidenciam, por exemplo, as suas produções para a resolução das tarefas 1.1 (Figura 7.43), 
6.2 (Figura 7.44), 5.1 (Figura 7.47), 9.1 (Figura 7.48), 2 (Figura 7.50), 9.2 (Figura 7.51), 4 
(Figura 7.52), 1.2 (Figura 7.54) e 8 (Figura 7.55). Para a verificação de dados e resultados 
recorreu, principalmente a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações.  
 Por consequência, Lúcia manteve os desempenhos que apresentou durante a 
realização da UE, pelo que parece ter interiorizado esta componente do SMDR. 
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Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou na análise de 
processos e resultados da multiplicação e da divisão de números racionais, no fim da 
realização da UE, surgem na tabela 7.16. 
  
Tabela 7.16: Estratégias e dificuldades na análise de processos e resultados da multiplicação e da 
divisão de números racionais – Fim da UE 
Razoabilidade na análise de processos e 
resultados 
Lúcia 
Efeito das operações sobre 
um par de números 
Estratégias 
Reconhece que multiplicar nem sempre 
aumenta, dividir nem sempre diminui e 
dividendo inferior ao divisor 
Dificuldades ……….................................................................. 
Verificação de dados e 
resultado 
 Estratégias Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Dificuldades ……….................................................................. 
Relação do contexto com 
cálculos efectuados 
Estratégias Relaciona o contexto com os cálculos efectuados 
Dificuldades ……….................................................................. 
 
Deste modo, Lúcia revelou razoabilidade na análise de processos e resultados. 
 
7.4.1.4 Símbolos e linguagem matemática formal significativos 
Com a produção que apresentou para a resolução da tarefa 4.1 do pós-teste 
“Escolhe entre as expressões a seguir apresentadas, as que permitem calcular a parte da 
folha de papel de cenário que o Tomás e a Catarina pintaram hoje. Justifica as tuas 
escolhas. A.      ; B.     ; C. %  &'; D.      ”, a aluna evidenciou 
capacidade de relacionar símbolos com acções e conhecimentos informais (Figura 7.61).  
Figura 7.61: Produção para a resolução da tarefa 4.1 pós-teste 
 
Evidenciou ainda, a referida capacidade ao identificar a multiplicação e a divisão em todas 
as tarefas que as envolvem nos pós-testes e pós-entrevistas, independentemente dos seus 
significados e contextos, ao apresentar razoabilidade na análise de processos e resultados 
e, ao elaborar enunciados para expressões que representam produtos e quocientes. Por 
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exemplo, elaborou enunciados que envolvem a MIM-RM e a DIM-M, respectivamente 
para as expressões A       e   	    (Figura 7.62), tarefas 5.2 e 10 dos pós-
testes.  
 
Figura 7.622: Produção para a resolução da tarefa 10 do pós-teste 
 
Na pós-entrevista, voltou a recorrer à MIM-RM para elaborar enunciados para as 
expressões A        e B        (Figura 7.63) da tarefa 14.2.  
Figura 7.633: Produção para a resolução da tarefa 14.2B da pós-entrevista 
 
Recorreu à DIM- MF e à DIM-M para elaborar enunciados, respectivamente para a 
expressão A   	    (Figura 7.64) e B  
 	    (Figura 7.65) da tarefa 15 da 
pós-entrevista. 
 
 
Figura 7.644: Produção para a resolução da tarefa 15A da pós-entrevista 
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Figura 7.655: Produção para a resolução da tarefa 15B da pós-entrevista 
 
Assim, Lúcia parece ter ultrapassado a dificuldade de elaborar enunciados para expressões 
que representam quocientes, que apresentou durante a realização da UE. O facto de ter 
recorrido a outros significados da divisão e não apenas à DIM-P, conforme ocorreu durante 
a realização da UE, poderá ter facilitado a elaboração dos referidos enunciados. 
A aluna evidenciou capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática 
formal, por exemplo, nas produções que apresentou para a resolução das tarefas 5.1 do 
pós-teste e 14.1 da pós-entrevista, onde identificou produtos na recta numérica, a partir de 
expressões dadas. Assim, perante a tarefa 14.1, onde foi solicitada a identificar o produto 
representado pela expressão B       , começou por representar na recta numérica 
o factor     e posteriormente, identificou    de 3 e    de   , que a levou à 
identificação do produto     (Figura 7.66). 
Figura 7.666: Produção para a resolução da tarefa 14B da pós-entrevista 
 
A sua capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática formal também ficou 
evidente, quando Lúcia recorreu aos algoritmos formais da multiplicação e da divisão 
como estratégias de resolução, por exemplo, das tarefas 1, (Figura 7.41), 3 (Figura 7.42), 7 
(Figura 7.45), 9.2 (Figura 7.46), 9.1 (Figura 7.49), 13.2 (Figura 7.53) dos pós-testes e 1.1 
(Figura 7.43), 6.1 (Figura 7.44), 5.1 (Figura 7.47), 9.1 (Figura 7.48), 2 (Figura 7.50), 9.2 
(Figura 7.51), 4 (Figura 7.52), 12 (Figura 7.54) e 8 (Figura 7.55) das pós-entrevistas. 
Também ao reconhecer as operações em situações meramente matemáticas, por exemplo, 
nas tarefas 6 (Figura 7.56) do pós-teste e 13 (Figura 7.57) e 10 (Figura 7.60) das pós-
entrevistas, bem como ao apresentar flexibilidade no uso das propriedades das operações. 
Ainda, a produção que apresentou para a resolução da tarefa 16 da pós-entrevista “Calcula 
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o quociente que se obtém dividindo o dobro do quadrado de um terço por um” (Figura 
7.63), revela a sua capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática formal.  
Figura 7.67: Produção para a resolução da tarefa 16 da pós-entrevista 
 
Por consequência, a aluna manteve os desempenhos que apresentou durante a 
realização da UE, com excepção da dificuldade em elaborar enunciados, que parece ter 
sido ultrapassada, pelo que parece ter interiorizado esta componente do SMDR.  
Em suma, as  estratégias e dificuldades que Lúcia evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos da multiplicação e da divisão de números 
racionais, no fim da realização da UE, surgem na tabela 7.17. 
 
Tabela 7.17: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática formal significativos 
da multiplicação e da divisão de números racionais – Fim da UE 
Símbolos e linguagem matemática formal 
significativos 
Lúcia 
Relação de símbolos com acções 
e conhecimentos informais 
Estratégias 
Identifica a MIM, DIM, MPM e DPM, 
apresenta razoabilidade na análise de 
processos e resultados e elabora enunciados 
(MIM-RM, DIM-M E DPM-MF) 
Dificuldades ……….......................................................... 
Relação de símbolos com 
linguagem matemática formal 
Estratégias 
Reconhece as operações em situações 
meramente matemáticas,recorre a 
algoritmos formais e apresenta flexibilidade 
no uso das propriedades das operações 
Dificuldades ……….......................................................... 
 
Por conseguinte, a aluna revelou conhecimento significativo de todas as 
componentes do SMDR, de forma integrada, pelo que parece ter interiorizado o sentido das 
referidas operações.  
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7.5 DESEMPENHO SEIS MESES DEPOIS DA UNIDADE DE ENSINO 
 
 A análise dos dados das entrevistas (Apêndice 6) permitiu a explicitação que se 
segue do desempenho de Lúcia seis meses depois da realização da UE. Com a referida 
análise identificaram-se as estratégias e dificuldades da aluna em cada uma das 
componentes do SMDR (Tabela 4.2 e 6.3). 
 
7.5.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais   
 
7.5.1.1 Familiaridade com os diferentes significados e contextos das operações 
Nesta componente do SMDR optou-se por apresentar os desempenhos de Lúcia 
seguindo a sequência dada ao ensino-aprendizagem das referidas operações durante a 
realização da UE. Assim, inicia-se com os desempenhos relativos à MIM, seguindo-se os 
relativos à DIM, os relativos à MPM e, por último, os relativos à DPM.  
 Isomorfismo de medidas – Multiplicação. Na resolução da tarefa 7 “Determina a 
quantidade de peixe que 24 alunos consumiriam, se cada um comesse    kg de peixe?”, 
onde surge a MIM-GE, a aluna explicitou: 
L: Tem que ser    a multiplicar pelos 24 [alunos]! 
 
Posteriormente, recorreu à multiplicação como estratégia de resolução. Evidenciou ainda, 
conhecimento de que a multiplicar nem sempre aumenta, já que recorreu à multiplicação 
para encontrar uma parte do todo. (Figura 7.68).  
Figura 7.68: Produção para a resolução da tarefa 7 
 
Perante a tarefa 1.1 “A Sofia andava a bordar um tapete de Arraiolos. Quando já 
tinha    do tapete bordado, reparou que se tinha enganado. Teve de desmanchar    do 
que já tinha bordado. Que parte do tapete teve a Sofia que desmanchar?”, que envolve a 
MIM-RM entre duas fracções, Lúcia também identificou e usou a multiplicação como 
estratégia de resolução (Figura 7.69). Voltou a evidenciar conhecimento de que multiplicar 
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nem sempre aumenta, já que recorreu à multiplicação para encontrar a parte de uma parte. 
Apesar do contexto da referida tarefa envolver relações de relações, ou seja, duas unidades 
de referência (dois terços do tapete e todo o tapete), a aluna deixou de recorrer ao modelo 
rectangular para a modelar, conforme recorreu durante e no fim da realização da UE. 
Figura 7.69: Produção para a resolução da tarefa 1.1 
 
Para a resolução das tarefas 6.1 e 6.2 onde surge a MIM-RM, respectivamente 
entre uma fracção e um número inteiro e, entre um número inteiro e um número decimal, 
Lúcia voltou a identificar e usar a multiplicação como estratégia de resolução. Por 
exemplo, perante a tarefa 6.1 “Uma empregada doméstica ganha 5 € por hora. Quanto 
ganha em    de hora?”, explicitou: 
L: Quero saber quanto é    de 5 €, que é o que ela vai ganhar em    
hora! (…) Vai ganhar menos porque    é menos que 1 hora! 
 
Assim, mais uma vez, revelou conhecimento de que multiplicar nem sempre aumenta, já 
que multiplicou para obter uma parte do todo. Posteriormente, registou a multiplicação e 
usou-a como estratégia de resolução (Figura 7.70).  
Por conseguinte, a aluna manteve os desempenhos do fim da realização da UE, 
excepto o recurso ao modelo rectangular para modelar situações que envolvem relações de 
relações, pelo que parece ter retido a MIM de números racionais.  
Figura 7.70: Produção para a resolução da tarefa 6.1 
 
 Isomorfismo de medidas – Divisão como medida. Nas tarefas 5.1, 5.2 e 9.1 que 
envolvem a DIM-M, respectivamente entre números inteiros, entre fracções e, entre 
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numerais mistos, Lúcia identificou e usou a divisão como estratégia de resolução. Apenas, 
na tarefa 5.1 “O Tiago já leu 60 páginas de um livro que foi buscar à biblioteca. O livro 
tem 75 páginas. Que parte do livro já leu?”, recorreu à FPT como estratégia de resolução, 
procedimento justificável com a sua familiaridade com os diferentes significados das 
fracções. 
Já perante a tarefa 5.2 “O seu irmão André leu    do mesmo livro. Quantas vezes 
mais leu o Tiago [  ] do que o André?”, argumentou: 
L: Então, se o Tiago leu    e o André   , vou dividir os    pelos   , 
para saber quantas vezes mais leu o Tiago que o André! 
 
Deste modo, identificou a divisão e revelou conhecimento de que dividir nem sempre 
diminui. Posteriormente, usou a referida operação como estratégia de resolução (Figura 
7.71) 
Figura 7.71: Produção para a resolução da tarefa 5.2 
 
Também perante a tarefa 9.1 “O João durante os seus percursos pedestres mantém 
uma velocidade média de     km/h. Estima o tempo que demorará a percorrer 
   km? Confirma a tua estimativa”, a aluna argumentou: 
L: Então, vai demorar metade do tempo! 
I: Como pensaste? 
L: Então, se anda     km numa hora,     km é metade [dos     km], 
vai precisar de metade do tempo! 
I: E como fazes para verificares esse resultado? 
L: Vou dividir     por    , para ver quantas vezes    cabe nos    ! 
  
Assim, identificou a divisão e, posteriormente, usou-a como estratégia de resolução. 
Evidenciou ainda, conhecimento de que o dividendo pode ser inferior ao divisor, sem ter 
modelado a tarefa, conforme modelou durante e no fim da realização da UE. Este facto 
parece advir de uma compreensão significativa da DIM – M de números racionais. 
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Por conseguinte, Lúcia manteve os desempenhos do fim da realização da UE, 
excepto o recurso à tabela de razão para modelar situações cujos contextos envolvem a 
grandeza velocidade e dividendo inferior ao divisor, pelo que parece ter retido a DIM – M 
de números racionais.   
 Isomorfismo de medidas – Divisão como partilha. Perante a tarefa 2 “A mãe da 
Maria comprou    kg de maçãs e pagou 5,25 €. Quanto custou cada kg?”, onde surge a 
DIM-P, entre um número decimal e um numeral misto, a aluna identificou e usou a divisão 
como estratégia de resolução (Figura 7.72).  
Figura 7.72: Produção para a resolução da tarefa 2 
 
Já na resolução da tarefa 3, “Uma oitava parte das espécies protegidas de um 
parque natural estão em vias de extinção. Se há 38 espécies em vias de extinção, quantas 
são as espécies protegidas?”, que envolve a DIM-P entre um número inteiro e uma 
fracção, Lúcia explicitou: 
L: Faço a dividir, tenho que dividir os 38 por  , porque eu quero saber as 
espécies protegidas [o todo]! 
 
Deste modo, identificou e, posteriormente, usou a divisão como estratégia de resolução 
(Figura 7.73). As suas produções evidenciam ainda, conhecimento de que a divisão nem 
sempre diminui, já que recorreu à mesma para encontrar o todo. 
Figura 7.73: Produção para a resolução da tarefa 3 
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 Para a resolução da tarefa 9.2 “Se o João percorrer     km em    de hora, 
quantos quilómetros percorre numa hora, mantendo a mesma velocidade média?”, onde 
surge a DIM-P entre um numeral misto e uma fracção, a aluna começou por recorrer à 
tabela de razão para modelar a situação. Posteriormente, identificou e usou a divisão por 
reconhecê-la como a operação inversa da multiplicação e a estratégia mais eficiente de 
resolução (Figura 7.74). O facto do contexto da tarefa não promover um procedimento de 
partilha, parece ter induzido Lúcia à sua modelação como estratégia para identificar a 
operação envolvida.  
Figura 7.74: Produção para a resolução da tarefa 9.2 
 
 Por consequência, a aluna manteve os desempenhos do fim da realização da UE, 
pelo que parece ter retido a MIM-P de números racionais. 
 Produto de medidas – Multiplicação. Perante a tarefa 4 “As paredes dos balneários 
da escola vão ser forradas com azulejos quadrados cujo lado mede    do metro. Calcula 
a área de cada azulejo?”, que envolve a MPM, Lúcia registou de imediato a fórmula da 
área rectangular, identificando assim a multiplicação, que posteriormente usou como 
estratégia de resolução. Por conseguinte, manteve o desempenho do fim da realização da 
UE, pelo que parece ter retido a MPM de números racionais. 
 Produto de medidas – Divisão. Na resolução da tarefa 1.2 “O tapete tem  
  m2 de 
área e    m de largura. Qual é o comprimento do tapete?”, onde surge a DPM-MF, a 
aluna começou por recorrer à fórmula da área rectangular (Figura 7.75), argumentando: 
L: Então, para saber o comprimento tenho de dividir, porque a divisão é a 
operação inversa da multiplicação! 
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Assim, identificou e usou a divisão, por reconhecê-la como a operação inversa da 
multiplicação e, a estratégia mais eficiente de resolução. A fórmula da área rectangular 
parece conectada à equação   !  , à qual recorreu no fim da realização da UE, pelo 
que parece ter retido a MPM-MF de números racionais.   
Figura 7.75: Produção para a resolução da tarefa 1.2 
 
Perante a tarefa 8 “Qual é o número que multiplicado por 5
2  tem como resultado 
o número 2”, que envolve a DPM-FF, Lúcia voltou a identificar e usar a divisão como 
estratégia de resolução (Figura 7.76). Deste modo, evidenciou ainda, compreensão 
significativa da divisão como a operação inversa da multiplicação. Por conseguinte, 
manteve os desempenhos do fim da realização da UE, pelo que parece ter retido a DIM-FF 
de números racionais. 
Figura 7.76: Produção para a resolução da tarefa 8 
 
Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou com os diferentes 
significados e contextos da multiplicação e da divisão de números racionais, seis meses 
depois da realização da UE, surgem na tabela 7.18. 
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Tabela 7.18: Estratégias e dificuldades com os diferentes significados e contextos da multiplicação 
e da divisão de números racionais – Seis meses depois da UE 
Familiaridade com os diferentes 
significados e contextos das 
operações 
Lúcia 
 
IM 
GE 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ……………………………………………..…………........ 
RM 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ……………………………………………..…………….... 
DIM 
M 
Estratégias Fracção e divisão 
Dificuldades ……………………………………………..……………… 
P 
Estratégias Tabela de razão e divisão 
Dificuldades ……………………………………………..…………….... 
MPM 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ……………………………………………..…………….... 
DPM 
MF 
Estratégias Equação bxa =×  e divisão 
Dificuldades …………………………………………………..……….... 
FF 
Estratégias Divisão 
Dificuldades ………………………………………………...…………... 
 
Assim, Lúcia identificou sempre as operações envolvidas, independentemente dos seus 
significados e contextos, excepto numa situação de DIM-M cujo contexto envolve a 
relação parte-todo. Nesta recorreu à fracção como estratégia de resolução.  
 
7.5.1.2 Flexibilidade no uso das propriedades das operações 
Na resolução da tarefa 13, onde foi solicitada a calcular expressões numéricas, a 
aluna apresentou estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações, 
nomeadamente propriedade comutativa, distributiva, elemento neutro e absorvente da 
multiplicação e invariância do quociente (Figura 7.77). Também recorreu a factos 
operacionais básicos, como à composição e decomposição de numerais mistos.  
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Figura 7.77: Produção para a resolução da tarefa 13B, C e D 
 
Lúcia evidenciou ainda, conhecimento das propriedades da divisão com as produções que 
apresentou para a resolução das tarefas 11 e 12. Perante a tarefa 11.1 “Escreve os 
quocientes seguintes por ordem crescente de valor. Justifica a tua resposta. A   	
  ; B   	   ; C  	   ” comparou os divisores e, de seguida, ordenou os 
respectivos quocientes (Figura 7.78) e, argumentou: 
L: Porque, quanto maior o divisor, menor é o quociente!  
 
Deste modo, evidenciou conhecimento da relação inversa entre divisor e quociente, 
quando o dividendo é invariante.  
Figura 7.78: Produção para a resolução da tarefa 11.1 
 
Já na resolução da tarefa 11.2 “Cada uma das expressões representa quocientes maiores 
ou menores que um? Justifica a tua resposta”, que surge na sequência da tarefa anterior, a 
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aluna denotou conhecimento de que a divisão nem sempre diminui, bem como de que o 
dividendo pode ser inferior ao divisor, ao argumentar: 
L: Maiores que um, porque o dividendo é maior que o divisor, então o 
quociente é maior que um! 
 
Também na resolução da tarefa 12 “Sabendo que   	      , indica o valor de 
cada uma das expressões que se seguem. A  %     &  %     & ; B  
%  	 &  %  	 &. Justifica a tua resposta”, reconheceu formalmente a propriedade 
da invariância do quociente (Figura 7.79).  
Figura 7.79: Produção para a resolução da tarefa 12 
 
Ainda, ao longo das entrevistas, Lúcia recorreu a estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações, nomeadamente propriedade comutativa, elemento neutro e 
invariância do quociente e, a factos operacionais básicos, como evidenciam, por exemplo, 
as suas produções para a resolução das tarefas 1.1 (Figura 7.69), 6.1 (Figura 7.70), 5.2 
(Figura 7.71), 9.2 (Figura 7.74) e 1.2 (Figura 7.75). 
A aluna evidenciou compreensão da divisão como a operação inversa da 
multiplicação ao identificar a DPM nas tarefas 1.2 (Figura 7.75) e 8 (Figura 7.76), bem 
como com as produções que apresentou para a resolução das tarefas 3 (Figura 7.73) e 9.2 
(Figura 7.74). 
Por consequência, a aluna manteve os desempenhos que apresentou no fim da 
realização da UE, pelo que parece ter retido esta componente do SMDR. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Lúcia evidenciou no uso das 
propriedades da multiplicação e divisão de números racionais, seis meses depois da 
realização da UE, surgem na tabela 7.19.  
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Tabela 7.19: Estratégias e dificuldades no uso das propriedades da multiplicação e da divisão de 
números racionais – Seis meses depois da UE 
Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Lúcia 
Factos operacionais básicos 
Estratégias Compõe e decompõe numerais mistos 
Dificuldades ………………………………………………... 
Estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades das 
operações 
Estratégias Propriedades das operações 
Dificuldades ……………………………………………...… 
Divisão como a operação 
inversa da multiplicação 
Estratégias Tabela de razão, equação bxa =×  e divisão 
Dificuldades …………………………………………...…… 
 
Deste modo, a aluna revelou flexibilidade no uso das propriedades das operações. 
 
7.5.1.3 Razoabilidade na análise de processos e resultados 
 Ao apresentar produções correctas para a resolução da tarefa 15 (Figura 7.80), onde 
foi solicitada a verificar a veracidade de alguns produtos e quocientes em contextos 
meramente matemáticos, Lúcia evidenciou conhecimento formal do efeito das operações 
sobre um par de números, nomeadamente de que a multiplicação nem sempre aumenta e de 
que a divisão nem sempre diminui, bem como capacidade de verificar dados e resultados. 
Perante a referida tarefa, argumentou: 
L: 40 a multiplicar por 4 não dá 10, dá 80! (…) 4 a dividir por um quarto é 4 
vezes 4, que dá 16! (…) Metade de 16 é 8! (…) Metade de 160 é 80! 
 
Figura 7.80: Produção para a resolução da tarefa 15 
 
Também ao longo das entrevistas, a aluna apresentou evidências do conhecimento do 
efeito das operações sobre um par de números. Assim, o conhecimento de que multiplicar 
nem sempre aumenta ficou evidente nas suas produções para a resolução das tarefas 7 
(Figura 7.68), 1.1 (Figura 7.69), 6.1 (Figura 7.70) e 4. O conhecimento de que dividir nem 
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sempre diminui ficou evidente nas suas produções para a resolução das tarefas 5.2 (Figura 
7.71), 3 (Figura 7.73), 9.2 (Figura 7.74) e 8 (Figura 7.76). Ainda no âmbito da divisão, o 
conhecimento de que o dividendo pode ser inferior ao divisor ficou evidente nas suas 
produções para a resolução das tarefas 9.1 e 11 (Figura 7.78).  
Nas produções que foi apresentando ao longo das entrevistas, Lúcia teve sempre a 
preocupação de verificar dados e resultado, recorrendo, essencialmente a estratégias de 
cálculo baseadas nas propriedades das operações, e de relacionar o contexto com os 
cálculos efectuados conforme evidenciam, por exemplo, as suas produções para a 
resolução das tarefas 7 (Figura 7.68), 1.1 (Figura 7.69), 6.1 (Figura 7.70), 5.2 (Figura 
7.71), 9.1, 2 (Figura 7.72), 3 (Figura 7.73), 9.2 (Figura 7.74), 1.2 (Figura 7.75) e 8 (Figura 
7.76). 
 Por consequência, a aluna manteve os desempenhos que apresentou no fim da 
realização da UE, pelo que parece ter retido esta componente do SMDR. 
 Em suma, as estratégias e dificuldades que Lúcia evidenciou na análise de 
processos e resultados da multiplicação e divisão de números racionais, seis meses depois 
da realização da UE, surgem na tabela 7.20.  
 
Tabela 7. 20: Estratégias e dificuldades na análise processos e resultados da multiplicação e da 
divisão de números racionais – Seis meses depois da UE 
Razoabilidade na análise de processos e 
resultados 
Lúcia 
Efeito das operações sobre um 
par de números 
Estratégias 
Reconhece que multiplicar nem sempre 
aumenta, dividir nem sempre diminui e 
dividendo inferior ao divisor 
Dificuldades ………................................................................ 
Verificação de dados e 
resultado 
Estratégias Flexibilidade com as propriedades das 
operações 
Dificuldades ………................................................................ 
Relação do contexto com 
cálculos efectuados 
Estratégias Relaciona o contexto com os cálculos 
efectuados 
Dificuldades ………................................................................ 
 
Deste modo, a aluna revelou razoabilidade na análise de processos e resultados. 
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7.5.1.4 Símbolos e linguagem matemática formal significativos 
Lúcia evidenciou capacidade de relacionar símbolos com acções e conhecimentos 
informais ao identificar a multiplicação e a divisão em todas as tarefas que as envolvem, 
independentemente dos significados e contextos, ao apresentar razoabilidade na análise 
processos e resultados, bem como ao elaborar enunciados para expressões que 
representam produtos e quocientes. Por exemplo, perante a tarefa 14.2, recorreu à MIM-
RM para elaborar enunciados para as expressões A        e B        
(Figura 7.81). 
Figura 7.811: Produção para a resolução da tarefa 14.2B 
 
Já na tarefa 15, elaborou enunciados que envolvem a DPM-MF e a DIM-M, 
respectivamente para as expressões A    	    e B 
 	    (Figura 7.82).  
 
Figura 7.822: Produção para a resolução da tarefa 15B 
 
Ao conseguir identificar na recta numérica produtos representados por expressões 
dadas, a aluna evidenciou capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática 
formal. Por exemplo, na tarefa 14.1, para representar o produto representado pela 
expressão B        começou por representar o factor     e, posteriormente,    
de 3 e    de   , que a levou a identificar na recta numérica o produto     (Figura 
7.83). 
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Figura 7.833: Produção para a resolução da tarefa 14B 
 
A sua capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática formal também ficou 
evidente, quando Lúcia recorreu aos algoritmos formais da multiplicação e da divisão 
como estratégias de resolução, por exemplo, das tarefas 7 (Figura 7.68), 1.1 (Figura 7.69), 
6.1 (Figura 7.70), 5.2 (Figura 7.71), 2 (Figura 7.72), 3 (Figura 7.73), 9.2 (Figura 7.74), 1.2 
(Figura 7.75) e 8 (Figura 7.76). Também ao reconhecer as operações em situações 
meramente matemáticas, por exemplo, nas tarefas 13 (Figura 7.77) e 15 (Figura 7.80), bem 
como ao apresentar flexibilidade no uso das propriedades das operações. Ainda, a 
produção que apresentou para a resolução da tarefa 16 “Calcula o quociente que se obtém 
dividindo o dobro do quadrado de um terço por um” (Figura 7.84), evidencia a sua 
capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática formal.  
Figura 7.844: Produção para a resolução da tarefa 16 
 
Por consequência, a aluna manteve os desempenhos que apresentou no fim da 
realização da UE, pelo que parece ter retido esta componente do SMDR. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Lúcia evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos da multiplicação e da divisão de números 
racionais, seis meses depois da realização da UE, surgem na tabela 8.21.  
Tabela 7.181: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática formal 
significativos da multiplicação e da divisão de números racionais – Seis meses depois da UE 
Símbolos e linguagem matemática formal 
significativos 
Lúcia 
Relação de símbolos com 
acções e conhecimentos 
informais 
Estratégias 
Identifica a MIM, DIM, MPM e DPM, apresenta 
razoabilidade na análise de processos e 
resultados e elabora enunciados (DPM-MF, 
MIM-RM e DIM-M) 
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Dificuldades ……….................................................................. 
Relação de símbolos com 
linguagem matemática 
formal 
Estratégias 
Reconhece as operações em situações 
meramente matemáticas e recorre a algoritmos 
formais e apresenta flexibilidade no uso das 
propriedades das operações 
Dificuldades ……….................................................................. 
 
Por conseguinte, a aluna revelou conhecimento significativo de todas as 
componentes do SMDR, de forma integrada, pelo que parece ter retido o sentido das 
referidas operações.  
 
 
7.6 TRAJECTORIA DE APRENDIZAGEM DE LÚCIA  
 
7.6.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais 
 
Antes da realização da UE Lúcia evidenciou estratégias e dificuldades nas 
diferentes componentes do SMDID, que conduziram às seguintes considerações. 
Na componente relativa à familiaridade com os diferentes significados e contextos 
das operações, a aluna identificou a multiplicação e usou-a como estratégia de resolução 
quer em situações de MIM, quer de MPM de números inteiros e números decimais. Porém, 
perante a primeira tarefa que envolve a MIM-GE, limitou-se a apresentar um esquema com 
base num procedimento aditivo, que de acordo com Vergnaud (1983), se trata de um 
procedimento sem carácter multiplicativo. Também recorreu ao modelo de área rectangular 
para modelar uma tarefa que envolve a MIM e todas as tarefas que envolvem a MPM e, 
posteriormente identificar a multiplicação. Assim, o referido modelo afigurou-se como 
modelo para raciocinar a MPM, pelo que atendendo aos níveis de actividade considerados 
por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), a aluna parece estar no nível de actividade geral, onde 
os modelos se referem a um quadro de representações matemáticas e, por consequência, 
sem a MPM de números inteiros e números decimais formalizada. 
Lúcia não apresentou qualquer dificuldade em identificar a divisão em situações de 
DIM-P de números inteiros e números decimais, tendo recorrido à mesma como estratégia 
de resolução. De acordo com Gravemeijer (1994, 1999, 2005), dado que não se apoiou em 
modelos para desenvolver actividade matemática, este significado parece formalizado. Já 
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perante situações de DIM-M de números inteiros e números decimais, começou por 
recorrer à sua modelação com esquemas fundamentados em procedimentos aditivos, que 
Vergnaud (1983) considera sem carácter multiplicativo. Porém, só em situações cujo 
contexto envolve números pequenos, os referidos procedimentos a conduziram à 
identificação e uso da divisão. Em situações cujos contextos envolvem números grandes ou 
números decimais, não passíveis de modelação com base num procedimento de 
distribuição um-a-um ou adição sucessiva, ou seja, por não ancorarem nas suas estratégias 
informais, a aluna não identificou a divisão nem qualquer outra estratégia de resolução. Por 
conseguinte, afigurou pouca familiaridade com a DIM-M de números inteiros e números 
decimais. 
Perante situações de DPM-MF de números inteiros e números decimais, Lúcia 
identificou e usou sempre a divisão. Porém, também recorreu sempre ao modelo de área 
rectangular e respectiva fórmula, para modelar as referidas tarefas e, posteriormente, 
identificar e usar a divisão, por reconhecê-la como a operação inversa da multiplicação e, a 
estratégia mais eficiente de resolução. Deste modo, o referido modelo afigurou-se também 
como modelo para raciocinar a DPM-MF, pelo que atendendo aos níveis de actividade 
considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), a aluna parece estar no nível de 
actividade geral, onde os modelos se referem a um quadro de representações matemáticas 
e, por consequência, sem a DPM-MF de números inteiros e números decimais formalizada. 
Já perante situações de DPM-FF de números inteiros e números decimais, Lúcia começou 
por recorrer à equação bxa =×  e, posteriormente, a uma estratégia de tentativa e erro para 
determinar o factor em falta, não tendo identificado a divisão. Assim, revelou não ter uma 
compreensão significativa da divisão como a operação inversa da multiplicação e, pouca 
familiaridade com a DPM-FF de números inteiros e números decimais.   
A compreensão dos diferentes significados das operações é um dos fundamentos do 
sentido de operação (Huinker, 2002).  
Relativamente à flexibilidade no uso das propriedades das operações, Lúcia 
revelou dificuldades em recorrer a factos operacionais básicos, como a composição e 
decomposição de números inteiros e a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das 
operações. Segundo McIntosh et al., (1992), este facto pode advir de hábitos estabelecidos 
por uma longa prática com os referidos algoritmos. Para os autores, a compreensão das 
propriedades das operações implica que os alunos apliquem intuitivamente as propriedades 
aritméticas em estratégias próprias de cálculo, sendo o recurso a múltiplas estratégias uma 
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evidencia do sentido de número. Enfatizam a ligação de aplicações práticas ao 
desenvolvimento e compreensão das propriedades matemáticas fundamentais, alertando 
que só os alunos com bom sentido de número fazem estas relações e estão confiantes na 
aplicação das propriedades numa variedade de situações.  
A aluna também não reconheceu a divisão como a operação inversa da 
multiplicação, já que não a identificou em situações de DPM-FF. O conhecimento das 
relações entre as diferentes operações pode favorecer o conhecimento de cada uma das 
operações (Slavit, 1999) e, por conseguinte, contribuir para o desenvolvimento de 
estratégias com recurso a factos básicos das operações para o seu cálculo (Huinker, 2002). 
O conhecimento e compreensão das propriedades de uma operação são fundamentais para 
o desenvolvimento do sentido de operação (Slavit, 1999), dado que este envolve a 
capacidade de desenvolver estratégias de cálculo (Huinker, 2002). 
Lúcia também revelou dificuldades na componente relativa à razoabilidade na 
análise de processos e resultados. Evidenciou os mal-entendidos comuns, como o de que a 
multiplicação aumenta sempre, a divisão diminui sempre e de que o dividendo tem de ser 
sempre superior ao divisor. Segundo Greer (1992), Nunes e Bryant (1997), Schwartz 
(1988) e Vergnaud (1983, 1988), estes mal-entendidos advém de se apresentar aos alunos a 
multiplicação, apenas como uma forma eficiente de se fazerem adições sucessivas e a 
divisão, apenas como uma forma eficiente de se partilhar equitativamente um conjunto de 
objectos.  
A aluna revelou ainda, falta de hábito de verificar dados e resultado e relacionar o 
contexto com os cálculos efectuados. Este facto pode decorrer da sua falta de familiaridade 
com estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações e/ou das referidas 
verificação e relação, não serem entendidas como parte integrante do processo de 
resolução de problemas (McIntosh et al., 1992). Os alunos omitem esta revisão 
metacognitiva do contexto do problema quando o resultado e o próprio problema não são 
importantes para eles (McIntosh et al., 1992).  
Em relação à componente dos símbolos e linguagem matemática formal 
significativos, Lúcia apresentou dificuldades na identificação da DIM-M e da DPM-FF, na 
análise de processos e resultados, bem como em elaborar enunciados para expressões que 
representam produtos e quocientes. Segundo Huinker (2002), para que os alunos possam 
descrever situações da vida real para diferentes operações, devem estar familiarizados com 
diferentes significados e contextos das operações. Assim, a aluna denotou dificuldades em 
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conectar compreensão conceptual com linguagem informal (Huinker, 2002), ou seja, em 
estabelecer ligações entre o mundo percepcionado e o mundo dos símbolos, revelando 
problemas ao nível do processo de matematização horizontal (Freudenthal, 1973, 1991; 
Treffers, 1991).  
Também apresentou falta de flexibilidade no uso das propriedades das operações, 
pelo que revelou dificuldades no uso de símbolos como ferramentas para pensar (Huinker, 
2002), ou seja, em se reorganizar dentro do mundo dos símbolos – matematização vertical 
(Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991).  
Sendo o processo de matematização um processo progressivo, onde o 
conhecimento se vai tornando cada vez mais formal e abstracto (Freudenthal, 1973, 1991; 
Treffers, 1991), a operação deve ser compreendida independentemente de acções em 
elementos quotidianos, bem como compreendida a sua estrutura, para que se possa falar na 
existência de um avançado sentido dessa operação (Slavit, 1999).  
Entender a operação nas diferentes componentes anteriormente apresentadas, quer 
simultânea ou isoladamente, implica o máximo sentido de operação (Slavit, 1999). 
 
7.6.2 Sentido de número racional 
 
Antes da realização da UE, Lúcia evidenciou estratégias e dificuldades nas 
diferentes componentes do SNR, que conduziram às seguintes considerações. 
A aluna apresentou familiaridade com os diferentes significados das fracções em 
contexto, já que identificou sempre a fracção envolvida, independentemente do seu 
significado. Esta é uma componente fundamental para uma compreensão significativa das 
fracções e consequente desenvolvimento do SNR (Behr et al., 1992; Behr et al., 1983; 
Kieren, 1976, 1988; Lamon, 2006, 2007; Nunes et al, 2005; Streefland, 1986, 1991a). 
Na componente relativa à flexibilidade com a unidade de referência das fracções 
em contexto, Lúcia evidenciou conhecimento da reconstrução da unidade de referência. 
Porém, revelou desconhecimento de que fracções diferentes podem representar a mesma 
quantidade, desde que as unidades de referência sejam também diferentes. Deste modo, 
evidenciou dificuldades em reconhecer a existência de diferentes unidades de referência. 
Só o conhecimento simultâneo dos referidos processos permite uma compreensão completa 
do conceito de fracção e, por consequência, de número racional, dado que uma fracção tem 
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sempre subjacente uma unidade de referência (Behr et al., 1992; Behr et al., 1983; Fosnot 
& Dolk, 2002; Lamon 2006; Monteiro & Pinto, 2005, 2007). 
Relativamente à familiaridade com diferentes representações de números 
racionais, a aluna converteu fracções em números decimais, porém não conseguiu 
converter numerais mistos em números decimais. No entanto, não apresentou dificuldades 
em identificar fracções equivalentes, tendo recorrido à regra de multiplicar numerador e 
denominador pelo mesmo número diferente de zero, evidenciando conhecimento formal da 
equivalência de fracções. O conhecimento de que os números podem ter diferentes 
representações, aliado ao reconhecimento de que algumas representações são mais úteis do 
que outras em certas situações de resolução de problemas, é essencial para o 
desenvolvimento do SNR (Fosnot & Dolk, 2002; McIntosh et al., 1992; Streefland, 1986, 
1991a). 
Em relação à flexibilidade na comparação, ordenação e densidade de números 
racionais, Lúcia apresentou dificuldades em assinalar fracções não unitárias e numerais 
mistos na recta numérica. Só conseguiu assinalar números inteiros, números decimais e 
fracções não unitárias. Evidenciou ainda, dificuldades na comparação e ordenação de 
fracções, bem como desconhecimento da densidade dos números racionais. Assim, 
denotou dificuldades no sentido da regularidade dos números, consequência de uma 
deficiente compreensão do sistema de numeração (McIntosh et al., 1992), e na densidade 
do conjunto de números racionais, conhecimentos que facilitam a compreensão de número 
racional (Behr et al., 1992; Monteiro & Pinto, 2007). 
Ao apresentar familiaridade com os diferentes significados das fracções em 
contexto, reconstruir a unidade de referência das fracções em contexto, converter números 
decimais em fracções unitárias e recorrer à regra de equivalência de fracções, a aluna 
evidenciou capacidade de lidar com símbolos e linguagem matemática formal 
significativos. Porém, apresentou dificuldades em reconhecer a existência de diferentes 
unidades de referência, em converter numerais mistos em números decimais, em 
representar números racionais na recta numérica, em comparar e ordenar números 
racionais e ainda, em reconhecer a densidade dos números racionais. Assim, revelou 
dificuldades nesta componente do SNR e, por conseguinte, no SNR (Behr et al., 1992; 
Behr et al., 1983; Kieren, 1976, 1988; Lamon, 2006, 2007; McIntosh et al., 1992; Monteiro 
& Pinto, 2005, 2007; Nunes et al, 2005; Streefland, 1986, 1991a).  
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7.6.3 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais 
 
Durante a realização da UE, Lúcia afigurou ter ultrapassado muitas das dificuldades 
reveladas no seu desempenho antes da realização da UE, nas diferentes componentes do 
SMDID, e ter adquirido SMDR, que conduziram às seguintes considerações. 
Na componente relativa à familiaridade com os diferentes significados e contextos 
das operações, a aluna identificou e usou sempre a multiplicação como estratégia de 
resolução quer em tarefas onde surge a MIM-GE, quer em tarefas onde surge a MIM-RM 
de números racionais. Recorreu também ao modelo de área rectangular para raciocinar a 
MIM-RM, mas apenas em contextos que envolvem relações de relações, ou seja, duas 
unidades de referência, pelo que o referido modelo se afigurou como modelo para 
raciocinar este significado da multiplicação nos referidos contextos. Deste modo, e 
atendendo aos níveis de actividade considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), a 
aluna encontra-se no nível de actividade geral, onde os modelos se referem a um quadro de 
representações matemáticas e, por consequência, sem a MPM-RM de números racionais, 
em situações que envolvem relações de relações, formalizada. Por conseguinte, parece ter 
formalizado a MIM de números racionais, excepto em situações de MPM-RM que 
envolvem relações de relações.   
Também em situações de DIM-M de números racionais, a divisão foi sempre 
identificada e usada por Lúcia como estratégia de resolução. Apenas, numa tarefa que 
envolve a grandeza velocidade, recorreu também à tabela de razão, mas para ultrapassar o 
erro da troca do dividendo pelo divisor, pelo que o referido modelo parece funcionar como 
modelo para raciocinar a DIM-M no referido contexto. Deste modo, e atendendo aos níveis 
de actividade considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), a aluna encontra-se no 
nível de actividade geral, onde os modelos se referem a um quadro de representações 
matemáticas e, por consequência, sem a DIM-M de números racionais, nas referidas 
situações, formalizada. Por conseguinte, parece ter formalizado a MIM de números 
racionais, excepto em situações que envolvem a grandeza velocidade.   
De salientar, que durante o seu desempenho antes da realização da UE, Lúcia 
recorreu a esquemas, ou seja, modelos não estruturados para modelar as tarefas que 
envolvem este significado da divisão evidenciando raciocínio aditivo, enquanto durante a 
realização da UE passou a recorrer a modelos estruturados, como a tabela de razão, 
evidenciando raciocínio multiplicativo. Segundo Gravemeijer (1994, 1999), os modelos 
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emergem da actividade dos alunos como modelos de uma situação que lhes é familiar e 
mais tarde transformam-se, através de um processo de generalização e formalização, em 
modelos para o raciocínio matemático formal. Para o autor, esta transformação do modelo 
corresponde a uma alteração na forma de pensar do aluno, dado que o enfoque deixa de ser 
no contexto da situação modelada, para passar a ser nas relações matemáticas.  
Assim, o facto de durante a realização da UE se terem explorado tarefas em 
contextos reconhecíveis para os alunos, promovendo as suas produções próprias, o 
desenvolvimento de diferentes modelos de situações e o debate de ideias em plenário, 
conforme sugerem vários autores (Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Streefland, 
1991a; Treffers, 1991), parece ter contribuído para uma ligação entre o conhecimento 
informal e formal da aluna, já que afigurou ter formalizado a DIM-M de números 
racionais, excepto em situações que envolvem a grandeza velocidade, significado com o 
qual evidenciou pouca familiaridade no seu desempenho antes da realização da UE. Este 
facto corrobora ainda, a ideia de que situações que envolvem o referido significado da 
divisão ancoram mais facilmente nas ideias informais dos alunos, permitindo-lhes chegar a 
estratégias formais, nomeadamente ao algoritmo formal de forma compreensiva (Flores, 
2002; Huinker, 1998; Siebert, 2002; Sinicrope, Mick & Kolb, 2002). 
Lúcia também identificou e usou sempre a divisão como estratégia de resolução em 
situações de DIM-P de números racionais. Apenas numa tarefa cujo contexto envolve a 
grandeza velocidade e, por conseguinte, não promove um procedimento de partilha 
(Schwartz, 1988), recorreu também à tabela de razão, que se afigurou como modelo para 
raciocinar a divisão no referido contexto. Por conseguinte, parece ter formalizado a DIM-P 
de números racionais, excepto em situações que envolvem a grandeza velocidade.   
Nas tarefas que envolvem a MPM de números racionais, a aluna identificou e usou 
sempre a multiplicação como estratégia de resolução. Porém, também recorreu sempre ao 
modelo de área rectangular como modelo para raciocinar este significado da multiplicação, 
tal como no seu desempenho antes da realização da UE. Por conseguinte, parece não ter 
formalizado este significado da multiplicação, já que atendendo aos níveis de actividade 
considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), Lúcia encontra-se no nível de 
actividade geral e, por conseguinte, onde os modelos se referem a um quadro de 
representações matemáticas. 
Também em situações de DPM, a divisão foi sempre identificada e usada pela aluna 
como estratégia de resolução. Recorreu sempre ao modelo de área rectangular e à equação 
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bxa =×  para raciocinar, respectivamente a DPM-MF e a DPM-FF. Assim, manteve os 
procedimentos do seu desempenho antes da realização da UE, relativos à DPM-MF, e 
afigurou ter ultrapassado a pouca familiaridade com a DPM-FF evidenciada no referido 
desempenho. Porém, este significado da divisão também não parece formalizado. 
O recurso sistemático a modelos para raciocinar a MPM e DPM parece advir da 
própria natureza, mais complexa, da referida estrutura multiplicativa (Schwartz, 1988; 
Vergnaud, 1983, 1988). É que, o produto de medidas envolve diferentes dimensões 
(comprimento e largura) da mesma quantidade extensiva e não relações entre duas 
quantidades extensivas diferentes, como acontece com as situações de isomorfismo de 
medidas (Schwartz, 1988). De outro modo, a estrutura do produto de medidas pode ser 
vista como um isomorfismo duplo ou proporção dupla, pelo que não deverá ser trabalhada, 
sem que esteja compreendida a estrutura do isomorfismo de medidas (Vergnaud, 1983, 
1988).  
Por conseguinte, Lúcia identificou e usou sempre a operação envolvida, 
independentemente dos seus significados e contextos, tendo recorrido sempre a 
procedimentos de carácter multiplicativo (Vergnaud, 1983, 1988). Assim, evidenciou 
familiaridade com os diferentes significados e contextos da multiplicação e da divisão de 
números racionais, pelo que parece ter adquirido uma das componentes que Huinker 
(2002) e Slavit (1999) consideram fundamentais do sentido de operação. O facto de 
durante a realização da UE se ter contemplado a exploração de tarefas que envolvem 
diferentes significados e contextos das referidas operações, promovendo a descontinuidade 
entre raciocínio aditivo e multiplicativo (Nunes & Bryant, 1997; Schwartz, 1988; 
Vergnaud, 1983, 1988), parece ter desenvolvido o raciocínio multiplicativo da aluna e, por 
consequência, a familiaridade com esta componente do SMDR. Também a exploração de 
tarefas em contextos reconhecíveis para os alunos, a valorização das suas produções 
próprias, o desenvolvimento de modelos de situação, as conexões matemáticas e o carácter 
interactivo do ensino-aprendizagem, promovidos durante a realização da UE, conforme 
sugerem vários autores (Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Streefland, 1991a; 
Treffers, 1991), parecem ter contribuído para uma ligação entre o conhecimento informal e 
formal da aluna, já que afigurou ter formalizado a maioria dos significados estudados, 
mesmo aqueles com os quais denotou menos familiaridade no seu desempenho antes da 
realização da UE.  
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Relativamente à flexibilidade no uso das propriedades das operações a aluna 
revelou conhecimento de factos operacionais básicos, nomeadamente quando recorreu à 
composição e decomposição de numerais mistos. Apresentou estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades das operações e ainda, compreensão significativa da divisão 
como a operação inversa da multiplicação. Assim, afigurou ter superado as dificuldades 
evidenciadas no seu desempenho antes da realização da UE e, por conseguinte, adquirido 
flexibilidade com as propriedades das operações. Importa salientar, que no âmbito da 
realização da UE, se explorou o recurso a factos operacionais básicos, a estratégias de 
cálculo baseadas nas propriedades das operações e as relações entre as operações de 
multiplicação e divisão de números racionais. Para o efeito foram exploradas tarefas que 
promovem a ligação de aplicações práticas ao desenvolvimento e compreensão das 
propriedades matemáticas fundamentais, conforme sugerem McIntosh et al. (1992) e Slavit 
(1999). Este facto parece ter contribuído para os desempenhos apresentados por Lúcia 
nesta componente do SMDR.  
Segundo Slavit (1999), a familiaridade com as propriedades das operações é 
facilitada pela experiência com diferentes operações matemáticas, actuando sobre 
diferentes objectos matemáticos (números inteiros, decimais e fracções). Também o 
conhecimento das relações entre diferentes operações favorece o conhecimento de cada 
uma das operações e, por consequência, contribui para o desenvolvimento de estratégias 
com recurso a factos básicos das operações para o seu cálculo (McIntosh et al., 1992; 
Huinker, 2002; Slavit, 1999). Na opinião de Slavit (1999), a familiaridade com as 
propriedades das operações promove flexibilidade de cálculo, conduzindo a formas de 
pensamento algébrico, ao permitir que os alunos actuem na própria operação e não apenas 
nos elementos a operar. Por isso, considera esta componente fundamental para o 
desenvolvimento do sentido de operação, dado que permite o recurso a estratégias de 
resolução mais avançadas, que diminuem o grau de dificuldade das tarefas. Também 
Huinker (2002) considera o conhecimento e compreensão das propriedades de uma 
operação fundamentais para o desenvolvimento do sentido de operação, dado que envolve 
a capacidade de desenvolver estratégias de cálculo. 
 No que concerne à razoabilidade no uso de processos e resultados a aluna também 
evidenciou ter ultrapassado os mal-entendidos relativos ao efeito das operações sobre um 
par de números. Assim, denotou conhecimento de que multiplicar nem sempre aumenta, 
dividir nem sempre diminuiu e de que o dividendo pode ser superior ao divisor. O facto de 
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durante a realização da UE se ter contemplado a exploração de tarefas que envolvem os 
diferentes significados e contextos das operações, promovendo a descontinuidade entre 
raciocínio aditivo e multiplicativo, conforme sugerem vários autores (Nunes & Bryant, 
1997; Schwartz, 1988; Vergnaud, 1983, 1988), parece ter desenvolvido o raciocínio 
multiplicativo de Lúcia e, por conseguinte, o ultrapassar dos referidos mal-entendidos. 
Apenas, perante uma das tarefas da entrevista Lúcia evidenciou o mal-entendido de 
que o dividendo tem de ser sempre superior ao divisor, mas superou-o ao modelar a tarefa 
com a tabela de razão, um dos modelos explorados durante a realização da UE. No entanto, 
este episódio não significa um retrocesso na aprendizagem de Lúcia. Segundo Gravemeijer 
(1994, 1999) o trajecto de reinvenção deve permitir aos alunos transitarem de níveis 
inferiores para níveis superiores e vice-versa. Considera que quando os alunos são 
confrontados com um novo problema e apresentam dificuldades na respectiva resolução, 
devem espontaneamente recuar na sua própria história de aprendizagem. Podem resolver o 
problema a um nível mais baixo, não devendo este facto ser visto como um retrocesso na 
aprendizagem.  
Ainda, o facto do recurso à tabela de razão ter permitido ultrapassar o referido mal-
entendido, sugere que Lúcia recorre à mesma como modelo para raciocinar. No entanto, 
segundo Treffers (1991) e Gravemeijer (1994, 1999), para que os modelos funcionem deste 
modo, ou seja, sejam úteis em níveis mais elevados da actividade matemática, precisam 
estar enraizados em situações concretas, e serem suficientemente flexíveis. Para os autores, 
os modelos devem fornecer aos alunos um apoio durante o processo de matematização 
vertical, sem obstruir o processo de matematização horizontal, pelo que os resultados 
apresentados pela aluna, parecem revelar que este objectivo foi conseguido com a 
realização da UE. 
Ainda na componente relativa à razoabilidade no uso de processos e resultados, 
Lúcia evidenciou ter adquirido o hábito de verificar dados e resultado e relacionar o 
contexto com os cálculos efectuados. Assim, a referida falta de hábito evidenciada no seu 
desempenho antes da realização da UE parece ter sido ultrapassada. A verificação de dados 
e resultado foi, essencialmente fundamentada em estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações, consequência da sua flexibilidade com as referidas 
propriedades. Por conseguinte, a revisão metacognitiva do contexto do problema passou a 
ser rápida, tornando-se uma parte integrante do processo de resolução de problemas, pelo 
que o resultado e o próprio problema parecem ter importância para Lúcia. O facto da 
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resolução de problemas ter sido o verdadeiro objectivo do ensino-aprendizagem durante a 
realização da UE, em vez de uma ferramenta matemática, conforme sugerem vários autores 
(Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Streefland, 1991a; Treffers, 1991), parece 
ter contribuído para os desempenhos apresentados pela aluna nesta componente do SMDR.  
Segundo Huinker (2002) compreender uma operação implica raciocinar sobre os 
efeitos que ela tem sobre os números. Salienta ainda, que a interacção entre o sentido de 
operação e o sentido de número permite aos alunos reflectirem sobre a razoabilidade dos 
resultados. 
Na componente relativa a símbolos e linguagem matemática formal significativos, a 
aluna identificou e usou a multiplicação e a divisão como estratégia de resolução em todas 
as tarefas que as envolvem, independentemente dos seus significados e contextos. 
Evidenciou flexibilidade no uso das propriedades das operações e razoabilidade na análise 
de processos e resultados. Também ao elaborar enunciados para expressões que 
representam produtos, ao contrário do que ocorreu no seu desempenho antes da realização 
da UE, evidenciou capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática de forma 
significativa. Por conseguinte, revelou capacidade de relacionar símbolos com acções e 
conhecimentos informais – matematização horizontal (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 
1991), bem como com linguagem matemática formal – matematização vertical 
(Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991). 
Porém, continuou sem conseguir elaborar enunciados para expressões que 
representam quocientes, conforme ocorreu no seu desempenho antes da realização da UE. 
Ao tentar elaborá-los, revelou o mal-entendido comum, da confusão da divisão por 
2
1  
com a divisão por 2, resultados obtidos por Nowlin (1996), Pinto e Monteiro (2008). A 
maior familiaridade com a DIM-P e um entendimento da mesma, apenas como uma forma 
eficiente de partilhar equitativamente um conjunto de objectos, evidenciados no seu 
desempenho antes da realização da UE, parecem estar na origem da referida confusão. 
Uma das causas das dificuldades nas operações com fracções advém de um inadequado 
desenvolvimento das estruturas multiplicativas nos primeiros anos, já que a compreensão 
de muitos conceitos relativos aos números racionais está baseada em relações entre 
números inteiros de natureza multiplicativa, nomeadamente a multiplicação e a divisão de 
números inteiros e suas relações (Flores, 2002; Vanhille & Baroody, 2002; Vergnaud, 
1983, 1988). Assim, apesar de Lúcia ter revelado familiaridade com diferentes significados 
e contextos da divisão durante a realização da UE, condição necessária para que os alunos 
Lúcia 
277 
possam descrever situações da vida real para a operação (Huinker, 2002), há que 
considerar o desenvolvimento a longo prazo das concepções e competências dos alunos, 
bem como as continuidades e descontinuidades que caracterizam esse desenvolvimento 
(Vergnaud, 1996b). Sendo o processo de matematização, um processo progressivo, onde o 
conhecimento se vai tornando cada vez mais formal e abstracto (Freudenthal, 1973, 1991; 
Treffers, 1991), a operação deve ser compreendida, independentemente de acções em 
elementos quotidianos, para que se possa falar na existência de um avançado sentido e uso 
dessa operação (Slavit, 1999).  
Em suma, a aluna afigurou um entendimento da multiplicação e da divisão de 
números racionais nas diferentes componentes do SMDR, anteriormente apresentadas, 
quer simultânea ou isoladamente, pelo que de acordo com Slavit (1999), parece ter 
adquirido sentido de operação. Estes resultados corroboram o processo de matematização 
implementado durante a UE, que envolveu de forma intimamente relacionada as 
componentes horizontal e vertical, como um processo progressivo onde o conhecimento se 
vai tornando cada vez mais formal e abstracto, conforme sugerem Freudenthal (1973, 
1991) e Treffers (1991). O referido processo, envolveu principalmente formalizar e 
generalizar, onde formalizar implicou modelar, simbolizar, esquematizar e definir, 
enquanto generalizar implicou reflectir e argumentar (Freudenthal, 1973, 1991; 
Gravemeijer, 1994; Streefland, 1991a; Treffers, 1991). Assim, durante a realização da UE, 
as estratégias informais usadas pelos alunos em contextos reconhecíveis foram a base para 
o processo de desenvolvimento de conceitos e conexões entre eles, bem como para chegar 
a procedimentos formais através de um processo gradual de esquematização, abreviação e 
generalização (Dolk, 2008; Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Keijzer, 2003; 
Streefland, 1991a; Treffers, 1991). Para tal, proporcionaram-se situações de ensino-
aprendizagem que estimularam os alunos à actividade de modelação, pelo que os 
desempenhos apresentados por Lúcia parecem corroborar a opinião dos autores, de que é 
através dos modelos que os alunos progridem do conhecimento informal para o formal, ou 
seja, que os modelos são os suportes de aprendizagem na passagem do conhecimento 
concreto para o abstracto. Por conseguinte, a exploração de contextos significativos aliada 
a um processo de matematização progressiva, conforme sugerem vários autores (Dolk, 
2008; Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Keijzer, 2003; Streefland, 1991a; 
Treffers, 1991) parece ter promovido a generalização e abstracção de conceitos 
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matemáticos pela aluna, nomeadamente da multiplicação e da divisão de números 
racionais. 
No fim da realização da UE, Lúcia manteve os desempenhos que apresentou 
durante a realização da UE, nas diferentes componentes do SMDR. São excepção, o 
recurso ao modelo de área rectangular para modelar situações de MPM e DPM-MF, e a 
dificuldade de elaborar enunciados para expressões que representam quocientes. Assim, 
afigurou ter interiorizado SMDR, que conduziu às seguintes considerações. 
Na componente relativa à familiaridade com os diferentes significados e contextos 
das operações, a aluna voltou a identificar e usar sempre a multiplicação como estratégia 
de resolução quer em tarefas onde surge a MIM-GE, quer em tarefas onde surge a MIM-
RM. Também continuou a recorrer ao modelo rectangular, para raciocinar a MIM-RM em 
situações que envolvem relações de relações, ou seja, duas unidades de referência. Porém, 
o referido recurso evoluiu, no sentido em que Lúcia deixou de atender aos aspectos 
irrelevantes da situação na sua modelação (Keijzer, 2003).  
A divisão também voltou a ser sempre identificada e usada pela aluna como 
estratégia de resolução, quer em tarefas de DIM-M quer em tarefas de DIM-P. Também 
continuou a recorrer à tabela de razão para modelar situações de DIM-M, cujo contexto 
envolvem a grandeza velocidade e dividendo inferior ao divisor, e situações de DIM-P, 
cujos contextos envolvem a grandeza velocidade, ou seja, não promovem o recurso a um 
procedimento de partilha. Assim, o referido modelo voltou a afigurar-se como modelo para 
raciocinar as referidas situações.  
Nas tarefas que envolvem a MPM, Lúcia continuou a identificar e usar sempre a 
multiplicação como estratégia de resolução. Porém, deixou de recorrer ao modelo de área 
rectangular para raciocinar este significado da multiplicação. Também nas tarefas que 
envolvem a DPM-MF e a DPM-FF, a aluna voltou a identificar e usar sempre a divisão 
como estratégia de resolução. No entanto, também deixou de modelar as tarefas que 
envolvem a DPM-MF com o modelo de área rectangular, passando a recorrer à equação 
bxa =×  para raciocinar o referido significado da divisão. Abandonou ainda, o recurso à 
equação bxa =×  para a modelação das tarefas que envolvem a DPM-FF. Assim, parece 
ter superado a necessidade de recorrer ao modelo de área rectangular para modelar 
situações de MPM e de DPM-MF, bem como à equação bxa =×  para modelar situações 
de DPM-FF, conforme modelou nos seus desempenhos antes e durante a realização da UE. 
Por consequência, afigurou ter abstraído os referidos modelos, ou seja, percebido o que é 
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invariante nas respectivas situações (Keijzer, 2003). O facto de ter percebido a conexão 
entre a inversão da fórmula da área rectangular com a equação bxa =× , modelos que 
conduzem à identificação da divisão pelo seu reconhecimento de operação inversa da 
multiplicação, bem como um entendimento formal desta relação, parece justificar o recurso 
à equação bxa =×  em situações de DPM-MF e o seu abandono em situações de DPM-FF. 
Por conseguinte, Lúcia identificou e usou sempre a operação envolvida, 
independentemente dos significados e contextos das tarefas, e recorreu sempre a 
procedimentos de carácter multiplicativo. Assim, continuou a evidenciar familiaridade com 
os diferentes significados e contextos das operações, conforme evidenciou durante a 
realização da UE, nomeadamente com a DIM-M e DPM-FF, significados com os quais não 
parecia familiarizada no seu desempenho antes da realização da UE. De salientar, o 
abandono do modelo de área rectangular e da equação bxa =×  para raciocinar, 
respectivamente a MPM e DPM-MF, e a DPM-FF. Assim, os referidos modelos parecem 
ter sido os responsáveis pela progressão entre o conhecimento informal e formal da aluna, 
corroborando a opinião de vários autores (Fosnot & Dolk, 2002; Freudenthal, 1973, 1991; 
Gravemeijer, 1994, 1999; Streefland, 1991a; Treffers, 1991). Note-se, que Lúcia já recorria 
ao modelo de área rectangular para raciocinar a MPM e a DPM-MF de números inteiros e 
números decimais, facto que poderá justificar a sua abstracção nesta fase, apesar da 
natureza mais complexa da referida estrutura multiplicativa (Schwartz, 1988; Vergnaud, 
1983, 1988). Assim, a aluna afigurou ter interiorizado uma das componentes do sentido de 
operação, que Huinker (2002) e Slavit (1999) consideram fundamental. 
Relativamente à flexibilidade no uso das propriedades das operações Lúcia voltou 
a evidenciar conhecimento de factos operacionais básicos, nomeadamente quando recorreu 
à composição e decomposição de números e à conversão de representações. Apresentou 
estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações e ainda, conhecimento 
formal da divisão como a operação inversa da multiplicação, já que a identificou em 
contextos meramente matemáticos. Assim, a aluna continuou a evidenciar flexibilidade 
com as propriedades das operações, tal como durante a realização da UE. Por conseguinte, 
parece ter interiorizado esta componente do SMDR, fundamental para o desenvolvimento 
do sentido de operação (Huinker, 2002; Slavit, 1999). 
No que concerne à razoabilidade na análise de processos e resultados Lúcia voltou 
a reconhecer o efeito das operações sobre um par de números. Também continuou a 
verificar dados e resultado e a relacionar o contexto com os cálculos efectuados. Mais uma 
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vez, manteve os desempenhos que apresentou durante a realização da UE, pelo que parece 
ter interiorizado esta componente do SMDR. A existência de uma interacção entre o 
sentido de operação e o sentido de número permite aos alunos reflectirem sobre a 
razoabilidade dos resultados (Huinker, 2002). 
Também na componente relativa a símbolos e linguagem matemática formal 
significativos, a aluna voltou a identificar a multiplicação e a divisão em todas as tarefas 
que as envolvem, independentemente dos seus significados e contextos, a apresentar 
flexibilidade no uso das propriedades das operações e razoabilidade de processos e 
resultados. Assim, evidenciou capacidade de relacionar símbolos com acções e 
conhecimentos informais – matematização horizontal (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 
1991), bem como com linguagem matemática formal – matematização vertical 
(Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991). Também ao elaborar enunciados para 
expressões que representam produtos ou quocientes, evidenciou capacidade de relacionar 
símbolos com linguagem matemática de forma significativa. Por consequência, parece ter 
ultrapassado a dificuldade de elaborar enunciados para expressões que representam 
quocientes, que apresentou no seu desempenho durante a realização da UE. Apesar de já 
ter evidenciado familiaridade com os diferentes significados da multiplicação e da divisão 
de números racionais durante a realização da UE, condição necessária para que os alunos 
possam descrever situações da vida real para diferentes operações (Huinker, 2002), Lúcia 
precisou de tempo para desenvolver concepções e competências, bem como as 
continuidades e descontinuidades que caracterizam esse desenvolvimento (Vergnaud, 
1996b). Por conseguinte, parece ter interiorizado estratégias para lidar com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos. 
Em suma, a aluna afigurou um entendimento da multiplicação e da divisão de 
números racionais nas diferentes componentes do SMDR, anteriormente apresentadas, 
quer simultânea ou isoladamente, pelo que de acordo com Slavit (1999), parece ter 
interiorizado o máximo sentido de operação. Não serão alheios a estes resultados, uma 
abordagem pela EMR ao ensino-aprendizagem da multiplicação e da divisão de números 
racionais (Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Streefland, 1991a; Treffers, 1991), 
centrada no desenvolvimento do sentido das referidas operações (Huinker, 2002; Slavit, 
1999), com enfoque no desenvolvimento das estruturas multiplicativas (Nunes & Bryant, 
1997; Schwartz, 1988; Vergnaud, 1983, 1988), adoptada na UE realizada neste estudo. 
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Seis meses depois da realização da UE, Lúcia manteve os desempenhos que 
apresentou no fim da realização da UE, nas diferentes componentes do SMDR. São 
excepção, o recurso ao modelo rectangular para modelar situações de MIM-RM que 
envolvem duas unidades de referência, bem como à tabela de razão para modelar situações 
de DIM-M, cujo contexto envolve a grandeza velocidade e dividendo inferior ao divisor. 
Assim, afigurou ter retido SMDR, que conduziu às seguintes considerações. 
Na componente relativa à familiaridade com os diferentes significados e contextos 
das operações, a aluna continuou a identificar e a usar sempre a multiplicação como 
estratégia de resolução, quer em tarefas onde surge a MIM-GE quer em tarefas onde surge 
a MIM-RM. Porém, não recorreu ao modelo rectangular, conforme durante e no fim da 
realização da UE, para raciocinar a MIM-RM em situações que envolvem relações de 
relações, ou seja, duas unidades de referência. Assim, parece ter abstraído o referido 
modelo, ou seja, percebido o que é invariante na situação (Keijzer, 2003). De salientar, que 
no fim da realização da UE, o recurso à modelação da tarefa tinha evoluído, no sentido em 
que Lúcia deixou de atender aos aspectos irrelevantes da situação na sua modelação 
(Keijzer, 2003).  
A divisão também voltou a ser sempre identificada e usada pela aluna como 
estratégia de resolução, quer em tarefas de DIM-M quer em tarefas de DIM-P. Porém, 
abandonou o recurso à tabela de razão para modelar situações de DIM-M, cujos contextos 
envolvem a grandeza velocidade e dividendo inferior ao divisor. No entanto, continuou a 
recorrer ao referido modelo para raciocinar situações de DIM-P, cujos contextos envolvem 
a grandeza velocidade, ou seja, não promovem o recurso a um procedimento de partilha.  
Nas tarefas que envolvem a MPM, Lúcia voltou a identificar e usar sempre a 
multiplicação como estratégia de resolução. Também nas tarefas que envolvem a DPM-MF 
e a DPM-FF, voltou a identificar e usar sempre a divisão como estratégia de resolução, 
continuando a recorrer à equação bxa =×  para raciocinar a DPM-MF.  
Por conseguinte, a aluna identificou e usou sempre a operação envolvida, 
independentemente dos significados e contextos das tarefas, e recorreu sempre a 
procedimentos de carácter multiplicativo. Assim, continuou a evidenciar familiaridade com 
os diferentes significados e contextos das operações, conforme evidenciou no fim da 
realização da UE. De salientar, o abandono do modelo rectangular e tabela de razão para 
raciocinar, respectivamente, a MIM-RM em contextos que envolvem duas unidades de 
referência, e a DIM-M em contextos que envolvem a grandeza velocidade e dividendo 
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inferior ao divisor. Assim, os referidos modelos parecem ter sido os responsáveis pela 
progressão entre o conhecimento informal e formal de Lúcia, corroborando a opinião de 
vários autores (Fosnot & Dolk, 2002; Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994, 1999; 
Streefland, 1991a; Treffers, 1991). Por consequência, parece ter retido uma das 
componentes do sentido de operação, que Huinker (2002) e Slavit (1999) consideram 
fundamental.  
Relativamente à flexibilidade no uso das propriedades das operações a aluna 
continuou a evidenciar conhecimento de factos operacionais básicos, nomeadamente 
quando recorreu à composição e decomposição de numerais mistos. Voltou a apresentar 
estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações e ainda, compreensão 
significativa da divisão como a operação inversa da multiplicação. Assim, continuou a 
evidenciar flexibilidade com as propriedades das operações, conforme no fim da realização 
da UE. Por conseguinte, parece ter retido esta componente do SMDR, considerada também 
por Huinker (2002) e Slavit (1999), como fundamental para o desenvolvimento do sentido 
de operação. 
No que concerne à razoabilidade na análise de processos e resultados Lúcia 
continuou a evidenciar conhecimento do efeito das operações sobre um par de números, 
bem como o hábito de verificar dados e resultado e relacionar o contexto com os cálculos 
efectuados. Mais uma vez, manteve os desempenhos que apresentou no fim da realização 
da UE, pelo que parece ter retido esta componente do SMDR. A existência de uma 
interacção entre o sentido de operação e o sentido de número permite aos alunos 
reflectirem sobre a razoabilidade dos resultados (Huinker, 2002). 
Também na componente relativa a símbolos e linguagem matemática formal 
significativos, a aluna continuou a identificar a multiplicação e a divisão em todas as 
tarefas que as envolvem, independentemente dos seus significados e contextos, a 
apresentar flexibilidade com as propriedades das operações e razoabilidade de processos e 
resultados. Assim, evidenciou capacidade de relacionar símbolos com acções e 
conhecimentos informais – matematização horizontal (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 
1991), bem como com linguagem matemática formal – matematização vertical 
(Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991). Também ao elaborar enunciados para 
expressões que representam produtos ou quocientes, evidenciou capacidade de relacionar 
símbolos com linguagem matemática de forma significativa. Por conseguinte, manteve os 
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desempenhos que apresentou no fim da realização da UE, pelo que parece ter retido a 
capacidade de lidar com símbolos e linguagem matemática formal significativos. 
Em suma, Lúcia afigurou um entendimento da multiplicação e da divisão de 
números racionais nas diferentes componentes do SMDR, anteriormente apresentadas, 
quer simultânea ou isoladamente, o que de acordo com Slavit (1999), revela ter retido o 
máximo sentido de operação. Não serão alheios a estes resultados, uma abordagem pela 
EMR ao ensino-aprendizagem da multiplicação e da divisão de números racionais 
(Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Streefland, 1991a; Treffers, 1991), centrada 
no desenvolvimento do sentido das referidas operações (Huinker, 2002; Slavit, 1999), com 
enfoque no desenvolvimento das estruturas multiplicativas (Nunes & Bryant, 1997; 
Schwartz, 1988; Vergnaud, 1983, 1988), adoptada na UE realizada neste estudo. 
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CAPITULO 8 
 
 
FRANCISCO 
 
 
 
Francisco foi um dos três alunos-caso deste estudo, cujo trajecto de aprendizagem 
se acompanhou em profundidade. Neste capítulo, depois da apresentação do aluno, 
apresenta-se a análise dos dados relativos ao seu desempenho antes da realização da 
unidade de ensino, em cada uma das componentes do sentido da multiplicação e da divisão 
de números inteiros e números decimais (Tabela 4.2) e de número racional (Tabela 4.3). 
Segue-se a apresentação da análise dos dados relativos ao seu desempenho durante, no fim 
e seis meses depois da realização da unidade de ensino, em cada uma das componentes do 
sentido da multiplicação e da divisão de números racionais (Tabela 4.2). Por último, surge 
a interpretação da trajectória de aprendizagem realizada pelo aluno. 
 
 
8.1 APRESENTAÇÃO DE FRANCISCO 
  
 Aquando este estudo, ano lectivo 2007/2008, Francisco tinha 11 anos e frequentava 
o 6.º ano de escolaridade na mesma escola onde frequentou o 5.º ano. Assim, manteve os 
mesmos colegas de turma, directora de turma e professora de Matemática. Não registava 
nenhuma retenção no seu percurso escolar.  
 Tanto a sua directora de turma como a professora de Matemática consideravam-no 
um aluno de médios desempenhos (nível 3)6, dados corroborados pelas pautas das suas 
                                                 
 
6 Nas escolas portuguesas os alunos do 5.º e 6.º ano de escolaridade são avaliados com níveis 
de desempenho que oscilam entre o 1 e o 5. Os níveis 1 e 2 correspondem a baixos desempenhos 
(negativos), enquanto os níveis 3, 4 e 5 correspondem, respectivamente a médios, bons e excelentes 
desempenhos (positivos).   
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avaliações relativas ao 5.º ano de escolaridade e 1.º e 2.º período do 6.º ano. Francisco era 
uma criança alegre e muito extrovertida. Gostava muito de conversar e de participar nas 
aulas, mas distraía-se com muita facilidade, facto que na opinião da directora de turma e da 
professora de Matemática, contribuía para que não alcançasse melhores desempenhos. 
 Ainda, segundo a professora de Matemática e registos escritos, o aluno apresentou 
médios desempenhos durante o estudo das temáticas “multiplicação e divisão de números 
inteiros e números decimais” e “conceito de número racional” leccionados no 5.º ano. O 
mesmo ocorreu com os desempenhos que apresentou na resolução dos testes sobre as 
referidas temáticas, que realizou antes de se dar início à realização da unidade de ensino 
(UE), facto pelo qual foi seleccionado para este estudo.  
  
 
8.2 DESEMPENHO ANTES DA UNIDADE DE ENSINO  
 
 A análise dos dados de diferentes fontes – pré-testes (Apêndice 2), pré-entrevistas 
(Apêndice 3) e notas de campo da investigadora – e respectiva triangulação, permitiu a 
explicitação que se segue do desempenho de Francisco antes da realização da UE. Com a 
referida  análise  identificaram-se as estratégias e dificuldades do aluno em cada uma das 
componentes do sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números 
decimais (SMDID) (Tabela 4.2) e, do sentido de número racional (SNR) (Tabela 4.3). 
 
8.2.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais 
  
8.2.1.1 Familiaridade com os diferentes significados e contextos das operações 
Nesta componente do SMDID optou-se por apresentar o desempenho de Francisco 
na resolução de tarefas que envolvem diferentes significados e contextos da multiplicação, 
seguindo-se o seu desempenho na resolução de tarefas que envolvem diferentes 
significados e contextos da divisão (Tabela 6.3). Esta opção advém do facto de ser esta a 
sequência dada ao ensino das referidas operações em Portugal e, de se tratar do 
desempenho do aluno antes da realização da UE. 
 Isomorfismo de medidas – Multiplicação. Na resolução da tarefa 1 do pré-teste “Na 
figura está representada a janela do quarto da Nayara. A cortina não está toda corrida, 
mas és capaz de dizer quantas joaninhas tem a cortina? Explica o teu raciocínio”, onde 
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surge a multiplicação como isomorfismo de medidas (MIM) – grupos equivalentes (GE), o 
aluno identificou-a e usou-a como estratégia de resolução (Figura 8.1).  
Figura 8.1: Produção para a resolução da tarefa 1 do pré-teste  
 
Também na pré-entrevista, perante as tarefas 1 e 2 que envolvem a MIM-GE, 
identificou e usou a multiplicação como estratégia de resolução. Porém, perante a tarefa 2 
“A figura seguinte representa a janela da sala da Sofia. Quantos vidrinhos tem a janela no 
total?”, explicitou: 
F: Então, tenho de achar a área! 
I: Mas, o que se pretende saber é o número de vidrinhos da janela? 
F: Tenho de saber quantos é que tenho deste lado [apontando para a altura 
da janela] e quantos é que tenho deste lado [apontando para a largura da 
janela] e depois multiplicar (…)    vidrinhos,    é 9,    é 9, 
portanto são 99. 
 
Assim, o modelo rectangular promovido no contexto da tarefa foi associado ao modelo de 
área rectangular, que parece ter induzido o seu raciocínio multiplicativo. 
Na resolução da tarefa 2 do pré-teste “A torneira da casa de banho do quarto da Beatriz 
está estragada e, mesmo fechada, pinga. A Beatriz verificou que durante meia hora a 
torneira perde 4 decilitros de água. Quantos decilitros de água perde a torneira num dia? 
Descreve o processo que usares para responder à questão”, onde surge a MIM – relação 
multiplicativa (RM), Francisco identificou-a e usou-a como estratégia de resolução (Figura 
8.2). O mesmo se verificou para a resolução das tarefas 1 e 3 da pré-entrevista, que 
envolvem de novo a MIM-RM.   
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Figura 8.2: Produção para a resolução da tarefa 2 do pré-teste 
 
Produto de medidas – Multiplicação. Tanto na resolução da tarefa 8 do pré-teste 
como 4 da pré-entrevista “A Maria tem um quintal rectangular que mede 6 m de 
comprimento e 3 m de largura. Qual a área do quintal da Maria?”, onde surge a 
multiplicação como produto de medidas (MPM), o aluno identificou-a e usou-a como 
estratégia de resolução. Porém, recorreu sempre ao modelo de área e respectiva fórmula, 
que parecem ter induzido o seu raciocínio multiplicativo (Figura 8.3).  
Figura 8.3: Produção para a resolução da tarefa 4 da pré-entrevista 
 
Isomorfismo de medidas – Divisão como partilha. Na tarefa 6 do pré-teste “Se 
distribuíres igualmente 3 litros de leite por 15 copos, que quantidade de leite ficará em 
cada copo?”, que envolve a divisão como isomorfismo de medidas (DIM) – partilha (P), 
Francisco identificou-a e usou-a como estratégia de resolução (Figura 8.4).  
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Figura 8.4: Produção para a resolução da tarefa 6 do pré-teste 
 
Na resolução das tarefas 5 e 7 da pré-entrevista, onde volta a surgir a DIM-P, 
respectivamente entre números inteiros e inteiros e decimais, o aluno não apresentou 
qualquer dificuldade em identificar a operação envolvida e recorrer à mesma como 
estratégia de resolução. 
Isomorfismo de medidas – Divisão como medida. A tarefa 5 do pré-teste “Um 
grupo de 27 amigos resolveu fazer um piquenique no campo e para se deslocarem levaram 
carros. Cada carro levava 5 pessoas. Quantos carros foram necessários para transportar 
os 27 amigos?”, envolve a DIM – medida (M). Na sua resolução, Francisco não identificou 
a divisão como a operação envolvida, nem apresentou qualquer outra estratégia de 
resolução correcta.  
Já na pré-entrevista, perante a tarefa 6.1 “Vai haver uma reunião na escola onde 
estarão presentes 19 encarregados de educação. Poderão sentar-se 4 encarregados de 
educação em cada mesa. Quantas mesas vão ser necessárias para sentar todos os 
encarregados de educação presentes?”, onde surge o mesmo significado da divisão, o 
aluno começou por desenhar quadrados para representar as mesas e um traço para 
representar cada pessoa sentada na mesa, à medida que ia explicitando: 
F: Eu desenho uma mesa tem 4 pessoas, outra tem 8, outra tem 12, outra 
tem 16, 17, 18, 19! 1, 2, 3, 4, 5 [contando as mesas que tinha desenhado], 
são precisas 5 mesas e na última mesa fica um lugar livre! 
 
Deste modo, recorreu a um esquema que suportou um procedimento de adição sucessiva, 
não tendo identificado a divisão. O contexto quotidiano e os números pequenos envolvidos 
no contexto da tarefa e/ou a falta de familiaridade de Francisco com este significado da 
divisão, poderão estar na origem da não identificação da divisão como a estratégia mais 
eficiente de resolução.  
 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais 
290 
Porém, perante a tarefa 6.2 da pré-entrevista “No final de cada período fazem-se 
reuniões com todos os encarregados de educação de cada ano. Na reunião do 6.º ano 
estiveram presentes 104 encarregados de educação. Na sala de reuniões colocaram 13 
cadeira em cada fila. Quantas filas foram ocupadas com todos os encarregados de 
educação presentes”, que envolve a DIM-M, mas num contexto indutor do modelo 
rectangular e números grandes, o aluno explicitou: 
F: Se uma sala de reuniões … em cada fila estavam 13 cadeiras … agora 
não é muito fácil fazer… [o esquema]! (…) São muitos [números grandes]! 
Faço   
? Ah! Pode ser, 
 	 !  
I: Explica-me o que estás a pensar? 
F: Eu queria dividir os encarregados de educação pelas cadeiras … para ir 
encontrar … Ah! É isso! Vai dar as filas! 
 
Assim, os números envolvidos no contexto da tarefa parecem ter sido promotores da 
identificação de uma estratégia mais eficiente de resolução e o modelo rectangular, 
responsável pela identificação da divisão, a partir do seu reconhecimento como a operação 
inversa da multiplicação.  
Para a resolução da tarefa 8 da pré-entrevista “O Tiago costuma andar de barco na 
barragem de Castelo de Bode. A distância entre as margens do rio na zona mais próxima 
da barragem é 13,9 metros. Quanto tempo demorará a fazer esta travessia se o barco se 
deslocar a uma velocidade média de 4,2 metros por segundo?”, onde surge a DIM-M 
entre números decimais, Francisco explicitou: 
F: Se ele anda 4,2 metros por segundo tenho de ver quantas vezes cabe essa 
velocidade nos 13,9 metros, que é a distância da barragem. 
 
Posteriormente, passou à modelação da tarefa, recorrendo a um esquema que fundamentou 
um procedimento de adição sucessiva, mas que o levou à identificação da divisão, que 
usou por considerá-la a estratégia mais eficiente de resolução. 
Por conseguinte, o aluno apresentou dificuldades em identificar ou identificar de 
imediato a DIM-M, evidenciando procedimentos aditivos que nem sempre o levaram à 
identificação da divisão. Por conseguinte, afigurou pouca familiaridade com este 
significado da divisão.  
 Produto de medidas – Divisão. As tarefas 7 do pré-teste e 9 da pré-entrevista 
envolvem a divisão como produto de medidas (DPM) – medida em falta (MF). Na 
resolução da tarefa 7 “Um rectângulo tem 1,5 m2 de área e 10 m de comprimento. Calcula 
a sua largura?”, Francisco identificou e usou a divisão como estratégia de resolução, 
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evidenciando recurso ao modelo de área rectangular e respectiva fórmula (Figura 8.5). 
Perante a tarefa 9 começou por modelar a situação com o modelo de área rectangular e 
respectiva fórmula, à medida que explicitou: 
F: De área tem 13,9 m2 e de comprimento tem 3,3 m2! Eu fazia a prova 
inversa! (…) 3,3 vezes a largura foi dar isto [apontando para 13,9], a área, 
então eu faço a prova inversa, a área pelo comprimento para saber a largura! 
 
Assim, identificou e usou a divisão por reconhecê-la como a operação inversa da 
multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução.  
Figura 8.5: Produção para a resolução da tarefa 7 do pré-teste  
 
 Nas tarefas 3 do pré-teste e 10 da pré-entrevista surge a DPM – factor em falta 
(FF). O aluno não apresentou qualquer estratégia de resolução para a tarefa 3. Já perante a 
tarefa 10 “Qual é o número que multiplicado por 0,75 tem como resultado o número 12?”, 
recorreu à equação 1275,0? =×  para modelar a situação e posteriormente, a um 
procedimento de tentativa e erro para encontrar o factor em falta. Porém, não conseguiu 
chegar ao resultado nem a qualquer outra estratégia de resolução correcta. Assim, revelou 
dificuldades no reconhecimento da divisão como a operação inversa da multiplicação e, 
por conseguinte, pouca familiaridade com a DPM-FF. 
 Em suma, as estratégias e dificuldades que Francisco evidenciou com os diferentes 
significados e contextos da multiplicação e da divisão de números inteiros e números 
decimais, antes da realização da UE, surgem na tabela 8.1.  
 
Tabela 8.1: Estratégias e dificuldades com os diferentes significados e contextos da multiplicação e 
da divisão de números inteiros e números decimais – Antes da UE 
Familiaridade com os 
diferentes significados e 
contextos das operações 
Francisco 
MIM GE Estratégias Modelo de área rectangular e multiplicação 
 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais 
292 
Dificuldades ……………………….…………………………….……..….7 
RM 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ……........................................................................................... 
MPM 
Estratégias Modelo de área rectangular e multiplicação 
Dificuldades ……........................................................................................... 
DIM 
P 
Estratégias Divisão 
Dificuldades …….......................................................................................... 
M 
Estratégias Esquema, adição sucessiva, modelo rectangular e divisão 
Dificuldades Identificar a divisão em contextos quotidianos e números 
pequenos 
DPM 
MF 
Estratégias Modelo de área rectangular e divisão 
Dificuldades ……........................................................................................... 
FF 
Estratégias Equação   !   e tentativa e erro 
Dificuldades Identificar a divisão 
 
Por conseguinte, o aluno revelou dificuldades com alguns dos significados da divisão, 
nomeadamente DIM-M e DPM-FF, que parecem advir da pouca familiaridade com os 
mesmos.     
 
8.2.1.2 Flexibilidade no uso das propriedades das operações 
Nas produções que apresentou quer para a resolução das tarefas do pré-teste, quer 
das pré-entrevistas, Francisco efectuou todos os cálculos recorrendo aos algoritmos 
formais, sem evidenciar factos operacionais básicos nem estratégias de cálculo baseadas 
nas propriedades das operações. Por exemplo, quando solicitado a calcular mentalmente a 
expressão   
 comentou: “tenho de fazer a conta em pé na cabeça”, referindo-se ao 
cálculo do algoritmo formal. Porém, quando solicitado a verificar o produto obtido no 
cálculo da expressão   
, através da decomposição dos 12,50 €, explicitou: 
F: Faço 12 € mais 50 cêntimos!   
 dá 2 €,    dá 48, 48 mais 2 dá 
50 €! 
 
Assim, evidenciou conhecimento de factos operacionais básicos, bem como de estratégias 
de cálculo baseadas nas propriedades das operações. Porém, ao longo das pré-entrevistas, 
                                                 
 
7 Não evidenciadas. 
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só recorreu aos referidos processos quando solicitado, manifestando maior segurança no 
recurso aos algoritmos formais. Este facto poderá advir de uma longa prática com os 
referidos algoritmos e/ou falta de compreensão das propriedades das operações.  
  Também revelou dificuldades no reconhecimento da divisão como a operação 
inversa da multiplicação. Francisco conseguiu identificá-la em situações de DPM-MF, 
tarefas 7 do pré-teste (Figura 8.5) e 9 da pré-entrevista, a partir do modelo de área 
rectangular que supõe um conhecimento daquela relação. Porém, não a identificou em 
situações de DPM-FF, tarefa 3 do pré-teste e 10 da pré-entrevista, pelo que denotou não 
compreender a relação entre divisão e multiplicação.  
Em suma, as estratégias e dificuldades que o aluno evidenciou no uso das 
propriedades da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais, antes 
da realização da UE, surgem na tabela 8.2. 
 
Tabela 8.2: Estratégias e dificuldades no uso das propriedades da multiplicação e da divisão de 
números inteiros e números decimais – Antes da UE 
Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Francisco 
Factos operacionais básicos 
Estratégias Reconhece a composição e decomposição de 
números 
Dificuldades Recorrer à composição e decomposição de 
números 
Estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades 
das operações 
Estratégias Reconhece propriedade comutativa e distributiva 
Dificuldades Recorrer às propriedades das operações 
Divisão como a operação 
inversa da multiplicação 
Estratégias DPM-MF 
Dificuldades DPM-FF 
 
Deste modo, Francisco evidenciou falta de flexibilidade no uso das propriedades das 
operações, tendo manifestado apenas conhecimento da propriedade comutativa da 
multiplicação e distributiva da multiplicação em relação à adição e conhecimento da 
divisão como a operação inversa da multiplicação, mas apenas em situações de DPM-MF. 
Em situações de DPM-FF não identificou a operação envolvida, pelo que apesar de 
conhecer aquela relação não parece compreendê-la.  
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8.2.1.3 Razoabilidade na análise de processos e resultados 
 Com a produção que apresentou para a resolução da tarefa 4 do pré-teste, “Lê o 
seguinte diálogo entre dois alunos, passado na aula de Matemática: - Posso multiplicar 6 
por um número e obter, como resultado, um número que é menor do que 6 – afirmou o 
Pedro. - Não, não podes – respondeu a Maria. – Quando multiplicas 6 por outro número, 
o resultado é sempre um número maior do que 6. Qual dos dois alunos tem razão, o Pedro 
ou a Maria? Explica o teu raciocínio (podes dar exemplos) ” (Figura 8.6), o aluno 
evidenciou conhecimento do efeito da multiplicação sobre um par de números, 
nomeadamente que o produto não tem de ser sempre superior ao multiplicador, ou seja, 
que multiplicar nem sempre aumenta. Estes resultados foram confirmados perante a mesma 
tarefa na pré-entrevista, tarefa 11.  
Figura 8.6: Produção para a resolução da tarefa 4 do pré-teste 
 
Também na resolução da tarefa 9 do pré-teste, onde surgem quocientes superiores ao 
dividendo, Francisco evidenciou conhecimento do efeito da divisão sobre um par de 
números (Figura 8.7). Perante a mesma tarefa na pré-entrevista, tarefa 12, embora tenha 
recorrido ao algoritmo formal para verificar a veracidade das igualdades, reconheceu que o 
quociente pode ser superior ao dividendo, ou seja, que a divisão nem sempre diminui.  
Figura 8.7: Produção para a resolução da tarefa 9 do pré-teste 
 
Ainda no âmbito do efeito da divisão sobre um par de números, evidenciou conhecimento 
de que o dividendo pode ser inferior ao divisor, por exemplo, nas produções que 
apresentou para a resolução das tarefas 6 (Figura8.4) e 7 (Figura 8.5) do pré-teste.  
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 Porém, o aluno evidenciou não ter verificado dados e resultados, nem relacionado o 
contexto com os cálculos efectuados no pré-teste, por exemplo, na produção que 
apresentou para a resolução da tarefa 5. Caso contrário, não teria concluído: “que são 
necessários 30 carros de 5 lugares para levar 27 pessoas”. Também ao longo das pré-
entrevistas apresentou respostas para as tarefas, com base no resultado obtido no cálculo 
dos algoritmos a que recorreu para a sua resolução. Assim, revelou falta de hábito de 
verificar dados e resultado e relacionar o contexto com os cálculos efectuados. Este facto, 
pode advir da sua falta de flexibilidade com estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações e/ou das referidas verificação e relação não serem entendidas 
como parte integrante do processo de resolução de problemas. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Francisco evidenciou na análise de 
processos e resultados da multiplicação e da divisão de números inteiros e números 
decimais, antes da realização da UE, surgem na tabela 8.3. 
 
Tabela 8.3: Estratégias e dificuldades na análise de processos e resultados da multiplicação e da 
divisão de números inteiros e números decimais – Antes da UE 
Razoabilidade na análise de processos e 
resultados 
Francisco 
Efeito das operações sobre 
um par de números 
Estratégias 
Reconhece que multiplicar nem sempre 
aumenta, dividir nem sempre diminui e 
dividendo inferior ao divisor 
Dificuldades ……….................................................................. 
Verificação de dados e 
resultado 
Estratégias ……….................................................................. 
Dificuldades Verificar dados e resultado 
Relação do contexto com os 
cálculos efectuados 
Estratégias ……….................................................................. 
Dificuldades Relacionar o contexto com os cálculos 
efectuados 
 
Por conseguinte, o aluno revelou dificuldades em verificar dados e resultados, pelo que 
afigurou não entender a mesma como parte integrante da resolução de problemas. As 
referidas dificuldades podem ainda advir, da sua falta de flexibilidade no uso das 
propriedades das operações. 
  
8.2.1.4 Símbolos e linguagem matemática formal significativos 
Ao apresentar dificuldades na identificação da DIM-M, tarefas 5 do pré-teste e 6 da 
pré-entrevista, e identificação da DPM-FF, tarefas 3 do pré-teste e 10 da pré-entrevista, e 
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na análise de processos e resultados, Francisco revelou dificuldades em relacionar 
símbolos com acções e conhecimentos informais. Porém, conseguiu elaborar enunciados 
para expressões que representam produtos e quocientes. Assim, recorreu à MIM-GE e 
DIM-P para elaborar enunciados, respectivamente para as expressões B 
  
 
(Figura 8.8) e A   	  da tarefa 10 do pré-teste.  
Figura 8.8: Produção para a resolução da tarefa 10B do pré-teste 
 
Perante as mesmas expressões, na tarefa 13 da pré-entrevista, o aluno recorreu aos mesmos 
significados da multiplicação e da divisão (Figura 8.9) para elaborar os respectivos 
enunciados. De salientar, o recurso apenas a um dos significados quer da multiplicação, 
quer da divisão, facto que poderá advir de uma maior familiaridade com os mesmos e/ou 
da falta de familiaridade com este tipo de tarefas. 
Figura 8.9: Produção para a resolução da tarefa 13A da pré-entrevista 
 
Francisco evidenciou dificuldade em relacionar símbolos com linguagem 
matemática formal ao apresentar falta de flexibilidade no uso das propriedades das 
operações. Porém, evidenciou conhecimento dos algoritmos formais da multiplicação e da 
divisão ao usá-los como estratégias de resolução das tarefas dos pré-testes (Figuras 8.2 e 
8.4) e pré-entrevistas (Figuras 8.3), onde os identificou, e ao reconhecer as operações em 
situações meramente matemáticas (Figura 8.7). 
Em suma, as estratégias e dificuldades que o aluno evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos da multiplicação e da divisão de números 
inteiros e números decimais, antes da realização da UE, surgem na tabela 8.4. 
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Tabela 8.4: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática formal significativos 
da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais – Antes da UE 
Símbolos e linguagem matemática formal 
significativos 
Francisco 
Relação de símbolos com 
acções e conhecimentos 
informais 
Estratégias Identifica a MIM, MPM, DIM-P e DPM-MF e 
elabora enunciados (MIM-GE e DIM-P) 
Dificuldades Reconhecer a DIM-M e a DPM-FF e apresentar 
razoabilidade na análise de processos e resultado 
Relação de símbolos com 
linguagem matemática 
formal 
Estratégias Reconhece as operações em situações meramente 
matemáticas e recorre a algoritmos formais 
Dificuldades Apresentar flexibilidade no uso das propriedades 
das operações 
 
Deste modo, Francisco revelou dificuldades na maioria das componentes do SMDID, pelo 
que não parece ter sentido das referidas operações com números inteiros e números 
decimais, já que a existência deste, requer o desenvolvimento integrado de todas as suas 
componentes. 
 
8.2.2 Sentido de número racional  
  
8.2.2.1.Familiaridade com os diferentes significados das fracções em contexto 
 Na tarefa 1 do pré-teste “No ano passado, a professora Andreia levou os seus 
alunos a fazer visitas de estudo relacionadas com os projectos que estavam a desenvolver. 
A escola organizou os lanches para cada grupo de alunos. Foram distribuídas baguetes 
pelos diferentes grupos para que as partilhassem igualmente entre os elementos de cada 
grupo. Aos 4 alunos que visitaram o Museu da Música deram 3 baguetes. Aos 5 alunos que 
visitaram o Museu Nacional do Teatro deram 4 baguetes. Aos 5 alunos que visitaram o 
Museu Nacional da Arte Antiga deram 3 baguetes. Terá sido esta partilha justa entre os 
diferentes grupos? Descreve o processo que usares para responder à questão”, surge a 
fracção no significado de partilha equitativa (FP) e contexto contínuo. Para a sua 
resolução, o aluno recorreu à FP e à comparação de fracções. Perante a mesma tarefa na 
entrevista, voltou a usar a FP e a evidenciar flexibilidade com estratégias de comparação 
de fracções. 
Na tarefa 2 quer do pré-teste, quer da pré-entrevista, “A palavra MATEMÁTICA 
tem quantas letras? E quantas vogais? E quantas consoantes? Escreve uma fracção que 
represente a relação entre o número de vogais e o número total de letras”, onde surge a 
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fracção no significado parte-todo (FPT) e contexto discreto, Francisco apresentou como 
resposta a fracção  
 . Durante a entrevista, a referida tarefa foi sujeita a uma extensão 
“Escreve uma fracção que represente a relação entre o número de vogais e o número de 
consoantes”, cuja resolução não causou qualquer dificuldade ao aluno, que apresentou a 
fracção   , evidenciando conhecimento da fracção como razão (FR). 
A tarefa 3 quer do pré-teste, quer da entrevista, também não suscitou qualquer 
dúvida ao aluno, que identificou correctamente o nome das figuras cuja metade se 
encontrava pintada. Com o intuito de perceber melhor o seu conhecimento relativo à 
fracção como medida (FM), foi feita uma extensão a esta tarefa durante a pré-entrevista. 
Assim, perante a questão “Se considerares como unidade de medida a barra cinzenta, que 
fracção da unidade representa a barra branca?”, Francisco identificou a fracção 
solicitada,  . 
 Na tarefa 4 do pré-teste “No dia do seu aniversário o Daniel levou para a escola 
um saco com 30 gomas. Deu aos seus colegas de turma    dessas gomas. Quantas 
gomas deu o Daniel? Explica o teu raciocínio”, o aluno apresentou uma produção que 
parece traduzir um raciocínio de fracção como operador (FO) (Figura 8.10).  Durante a 
pré-entrevista, voltou a usar a mesma estratégia de resolução para a referida tarefa, pelo 
que foi solicitado a clarificar a sua produção, tendo evidenciado conhecimento da FO ao 
argumentar: 
F: Então, fui saber quanto era    de 30 [   
]! Dividi o todo em 5 
partes e fui buscar 3! 
 
Figura 8.10: Produção para a resolução da tarefa 4 do pré-teste 
 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Francisco evidenciou com os diferentes 
significados das fracções em contexto, antes da realização da UE, surgem na tabela 8.5. 
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Tabela 8.5: Estratégias e dificuldades com os diferentes significados das fracções em contexto – 
Antes da UE 
Familiaridade com os diferentes 
significados das fracções em contexto 
Francisco 
FP 
Estratégias Fracção 
Dificuldades ……………………………............................. 
FPT 
Estratégias Fracção 
Dificuldades ………………………………......................... 
FR 
Estratégias Fracção 
Dificuldades ………………………………......................... 
FM 
Estratégias Fracção 
Dificuldades ………….……………………........................ 
FO 
Estratégias Fracção 
Dificuldades ……………………………............................. 
 
Por conseguinte, o aluno revelou familiaridade com os diferentes significados das fracções 
em contexto. 
 
8.2.2.2 Flexibilidade com a unidade de referência das fracções em contexto 
Francisco não apresentou dificuldades em reconstruir a unidade de referência, 
solicitada na tarefa 5 do pré-teste “A Inês colecciona selos. 4 selos correspondem a    do 
número total de selos que a Inês já coleccionou. Quantos selos tem a Inês na sua 
colecção? Explica o teu raciocínio”, evidenciando um procedimento multiplicativo (Figura 
8.11). Perante a mesma tarefa na pré-entrevista, voltou a recorrer à multiplicação para 
reconstruir a unidade. Ainda na pré-entrevista e perante uma extensão à referida tarefa “Se 
um triângulo for    de uma figura, por quantos triângulos é composta a figura completa. 
Desenha-a”, o aluno reconheceu de imediato que a figura seria composta por três 
triângulos e só posteriormente, desenhou a mesma. Assim, evidenciou facilidade de 
reconstruir a unidade quer em contextos discretos, quer em contextos contínuos. 
Figura 8.11: Produção para a resolução da tarefa 5 do pré-teste 
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 Também com a produção que apresentou para a resolução da tarefa 6 do pré-teste 
“A Serenela gastou    do seu dinheiro na compra de um livro e a Laura gastou metade 
do seu dinheiro na compra de um livro igual. Será possível os dois livros terem custado o 
mesmo? Explica o teu raciocínio (podes dar exemplos) ” (Figura 8.12), Francisco 
reconheceu que fracções diferentes podem representar a mesma quantidade, desde que as 
unidades de referência sejam também diferentes. Durante a pré-entrevista corroborou estes 
dados. 
Figura 8.12: Produção para a resolução da tarefa 6 do pré-teste 
 
Em suma, as estratégias e dificuldades que o aluno evidenciou com a unidade de 
referência das fracções em contexto, antes da realização da UE, surgem na tabela 8.6. 
 
Tabela 8.6: Estratégias e dificuldades com a unidade de referência das fracções em contexto – 
Antes da UE 
Flexibilidade com a unidade de referência das 
fracções em contexto 
Francisco 
Reconstrução da unidade de 
referência 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ………………………………………………... 
Diferentes unidades de 
referências 
Estratégias Reconhece diferentes unidades de referência 
Dificuldades ……………………………………………...… 
 
 
Deste modo, Francisco revelou flexibilidade com a unidade de referência das fracções em 
contexto. 
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 O aluno apresentou uma produção correcta para a resolução da tarefa 7 quer no 
pré-teste (Figura 8.13), quer na entrevista, onde foi solicitado a fazer correspondência 
entre diferentes representações do mesmo número, denotando conhecimento da conversão 
de representações.  
Figura 8.13: Produção para a resolução da tarefa 7 do pré-teste  
 
 Na resolução da tarefa 8 do pré-teste “Em cada um dos grupos de quatro fracções, 
duas são equivalentes. Coloca uma cruz em cima das que não são equivalentes. Explica o 
teu raciocínio”, Francisco identificou correctamente as fracções, mas não explicou o seu 
raciocínio. Porém, perante a mesma tarefa na pré-entrevista justificou a sua opção 
recorrendo à regra de multiplicar numerador e denominador pelo mesmo número diferente 
de zero, evidenciando conhecimento formal da equivalência de fracções. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que o aluno evidenciou com diferentes 
representações de número racional, antes da realização da UE, surgem na tabela 8.7. 
 
Tabela 8.7: Estratégias e dificuldades com diferentes representações de número racional – Antes da 
UE 
Familiaridade com diferentes representações 
de número racional 
Francisco 
Conversão de representações 
Estratégias Converte diferentes representações (fracções, 
numerais mistos e numerais decimais) 
Dificuldades ……………………………………………..… 
Equivalência de fracções 
Estratégias Regra de equivalência 
Dificuldades …………………………………………..…… 
 
 
 
  
 
 
8.2.2.3 Familiaridade com diferentes representações de número racional 
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Por conseguinte, Francisco revelou familiaridade com diferentes representações de número 
racional. 
 
8.2.2.4 Flexibilidade na comparação, ordenação e densidade de números racionais 
 Na tarefa 9 do pré-teste “Assinala na recta numérica os números: 2;    ;;   ;   e ”, o aluno assinalou-os correctamente (Figura 8.14), resultados corroborados 
perante a mesma tarefa na pré-entrevista.  
Figura 8.14: Produção para a resolução da tarefa 9 do pré-teste  
 
 Para responder à tarefa 10 do pré-teste “Escreve um número compreendido entre 2 
e    ”, registou    . Perante a mesma tarefa na pré-entrevista deu como exemplo o 
número    .  
 Também na comparação de fracções solicitada na tarefa 1 quer do pré-teste, quer da 
entrevista, Francisco não apresentou qualquer dificuldade, evidenciando flexibilidade com 
estratégias de comparação, ao argumentar:    
F:    é maior que   .    é maior que   . Ah!    também é maior que   . Então fica    maior que   , que é maior que   . 
 
 Já na produção para a resolução da tarefa 11 do pré-teste “Quantos números te 
parece que existem entre 2 e    ”, o aluno referiu existirem infinitos (Figura 8.15). Estes 
resultados foram confirmados perante a mesma tarefa na pré-entrevista. 
 
Figura 8.15: Produção para a resolução da tarefa 11 do pré-teste 
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Em suma, as estratégias e dificuldades que Francisco evidenciou na comparação, 
ordenação e densidade de números racionais, antes da realização da UE, surgem na tabela 
8.8. 
 
Tabela 8.8: Estratégias e dificuldades na comparação, ordenação e densidade de números racionais 
– Antes da UE 
Flexibilidade na comparação, ordenação e 
densidade de números racionais 
Francisco 
Representação na recta 
numérica 
Estratégias Representa números racionais 
Dificuldades ……………………………………….……..… 
Comparação e ordenação 
Estratégias 
Regra de comparação de fracções (o mesmo 
denominador ou numerador) e fracções de 
referência 
Dificuldades …………………………………………….……. 
Densidade 
Estratégias Reconhece a existência de outros números entre 
dois números racionais 
Dificuldades ……………………………………………..... 
 
Deste modo, o aluno revelou flexibilidade na comparação, ordenação e densidade de 
números racionais. 
 
8.2.2.5 Símbolos e linguagem matemática formal significativos de números racionais 
Ao identificar e lidar com diferentes significados das fracções em contexto, ao 
reconstruir a unidade de referência e ao reconhecer a existência de diferentes unidades de 
referência, respectivamente na resolução das tarefas 1, 2, 3 e 4 (Figura 8.10), 5 (Figura 
8.11) e 6 (Figura 8.12), Francisco evidenciou capacidade de relacionar símbolos com 
acções e conhecimentos informais. Evidenciou ainda, flexibilidade na conversão de 
representações, na equivalência de fracções e na representação de números racionais na 
recta numérica com as produções que apresentou, respectivamente para a resolução das 
tarefas 7 (Figura 8.13), 8 e 9 (Figura 8.14). Deste modo, revelou capacidade de relacionar 
símbolos com linguagem matemática formal. Esta capacidade também ficou evidente ao 
comparar e ordenar números representados por fracções na resolução da tarefa 1, e ao 
reconhecer a existência de outros números entre dois números racionais na resolução da 
tarefa 11 (Figura 8.15).  
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Em suma, as estratégias e dificuldades que o aluno evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos de números racionais, antes da realização da 
UE, surgem na tabela 8.9. 
 
Tabela 8.9: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática significativos de 
números racionais – Antes da UE 
Símbolos e linguagem matemática formal 
significativos de números racionais 
Francisco 
Relação de Símbolos com 
conhecimentos informais 
Estratégias FP, FPT, FR, FM e FO 
Dificuldades ……………………………………...…………... 
Relação de Símbolos com 
linguagem matemática 
formal 
Estratégias 
Flexibilidade com a unidade de referência, 
familiaridade com diferentes representações, 
flexibilidade na comparação, ordenação e 
densidade de números racionais 
Dificuldades ………………………………...……......………. 
 
Por conseguinte, Francisco revelou lidar com símbolos e linguagem matemática formal de 
forma significativa e, por consequência, desenvolvimento integrado de todas as 
componentes do SNR, pelo que perece ter sentido de número racional. 
 
 
8.3 DESEMPENHO DURANTE A UNIDADE DE ENSINO 
 
 A análise dos dados de diferentes fontes – entrevistas (Apêndice 4), observação 
participante e análise documental – e respectiva triangulação, permitiu identificar as 
estratégias e dificuldades do aluno em cada uma das componentes do SMDR (Tabela 4.2 e 
6.3) durante a realização da UE, que se passam a explicitar. 
 
8.3.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais   
 
8.3.1.1 Familiaridade com os diferentes significados e contextos das operações 
 Nesta componente do SMDR apresentam-se os desempenhos de Francisco 
seguindo a sequência dada ao ensino-aprendizagem das referidas operações durante a 
realização da UE e, por consequência, aos tópicos abordados nas entrevistas. Assim, inicia-
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se com os desempenhos do aluno relativos à MIM, seguindo-se os relativos à DIM, os 
relativos à MPM e, por último, os relativos à DPM.  
 Isomorfismo de Medidas – Multiplicação. Para a resolução da tarefa 1 da entrevista 
“A Maria foi à padaria comprar pão. Cada pão pesava    kg. Quantos quilos de pão 
trouxe a Maria sabendo que comprou 4 pães?”, onde surge a MIM-GE, Francisco não 
apresentou qualquer dificuldade em identificar e usar a multiplicação como estratégia de 
resolução. Perante a tarefa: 
F: Então, é     ! 
I: Explica-me como pensaste! 
F: Se    kg corresponde a 1 pão e ela trouxe 4 pães, então é 4 pães vezes 
os quilos de cada pão, que é para saber quantos quilos é que ela trouxe! 
 
 Já perante a tarefa 2 “O Tiago tem 40 livros.    dos seus livros são de banda 
desenhada. Quantos livros tem de banda desenhada?”, que envolve a MIM-RM entre um 
número inteiro e uma fracção, o aluno explicitou:  
F: Faço    de 40 livros!  
I: E vais obter mais ou menos de 40 livros? 
F: Os livros de banda desenhada são menos, porque só tem [o Tiago]    
dos 40 livros, divido-os em 8 e vou buscar 3 partes! 
  
Posteriormente, recorreu à multiplicação como estratégia de resolução, tendo concluído 
que o Tiago tem 15 livros de banda desenhada (Figura 8.16). As suas produções 
evidenciam ainda, o reconhecimento do efeito da multiplicação sobre um par de números, 
nomeadamente que multiplicar nem sempre aumenta, já que multiplicou para encontrar 
uma parte do todo. 
Figura 8.16: Produção para a resolução da tarefa 2 
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Na tarefa 3 surge a MIM- RM entre uma fracção e um numeral misto. Perante a 
tarefa 3.1 “A distância da casa da Sofia à escola é    da distância da casa do Tiago à 
escola. O Tiago mora a     km da escola. Qual dos dois colegas mora mais próximo da 
escola. Justifica a tua resposta recorrendo à recta numérica para explicares o teu 
raciocínio”, Francisco identificou a multiplicação e usou-a como estratégia de resolução 
(Figura 8.17).  
Figura 8.17: Produção para a resolução da tarefa 3.1 
 
Posteriormente, recorreu à recta numérica, modelo explorado durante a realização da UE 
para raciocinar a MIM, mas apenas para justificar o seu raciocínio. Assim, assinalou     
e     e concluiu, justificando: 
F. É a Sofia [que mora mais próximo da escola], porque a Sofia só tem de 
percorrer metade dos     km e o Tiago tem de percorrer mais metade do 
que a Sofia! (…) A Sofia só percorre     km e o Tiago     km! 
  
Com esta produção voltou a evidenciar conhecimento de que a multiplicação nem sempre 
aumenta, já que recorreu a esta para encontrar uma parte do todo. Na resolução da tarefa 
3.2 voltou a identificar e usar a multiplicação como estratégia de resolução.  
A tarefa 4 envolve a MIM-RM entre fracções, num contexto promotor do modelo 
rectangular. Perante a tarefa 4.1 “A Maria está a bordar um quadro. Durante as férias 
bordou metade do quadro. Desde que começaram as aulas bordou    do que faltava 
bordar. Que parte do quadro bordou a Maria depois das férias?”, o aluno começou por 
modelar a situação com o modelo rectangular (Figura 8.18), modelo explorado durante a 
realização da UE para raciocinar a MIM.  
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Figura 8.18: Produção para a resolução da tarefa 4.1 
 
Desenhou um rectângulo que dividiu ao meio com um traço vertical, riscou a metade 
esquerda e identificou-a com a letra F e, explicitou: 
F: Esta é a parte do quadro que bordou durante as férias! 
 
Voltou a dividir o referido rectângulo, desta vez em quatro partes iguais com traços 
horizontais. Assinalou    da metade direita do rectângulo e, explicitou: 
 F: Depois das férias bordou    do que faltava bordar, que é    do quadro. 
 
Posteriormente, registou a multiplicação e usou-a por considerá-la a estratégia mais 
eficiente de resolução. Francisco recorreu à modelação da tarefa para interpretar o 
enunciado e identificar a multiplicação, evidenciando uma compreensão significativa desta 
operação ao lidar de forma correcta com as duas unidades de referência envolvidas na 
tarefa (metade do tapete e todo o tapete). Deste modo, voltou a evidenciar conhecimento 
do efeito da multiplicação sobre um par de números, já que multiplicou para encontrar 
uma parte de uma parte.  
 Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
MIM de números racionais durante a realização da UE, o aluno evidenciou compreensão 
significativa da mesma, já que recorreu sempre à multiplicação como estratégia de 
resolução, de forma compreensiva. Recorreu também ao modelo rectangular, numa tarefa 
que envolve relações de relações, ou seja, duas unidades de referência. Importa referir, que 
esta entrevista decorreu após a exploração de tarefas que envolvem a MIM de números 
racionais no âmbito da realização da UE. Com a referida exploração enfatizaram-se as 
produções próprias dos alunos, diferentes modelos para raciocinar a multiplicação, 
nomeadamente recta numérica, modelo circular, rectangular e tabela de razão, e a 
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discussão em plenário de diferentes estratégias de resolução. Assim, parece ter-se 
promovido os resultados apresentados por Francisco. 
 Isomorfismo de Medidas – Divisão como medida. Na tarefa 8, onde surge a DIM-
M, o aluno identificou e usou a operação envolvida como estratégia de resolução. Perante a 
tarefa 8.1 “O pai do Tiago comprou 5 litros de azeite e quer guardá-lo em garrafas de 
meio litro. Quantas garrafas serão necessárias?”, que envolve a divisão entre um número 
inteiro e uma fracção, identificou a referida operação tendo registado  	   . 
Posteriormente, explicitou: 
F: Uma garrafa leva meio litro, duas garrafas levam um litro!     
 
garrafas! 
 
Assim, evidenciou uma compreensão significativa da DIM-M, nomeadamente de que a 
divisão nem sempre diminui. Já perante a tarefa 8.2 “Se a mãe do Tiago gastar     litros 
de azeite por mês, para quanto tempo chegarão os 5 litros de azeite? ”, onde surge a 
divisão entre um número inteiro e um numeral misto, o aluno voltou a evidenciar uma 
compreensão significativa deste significado da divisão ao explicitar: 
F:    é metade de 5 litros! 5 litros equivale a dois meses! Porque é 
quantas vezes cabe o     nos 5, cabe 2 vezes!  
 
Posteriormente, recorreu à divisão como estratégia de resolução. 
 Na resolução da tarefa 9 “A Sofia tem 80 livros. Destes, 15 são de História. Que 
parte dos livros da Sofia são de História”, que envolve a DIM-M entre números inteiros, 
Francisco recorreu à FPT por considerá-la a estratégia mais eficiente de resolução (Figura 
8.19). Este facto parece advir da familiaridade com os diferentes significados das fracções, 
que evidenciou no seu desempenho antes da realização da UE. 
Francisco 
309 
Figura 8.19: Produção para a resolução da tarefa 9 
 
Perante a tarefa 10 “Na visita de estudo os alunos levaram mochilas com os seus 
lanches. A mochila do Tiago pesava    kg e a mochila da Maria pesava    kg. Quantas 
vezes mais pesava a mochila do Tiago do que a da Maria?”, onde surge a DIM-M entre 
duas fracções, o aluno explicou: 
F: Tenho de ver quantas vezes é que cabe a mochila da Maria na mochila do 
Tiago!  
I: E como é que vais ver! 
F: Faço    a dividir por metade! 
 
Depois de calcular o algoritmo identificado (Figura 8.20), concluiu que a mochila do Tiago 
pesava     mais que a mochila da Maria, voltando a evidenciar conhecimento de que a 
divisão nem sempre diminui. 
Figura 8.20: Produção para a resolução da tarefa 10 
 
 Para a resolução da tarefa 11 “Um grupo de amigos costuma fazer uma caminhada 
no final da tarde. Se numa hora percorrem    km, quanto tempo será necessário para 
percorrerem     km ”, que envolve a DIM-M entre dois numerais mistos, Francisco 
identificou-a: 
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F: Tenho de dividir     por    ! (…) Porque eu quero saber quantas 
vezes é que     cabe em    ! 
                                                   
Posteriormente, registou o algoritmo que identificou e usou-o como estratégia de resolução 
(Figura 8.21). As suas produções evidenciam ainda, conhecimento do efeito da divisão 
sobre um par de números, nomeadamente de que o dividendo pode ser inferior ao divisor. 
Figura 8.21: Produção para a resolução da tarefa 11 
 
 Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
DIM-M de números racionais durante esta entrevista, o aluno parece ter ultrapassado as 
dificuldades que evidenciou, no seu desempenho antes da realização da UE, em identificar 
e/ou identificar de imediato a DIM-M. De salientar, que esta entrevista decorreu depois da 
exploração de tarefas que envolvem a DIM-M de números racionais no âmbito da 
realização da UE, onde se enfatizaram as produções próprias dos alunos, diferentes 
modelos para raciocinar este significado da divisão, nomeadamente modelo rectangular, 
tabela de razão e equação   !  , e a discussão em plenário de diferentes estratégias de 
resolução. Assim, parece ter-se promovido os resultados apresentados pelo aluno.  
 Isomorfismo de Medidas – Divisão como partilha. Na tarefa 13 “   kg de café dá 
para fazer 30 chávenas de café. Quantos gramas de café se gastam, em média, por cada 
chávena de café?”, onde surge a DIM-P entre uma fracção unitária e um número inteiro, 
Francisco não teve qualquer dificuldade em identificar e usar a divisão como estratégia de 
resolução (Figura 8.22).  
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Figura 8.22: Produção para a resolução da tarefa 13 
 
 Na resolução da tarefa 14, que envolve a DIM-P entre um número inteiro e uma 
fracção, o aluno identificou e usou a divisão como estratégia de resolução. No entanto, 
perante a tarefa 14.2 “E se    da colecção completa fossem 48 cromos, quantos cromos 
teria a colecção completa?”, começou por recorrer à equação   !   e, posteriormente, 
identificou e usou a divisão por reconhecê-la como a operação inversa da multiplicação e a 
estratégia mais eficiente de resolução. O recurso à equação, modelo explorado durante a 
UE para raciocinar a divisão, parece resultar do facto do contexto da tarefa não promover 
um procedimento de partilha. Porém, ao recorrer à divisão para encontrar o todo 
evidenciou ainda, conhecimento de que a divisão nem sempre diminui (Figura 8.23).  
Figura 8.23: Produção para a resolução da tarefa 14.2 
 
Na resolução da tarefa 15 “Numa caminhada que fez durante o fim-de-semana, a 
Sofia percorreu     km em    de hora. Dado que manteve a mesma velocidade média, 
quantos quilómetros terá percorrido numa hora?” onde surge a DIM-P entre um numeral 
misto e uma fracção, Francisco começou por recorrer à tabela de razão para modelar a 
situação (Figura 8.24) e, explicitou: 
F: Se percorreu um quilómetro e meio num quarto de hora, numa hora vai percorrer 
mais! Um quarto é metade de metade, então é 4 vezes uma hora e meia, que é o 
mesmo que dividir [    ] por  ! 
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Deste modo, identificou e usou a divisão por reconhecê-la como a operação inversa da 
multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução. Também evidenciou conhecimento 
de que a divisão nem sempre diminui, já que dividiu para encontrar o todo. O facto do 
contexto da tarefa não promover um procedimento de partilha, pode estar na origem do 
recurso à tabela de razão, modelo explorado durante a realização da UE para raciocinar a 
divisão.  
Figura 8.24: Produção para a resolução da tarefa 15 
 
 Perante a tarefa 16 “O Tiago comprou uma mangueira para regar o jardim. Por 
norma só desenrola    m da mangueira que comprou. Quantos metros tem a 
mangueira, sabendo que o Tiago só usa    da mangueira?”, que envolve a DIM-P entre 
um numeral misto e uma fracção, o aluno começou por registar a equação  !  . 
Posteriormente, identificou e usou a divisão por reconhecê-la como a operação inversa da 
multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução (Figura 8.25). Voltou a evidenciar 
conhecimento de que a divisão nem sempre diminui, já que dividiu para encontrar o todo. 
Mais uma vez, recorreu à modelação da tarefa para identificar a divisão, perante um 
enunciado que não promove um procedimento de partilha.  
Figura 8.25: Produção para a resolução da tarefa 16 
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 Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
DIM-P de números racionais ao longo desta entrevista, Francisco evidenciou uma 
compreensão significativa da divisão, já que recorreu sempre à mesma como estratégia de 
resolução, de forma compreensiva. Porém, perante as tarefas que envolvem a DIM-P em 
contextos que não facilitam um procedimento de partilha requerem ainda, o recurso a 
modelos, como a tabela de razão e a equação, para interpretar os respectivos enunciados e 
identificar a divisão. De salientar, que esta entrevista decorreu após a exploração de tarefas 
que envolvem a DIM-P de números racionais no âmbito da realização da UE, onde se 
enfatizaram as produções próprias dos alunos, diferentes modelos para raciocinar este 
significado da divisão, nomeadamente modelo rectangular, tabela de razão e equação 
  !  , e a discussão em plenário de diferentes estratégias de resolução. Assim, parece 
ter-se promovido os resultados apresentados pelo aluno. 
 Produto de medidas – Multiplicação. Na tarefa 18 “Qual é a área de um rectângulo 
que tem    m de largura e    m de comprimento?”, onde surge a MPM entre duas 
fracções, Francisco começou por recorrer ao modelo de área rectangular para modelar a 
situação. Posteriormente, identificou a respectiva fórmula e, por consequência, a 
multiplicação que usou como estratégia de resolução (Figura 8.26). Assim, o referido 
modelo parece continuar a funcionar como modelo para identificar a MPM, conforme 
ocorreu no seu desempenho antes da realização da UE. De salientar, que o modelo de área 
rectangular foi explorado durante a realização da UE, como modelo para raciocinar a MPM 
de números racionais. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 8.26: Produção para a resolução da tarefa 18 
 
 Produto de medidas – Divisão. Perante a tarefa 19 “Um rectângulo tem    m2 de 
área e    m de comprimento. Calcula a sua largura?”, que envolve a DPM-MF entre 
duas fracções, o aluno explicou: 
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F: Tenho de fazer a área a dividir pelos   , porque [a divisão] é a prova 
inversa da multiplicação, porque    vezes qualquer coisa dá a área, logo 
tenho a área e o comprimento faço   	   ! 
 
Deste modo, evidenciou conhecimento da divisão como a operação inversa da 
multiplicação. Posteriormente, recorreu à divisão por considerá-la a estratégia mais 
eficiente de resolução (Figura 8.27). De salientar, que Francisco abandonou o modelo de 
área rectangular para modelar a situação, ao qual recorreu no seu desempenho antes da 
realização da UE. 
Figura 8.27: Produção para a resolução da tarefa 19 
 
Já na resolução da tarefa 20 onde surge a DPM- FF, o aluno identificou e usou a 
divisão como estratégia de resolução. Porém, começou por recorrer à equação   !  , 
como evidencia a sua produção para a resolução da tarefa 20.2 “Qual é o número que 
multiplicado por    dá 6?” (Figura 8.28).  
Figura 8.28: Produção para a resolução da tarefa 20.2 
 
A referida equação levou-o à identificação e uso da divisão por reconhecê-la como a 
operação inversa da multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução. Assim, parece 
ter um entendimento formal da referida relação entre as duas operações e, por 
consequência, ter ultrapassado a falta de familiaridade com a DPM-FF, que evidenciou no 
seu desempenho antes da realização da UE.  
De salientar, que esta entrevista para a resolução de tarefas que envolvem a MPM e 
DPM de números racionais, decorreu após a exploração das referidas tarefas no âmbito da 
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realização da UE. Com a referida exploração enfatizaram-se as produções próprias dos 
alunos, diferentes modelos para raciocinar estes significados da divisão, nomeadamente 
modelo de área rectangular e equação   !  , e a discussão em plenário de diferentes 
estratégias de resolução. Deste modo, parece ter-se promovido os resultados apresentados 
por Francisco. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que o aluno evidenciou com os diferentes 
significados e contextos da multiplicação e da divisão de números racionais, durante a 
realização da UE, surgem na tabela 8.10. 
 
Tabela 8.10: Estratégias e dificuldades com os diferentes significados e contextos da multiplicação 
e da divisão de números racionais – Durante a UE 
Familiaridade com os 
diferentes significados e 
contextos das operações 
Francisco 
IM 
GE 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ………………………………………………………..…... 
RM 
Estratégias Modelo rectangular e multiplicação 
Dificuldades …………………………………………………..……...… 
IM 
M 
Estratégias Fracção e divisão 
Dificuldades ………………………………………………….....……… 
P 
Estratégias Tabela de razão, equação   !   e divisão 
Dificuldades …………………………………………………….....…… 
MPM 
Estratégias Modelo de área rectangular e multiplicação 
Dificuldades ………………………………………………..……...…… 
DPM 
MF 
Estratégias Equação   !   e divisão 
Dificuldades ………………………………………………..……...…… 
FF 
Estratégias Equação   !   e divisão 
Dificuldades ………………………………………………..…...……… 
 
Assim, Francisco identificou sempre as operações envolvidas, independentemente dos 
seus significados e contextos, excepto uma situação de DIM-M cujo contexto envolve a 
relação parte-todo. Nesta recorreu à fracção como estratégia de resolução. Recorreu 
também, ao modelo rectangular para identificar a MIM-RM em situações que envolvem 
relações de relações, à tabela de razão e à equação   !   para identificar a DIM-P em 
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situações que não promovem um procedimento de partilha, ao modelo de área rectangular 
para identificar a MPM e, à equação   !   para identificar a DPM-FF.  
 
8.3.1.2 Flexibilidade no uso das propriedades das operações 
Na resolução da tarefa 7, onde foi solicitado a calcular mentalmente produtos e 
explicar o seu raciocínio, o aluno mudou de representação decimal para fracção e de 
seguida efectuou a divisão (Figura 8.29). Esta estratégia parece facilitar-lhe o cálculo 
mental e, deixou evidenciar a sua flexibilidade na conversão de representações e 
compreensão da divisão como a operação inversa da multiplicação. Ainda na referida 
produção, recorreu à propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição e, por 
consequência, à composição e decomposição de números inteiros.   
Figura 8.29: Produção para a resolução da tarefa 7 
 
Francisco voltou a evidenciar flexibilidade na conversão de representações e compreensão 
da divisão como a operação inversa da multiplicação, na produção que apresentou para a 
resolução da tarefa 17 (Figura 8.30), onde foi solicitado a calcular mentalmente quocientes 
e a explicar o seu raciocínio. Também ao identificar a DPM nas tarefas 19 (Figura 8.27) e 
20.2 (Figura 8.28) e, com as produções que apresentou para a resolução das tarefas 14.2 
(Figura 8.23), 15 (Figura 8.24) e 16 (Figura 8.25), o aluno evidenciou conhecimento da 
divisão como a operação inversa da multiplicação. 
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Figura 8.30: Produção para a resolução da tarefa 17 
 
O aluno também recorreu a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das 
operações, nomeadamente elemento neutro e absorvente da multiplicação, bem como a 
factos operacionais básicos, como a composição e decomposição de numerais mistos, na 
resolução das tarefas 6 (Figura 8.31) e 24 (Figura 8.32), onde foi solicitado a calcular 
expressões numéricas. Também para calcular o algoritmo      na tarefa 1 recorreu à 
propriedade comutativa e ao elemento neutro da multiplicação, que evidenciou ao 
explicitar: 
F: Quatro quartos vezes três é igual a 3 quilos [      kg]! 
 
Figura 8.31: Produção para a resolução da tarefa 6A e 6B 
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Figura 8.32: Produção para a resolução da tarefa 24 
 
O recurso às referidas estratégias de cálculo, nomeadamente  à propriedade distributiva da 
multiplicação em relação à adição, invariância do quociente, bem como a factos 
operacionais básicos, ficaram ainda evidentes nas produções que Francisco apresentou, por 
exemplo, para a resolução das tarefas 3.1 (Figura 8.17), 9 (Figura 8.19), 10 (Figura 8.20), 
11 (Figura 8.21), 15 (Figura 8.24), 16 (Figura 8.25) e 18 (Figura 8.26).  
O conhecimento das propriedades da divisão também ficou evidente nas suas 
produções para a resolução das tarefas 12 e 21. Por exemplo, na resolução da tarefa 12 
“Observa as seguintes expressões: A#   $ 	 %   &    ; B #  	 $ 	
%  	 &    . Indica, sem efectuares cálculos, o quociente de   	   . Justifica a 
tua resposta”, o aluno voltou a reconhecer a invariância do quociente (Figura 8.33).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 8.33: Produção para a resolução da tarefa 12 
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Também perante a tarefa 21.1 “Estima quais das seguintes expressões representam 
quocientes menores que 1 e maiores que 1. Justifica as tuas respostas. A  	   ; B 
  	    e C 
 	 
”, Francisco justificou as suas estimativas com base na 
comparação dos números do dividendo com os do divisor, ou seja, no reconhecimento de 
que um dividendo superior ao divisor implica um quociente maior que 1 e vice-versa 
(Figura 8.34).  
Figura 8.34: Produção para a resolução da tarefa 21.1 
 
Por consequência, o aluno parece ter ultrapassado as dificuldades que evidenciou 
no seu desempenho antes da realização da UE, nomeadamente em compor e decompor 
números, recorrer a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações e, 
reconhecer a divisão como a operação inversa da multiplicação. De salientar, que os 
resultados apresentados emanaram de entrevistas que decorreram durante a realização da 
UE, no âmbito da qual se explorou o recurso a factos operacionais básicos, a estratégias de 
cálculo baseadas nas propriedades das operações e nas suas relações. Deste modo, parece 
ter-se promovido os resultados apresentados por Francisco.  
Em suma, as estratégias e dificuldades que o aluno evidenciou no uso das 
propriedades da multiplicação e da divisão de números racionais, durante a realização da 
UE, surgem na tabela 8.11. 
 
Tabela 8.11: Estratégias e dificuldades no uso das propriedades da multiplicação e da divisão de 
números racionais – Durante a UE 
Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Francisco 
Factos operacionais básicos 
Estratégias Compõe e decompõe números inteiros e 
numerais mistos 
Dificuldades …………………………………………….……. 
Estratégias de cálculo Estratégias Propriedades das operações 
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baseadas nas propriedades 
das operações Dificuldades …………………………………………….……. 
Divisão como a operação 
inversa da multiplicação 
Estratégias 
Tabela de razão, modelo de área rectangular, 
equação   !   e divisão 
Dificuldades ………………………………………….………. 
 
Por conseguinte, Francisco revelou flexibilidade no uso das propriedades das operações. 
 
8.3.1.3 Razoabilidade na análise de processos e resultados 
 O aluno evidenciou conhecimento do efeito da multiplicação sobre um par de 
números, nomeadamente de que a multiplicação nem sempre aumenta, por exemplo, nas 
produções que apresentou para a resolução das tarefas 1, 2 (Figura 8.16), 3.1 (Figura 
8.17), 4.1 (Figura 8.18), 18 (Figura 8.26) e 7 (Figura 8.29). Também evidenciou 
conhecimento do efeito da divisão sobre um par de números. Assim, revelou 
conhecimento de que a divisão nem sempre diminui, por exemplo, nas produções que 
apresentou para a resolução das tarefas 8.1, 10 (Figura 8.20), 14.2 (Figura 8.23), 15 
(Figura 8.24), 16 (Figura 8.25), 19 (Figura 8.27), 20.2 (Figura 8.28), 17 (Figura 8.30) e 
21.1 (Figura 8.34). Revelou conhecimento de que o dividendo pode ser inferior ao divisor, 
por exemplo, nas produções que apresentou para a resolução das tarefas 11 (Figura 8.21), 
13 (Figura 8.22), 19 (Figura 8.27), 17 (Figura 8.30) e 21.1 (Figura 8.34). 
 O hábito de verificar dados e resultado, recorrendo essencialmente a estratégias de 
cálculo baseadas nas propriedades das operações, bem como o hábito de relacionar o 
contexto com os cálculos efectuados, também ficaram evidentes ao longo das entrevistas, 
por exemplo, nas produções de Francisco para a resolução das tarefas 1, 2 (Figura 8.16), 
3.1 (Figura 8.17), 4.1 (Figura 8.18), 8, 9 (Figura 8.19), 10 (Figura 8.20), 11 (Figura 8.21), 
13 (Figura 8.22), 14.2 (Figura 8.23), 15 (Figura 8.24), 16 (Figura 8.25), 18 (Figura 8.26), 
19 (Figura 8.27) e 20.2 (Figura 8.28). Por conseguinte, o aluno parece ter ultrapassado a 
falta de hábito de verificar dados e resultados e de relacionar o contexto com os cálculos 
efectuados, que evidenciou no seu desempenho antes da realização da UE. Porém, não será 
alheio a estes resultados o debate de estratégias de resolução de problemas em plenário, 
promovido no âmbito da realização da UE com o intuito de desenvolver a comunicação e o 
raciocínio dos alunos. 
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 Em suma, as estratégias e dificuldades que Francisco evidenciou na análise de 
processos e resultados da multiplicação e da divisão de números racionais, durante a 
realização da UE, surgem na tabela 8.12. 
 
Tabela 8.12: Estratégias e dificuldades na análise de processos e resultados da multiplicação e da 
divisão de números racionais – Durante a UE 
Razoabilidade na análise de processos e 
resultados 
Francisco 
Efeito das operações sobre um 
par de números 
Estratégias 
Reconhece que multiplicar nem sempre 
aumenta, dividir nem sempre diminui e 
dividendo inferior ao divisor 
Dificuldades ………................................................................ 
Verificação de dados e 
resultado 
Estratégias Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Dificuldades ………................................................................ 
Relação do contexto com 
cálculos efectuados 
Estratégias Relaciona o contexto com os cálculos 
efectuados 
Dificuldades ………................................................................ 
 
Deste modo, o aluno revelou razoabilidade na análise de processos e resultados. 
 
8.3.1.4 Símbolos e linguagem matemática formal significativos 
Para resolver a tarefa 5 “A mãe do Tiago comprou um queijo. O Tiago comeu    
do queijo e o André    do que sobrou. 5.1 O que representa a expressão:        ?”, Francisco relacionou símbolos com acções e conhecimentos informais (Figura 
8.35).  
Figura 8. 35: Produção para a resolução da tarefa 5 
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Evidenciou ainda a referida capacidade, ao identificar a multiplicação e a divisão em todas 
as tarefas que as envolvem, independentemente dos seus significados e contextos, ao 
denotar razoabilidade na análise de processos e resultados, bem como ao elaborar 
enunciados para expressões que representam produtos e quocientes. Por exemplo, perante a 
tarefa 23, o aluno elaborou enunciados que envolvem a MIM-GE e a MIM-RM, 
respectivamente para as expressões A       e B       (Figura 8.36). 
Figura 8.36: Produção para a resolução da tarefa 23B 
 
Já perante a tarefa 22, elaborou enunciados que envolvem a DIM-M e DIM-P, 
respectivamente para as expressões A   	    e B  	    (Figura 8.37).  
Figura 8.37: Produção para a resolução da tarefa 22B 
 
Assim, Francisco recorreu a uma maior diversidade de significados que no seu 
desempenho antes da realização da UE, onde recorreu apenas à MIM-GE e DIM-P. Este 
facto poderá advir da maior familiaridade com os diferentes significados das operações que 
evidenciou ao longo destas entrevistas, e/ou com este tipo de tarefas, exploradas no âmbito 
da realização da UE. 
A capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática formal ficou 
evidente quando o aluno recorreu aos algoritmos formais da multiplicação e da divisão 
como estratégias de resolução, por exemplo, das tarefas 1, 2 (Figura 8.16), 3.1 (Figura 
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8.17), 4.1 (Figura 8.18), 8.1, 9 (Figura 8.19), 10 (Figura 8.20), 11 (Figura 8.21), 13 (Figura 
8.22), 14.2 (Figura 8.23), 15 (Figura 8.24), 16 (Figura 8.25), 18 (Figura 8.26), 19 (Figura 
8.27) e 20.2 (Figura 8.28). Também ao reconhecer as operações em situações meramente 
matemáticas, por exemplo, nas tarefas 7 (Figura 8.29), 17 (Figura 8.30), 6 (Figura 8.31), 24 
(Figura 8.32) e 21.1 (Figura 8.34), bem como ao apresentar flexibilidade no uso das 
propriedades das operações.  
Por consequência, Francisco parece ter ultrapassado as dificuldades que evidenciou 
no seu desempenho antes da realização da UE com símbolos e linguagem matemática 
formal, já que passou a identificar a multiplicação e a divisão, independentemente dos seus 
significados e contextos, a recorrer a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das 
operações e a avaliar a razoabilidade de processos e resultados.  
Em suma, as estratégias e dificuldades que o aluno evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos da multiplicação e da divisão de números 
racionais, durante a realização da UE, surgem na tabela 8.13. 
 
 
Tabela 8. 13: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática formal 
significativos da multiplicação e da divisão de números racionais – Durante a UE 
Símbolos e linguagem matemática formal 
significativos 
Francisco 
Relação de símbolos com 
acções e conhecimentos 
informais 
Estratégias 
Identifica a MIM, DIM, MPM e DPM, apresenta 
razoabilidade na análise de processos e 
resultados e elabora enunciados (MIM e DIM) 
Dificuldades ……….................................................................. 
Relação de símbolos com 
linguagem matemática 
formal 
Estratégias 
Reconhece as operações em situações 
meramente matemáticas, recorre a algoritmos 
formais e apresenta flexibilidade no uso das 
propriedades das operações 
Dificuldades ……….................................................................. 
 
Por conseguinte, Francisco revelou conhecimento significativo de todas as 
componentes do SMDR de forma integrada, pelo que parece ter desenvolvido sentido das 
referidas operações.  
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8.4 DESEMPENHO NO FIM DA UNIDADE DE ENSINO  
 
 A análise dos dados de diferentes fontes – pós-testes (Apêndice 5) e pós-entrevistas 
(Apêndice 6) – e respectiva triangulação, permitiu a explicitação que se segue do 
desempenho do aluno no fim da realização da UE. Com a referida  análise  identificaram-
se as estratégias e dificuldades do aluno em cada uma das componentes do SMDR (Tabela 
4.2 e 6.3). 
 
8.4.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais   
 
8.4.1.1 Familiaridade com os diferentes significados e contextos das operações 
 Nesta componente do SMDR optou-se por apresentar os desempenhos de Francisco 
seguindo a sequência dada ao ensino-aprendizagem das referidas operações durante a 
realização da UE. Assim, inicia-se com os desempenhos relativos à MIM, seguindo-se os 
relativos à DIM, os relativos à MPM e, por último, os relativos à DPM.  
 
 Isomorfismo de medidas – Multiplicação. Na resolução da tarefa 1 do pós-teste “A 
Maria comprou 4 kg de morangos para fazer doce. Por cada quilo de morangos gasta    
kg de açúcar. De quantos quilos de açúcar vai precisar?”, que envolve a MIM-GE, o 
aluno identificou e usou a multiplicação como estratégia de resolução (Figura 8.38). O 
mesmo ocorreu perante a tarefa 7 da pós-entrevista, onde surge de novo a MIM-GE. 
Figura 8.38: Produção para a resolução da tarefa 1 do pós-teste 
 
 As tarefas 2 e 3 dos spós-testes envolvem a MIM-RM, respectivamente entre uma 
fracção e um número inteiro e entre uma fracção e um numeral misto. Tanto na resolução 
da tarefa 2 como 3 “Durante os seus percursos pedestres o Tiago desloca-se a uma 
velocidade média de     km por hora. Quantos quilómetros percorrerá em    hora?”, 
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Francisco identificou e usou a multiplicação como estratégia de resolução, como evidencia 
a sua produção para a resolução da tarefa 3 (Figura 8.39). 
Figura 8.39: Produção para a resolução da tarefa 3 dos spós-testes 
 
Perante a tarefa 1.1 da pós-entrevista “A Sofia andava a bordar um tapete de 
Arraiolos. Quando já tinha    do tapete bordado, reparou que se tinha enganado. Teve 
de desmanchar    do que já tinha bordado. Que parte do tapete teve a Sofia que 
desmanchar?”, onde surge a MIM-RM entre duas fracções, o aluno começou por modelar 
a situação com o modelo rectangular. Desenhou um rectângulo que dividiu em três partes 
iguais, com traços verticais e riscou duas dessas partes. Posteriormente, dividiu o 
rectângulo ao meio, com um traço horizontal, à medida que ia explicitando: 
F: Então, já tinha bordado    e desmanchou metade! Então, desmanchou   , que é o mesmo que   .  
 
Assim, recorreu à modelação da tarefa para interpretar o enunciado e identificar a 
multiplicação, por considerá-la a estratégia mais eficiente de resolução (Figura 8.40). No 
entanto, o recurso ao referido modelo evoluiu, no sentido em que Francisco deixou de 
atender aos aspectos irrelevantes da situação na sua modelação, conforme desempenho 
durante a realização da UE. Por conseguinte, evidenciou uma compreensão significativa da 
MIM-RM, ao lidar de forma correcta com as duas unidades de referência envolvidas na 
tarefa (dois terços do tapete e todo o tapete). Revelou ainda, conhecimento do efeito da 
multiplicação sobre um par de números, já que multiplicou para encontrar uma parte de 
uma parte. 
Figura 8.40: Produção para a resolução da tarefa 1.1 da pós-entrevista 
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Também na resolução das tarefas 6.1 e 6.2 da pós-entrevista, que envolvem a 
MIM-RM, respectivamente entre uma fracção e um número inteiro e entre um número 
inteiro e um número decimal, o aluno voltou a identificar e usar a multiplicação como 
estratégia de resolução. Por exemplo, perante a tarefa 6.1 “Uma empregada doméstica 
ganha 5 € por hora. Quanto ganha em    de hora?”, explicitou: 
F: Então, ganha menos!  
I: Explica-me como pensaste? 
F: Porque uma hora era   ! Eu tenho de saber quanto ganha em    de 
hora! Então, é    de 5 € [à medida que registava    ]. 
 
Deste modo, evidenciou mais uma vez, conhecimento do efeito da multiplicação sobre um 
par de números, nomeadamente de que a multiplicação nem sempre aumenta, já que 
recorreu à mesma para calcular uma parte do todo. 
Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
MIM de números racionais no fim da realização da UE, Francisco evidenciou compreensão 
significativa da mesma, já que recorreu sempre à multiplicação como estratégia de 
resolução, de forma compreensiva. Recorreu também ao modelo rectangular, apenas para 
modelar uma tarefa cujo enunciado envolve relações de relações, ou seja, duas unidades de 
referência. Por consequência, manteve os desempenhos que apresentou durante a 
realização da UE, pelo que parece ter interiorizado este significado da multiplicação. 
 Isomorfismo de medidas – Divisão como medida. Para a resolução da tarefa 7 do 
pós-teste “O Pedro tem    de uma colecção de cromos e a Inês tem    da mesma 
colecção. Faz uma estimativa de quantas vezes mais cromos tem o Pedro do que a Inês? 
Verifica a tua estimativa”, onde surge a DIM-M entre duas fracções, o aluno identificou-a 
e usou-a como estratégia de resolução (Figura 8.41). Também na resolução da tarefa 9.2 
do pós-teste, que envolve de novo a DIM-M, mas entre uma fracção e um numeral misto, 
voltou a identificar e usar a divisão como estratégia de resolução.  
Figura 8.41: Produção para a resolução da tarefa 7 do pós-teste 
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Nas tarefas 5.1, 5.2 e 9.1 da pós-entrevista surge a DIM-M, respectivamente entre 
números inteiros, entre fracções e, entre numerais mistos. Na tarefa 5.1, “O Tiago já leu 
60 páginas de um livro que foi buscar à biblioteca. O livro tem 75 páginas. Que parte do 
livro já leu?”, Francisco usou a FPT como estratégia de resolução (Figura 8.42), facto que 
parece advir da sua familiaridade com os diferentes significados das fracções. 
Figura 8.42: Produção para a resolução da tarefa 5.1 da pós-entrevista 
 
Já perante as tarefas 5.2 e 9.1, o aluno identificou e usou a divisão como estratégia 
de resolução, como evidencia a sua produção para a resolução da tarefa 9.1 “O João 
durante os seus percursos pedestres mantém uma velocidade média de     km/h. Faz 
uma estimativa do tempo que demorará a percorrer    km? Confirma a tua estimativa” 
(Figura 8.43). Nesta produção ficou ainda evidente, o seu conhecimento do efeito da 
divisão sobre um par de números, nomeadamente de que o dividendo pode ser inferior ao 
divisor. 
Figura 8.43: Produção para a resolução da tarefa 9.1 da pós-entrevista 
 
 Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
DIM-M de números racionais no fim da realização da UE, Francisco manteve o nível de 
compreensão e formalização que evidenciou durante a realização da UE. Por conseguinte, 
parece ter interiorizado este significado da divisão, com o qual evidenciou pouca 
familiaridade no seu desempenho antes da realização da UE. 
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 Isomorfismo de medidas – Divisão como partilha. As tarefas 8 e 9.1 dos pós-testes 
envolvem a DIM – P, respectivamente ente um número inteiro e uma fracção e, entre um 
número inteiro e um numeral misto. Em ambas as tarefas, o aluno identificou e usou a 
divisão como estratégia de resolução. Porém, na tarefa 8 apresentou também a equação 
  !  , enquanto na tarefa 9.1 “A mãe do Pedro fez um percurso numa auto-estrada 
sempre à mesma velocidade. O Pedro observou que numa hora e um quarto percorreram 
125 km. Quantos quilómetros percorreram numa hora?”, apresentou a tabela de razão 
(Figura 8.44). De salientar, que qualquer uma das tarefas referidas não promove um 
procedimento de partilha. 
 
Figura 8.44: Produção para a resolução da tarefa 9.1 do pós-teste 
 
 Perante a tarefa 2 da pós-entrevista “A mãe da Maria comprou 2
13  kg de maçãs e 
pagou 5,25 €. Quanto custou cada kg?”, onde surge a DIM-P entre um número decimal e 
um numeral misto, Francisco identificou e usou a divisão como estratégia de resolução 
(Figura 8.45).  
Figura 8.45: Produção para a resolução da tarefa 2 da pós-entrevista 
 
 Já na resolução da tarefa 3 da pós-entrevista, “Uma oitava parte das espécies 
protegidas de um parque natural estão em vias de extinção. Se há 38 espécies em vias de 
extinção, quantas são as espécies protegidas?”, que envolve a DIM-P entre um número 
inteiro e uma fracção, o aluno começou por recorrer à equação   !  . Assim, registou 
    e, justificou: 
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F: Porque a unidade é as espécies protegidas e um oitavo está em vias de 
extinção, que são 38! (…) Então,  	    que é a mesma coisa que  ! (…) Porque a unidade está dividida em 8 partes iguais! 
 
Deste modo, apesar do contexto da tarefa não promover um procedimento de partilha, 
Francisco identificou e usou a divisão como estratégia de resolução, por reconhecê-la 
como a operação inversa da multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução. 
Evidenciou ainda, conhecimento do efeito da divisão sobre um par de números, 
nomeadamente de que a divisão nem sempre diminui, já que recorreu à mesma para 
encontrar o todo.   
 Para a resolução da tarefa 9.2 da pós-entrevista “Se o João percorrer     km em    de hora, quantos quilómetros percorre numa hora, mantendo a mesma velocidade 
média?”, onde surge a DIM-P entre um numeral misto e uma fracção, o aluno começou por 
recorrer à tabela de razão para modelar a situação. Posteriormente, identificou e usou a 
divisão, por reconhecê-la como a operação inversa da multiplicação e a estratégia mais 
eficiente de resolução (Figura 8.46). Mais uma vez, o facto do contexto da tarefa não 
promover um procedimento de partilha, parece ter induzido o aluno à sua modelação para 
identificar a operação envolvida. 
Figura 8.46: Produção para a resolução da tarefa 9.2 da pós-entrevista 
 
 Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
DIM-P de números racionais no fim da UE, Francisco manteve os desempenhos que 
apresentou durante a realização da UE, pelo que parece ter interiorizado este significado da 
divisão. 
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 Produto de medidas – Multiplicação. Na resolução da tarefa 13.1 do pós-teste, que 
envolve a MPM, o aluno identificou e usou a multiplicação como estratégia de resolução, 
tendo apresentado a fórmula da área rectangular.  
Perante a tarefa 4 da pós-entrevista “As paredes dos balneários da escola vão ser 
forradas com azulejos quadrados cujo lado mede    do metro. Calcula a área de cada 
azulejo?”, onde surge de novo a MPM, recorreu à fórmula da área rectangular, 
identificando assim a multiplicação, que usou como estratégia de resolução (Figura 8.47).  
Por conseguinte, Francisco deixou de recorrer ao modelo de área rectangular para 
modelar este significado da multiplicação, ao qual recorreu no seu desempenho antes e 
durante a realização da UE. Estes resultados corroboram a interiorização da MPM de 
números racionais.  
Figura 8.47: Produção para a resolução da tarefa 4 da pós-entrevista 
 
  Produto de medidas – Divisão. Na tarefa 13.2 do pós-teste “Sabendo que a parede 
tem 12 m2 de área e    m de altura, calcula o seu comprimento?”, que envolve a DPM-
MF, o aluno identificou e usou a divisão como estratégia de resolução, tendo apresentado 
ainda, a equação   !   (Figura 8.48).  
Figura 8.48: Produção para a resolução da tarefa 13.2 do pós-teste 
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Perante a tarefa 1.2 da pós-entrevista “O tapete tem  
  m2 de área e    m de 
largura. Qual é o comprimento do tapete?”, onde volta a surgir DPM-MF, Francisco 
recorreu à equação   !   para identificar a divisão, por reconhecê-la como a operação 
inversa da multiplicação. Posteriormente, usou-a por considerá-la a estratégia mais 
eficiente de resolução (Figura 8.49). Por conseguinte, o aluno manteve os desempenhos 
que apresentou durante a realização da UE. Os resultados apresentados corroboram a 
interiorização da DPM-MF de números racionais. 
Figura 8.49: Produção para a resolução da tarefa 1.2 da pós-entrevista 
 
Tanto na resolução das tarefas 17 do pós-teste, como 8 da pós-entrevista “Qual é o 
número que multiplicado por    tem como resultado o número 2?”, que envolvem a 
DPM-FF, Francisco recorreu à equação   !   para identificar a divisão, por 
reconhecê-la como a operação inversa da multiplicação. Posteriormente, usou-a por 
considerá-la a estratégia mais eficiente de resolução (Figura 8.50). Mais uma vez, o aluno 
manteve os desempenhos que apresentou durante a realização da UE, pelo que parece ter 
interiorizado a MPM-FF de números racionais. De salientar, que no seu desempenho antes 
da realização da UE, Francisco não identificou este significado da divisão. 
Figura 8.50: Produção para a resolução da tarefa 8 da pós-entrevista 
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Em suma, as estratégias e dificuldades que o aluno evidenciou com os diferentes 
significados e contextos da multiplicação e da divisão de números racionais, no fim da 
realização da UE, surgem na tabela 8.14. 
 
Tabela 8.14: Estratégias e dificuldades com os diferentes significados e contextos da multiplicação 
e da divisão de números racionais – Fim da UE 
Familiaridade com os 
diferentes significados e 
contextos das operações 
Francisco 
MIM 
GE 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ………………………………………………....…………..…. 
RM 
Estratégias Modelo rectangular e multiplicação 
Dificuldades …………………………………………………..…...……..… 
DIM 
 
 
M 
Estratégias Fracção e divisão 
Dificuldades …...…………………………………………………………… 
P 
Estratégias Tabela de razão, equação   !   e divisão 
Dificuldades ………………………………………………………...……… 
MPM 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ……………………………………………………..……….… 
DPM 
MF 
Estratégias Equação   !   e divisão 
Dificuldades ……………………………………………………………...… 
FF 
Estratégias Equação   !   e divisão 
Dificuldades …………………………………………………………...…… 
 
Assim, Francisco identificou sempre as operações envolvidas, independentemente dos 
seus significados e contextos, excepto uma situação de DIM-M cujo contexto envolve a 
relação parte-todo. Nesta recorreu à fracção como estratégia de resolução. Recorreu 
também, ao modelo rectangular para identificar a MIM-RM em situações que envolvem 
relações de relações, à tabela de razão e à equação   !   para identificar a DIM-P em 
situações que não promovem um procedimento de partilha e à equação   !   para 
identificar a DPM-FF.  
 
8.4.1.2 Flexibilidade no uso das propriedades das operações 
 Na resolução das tarefa 6 e 11 dos pós-testes, onde foi solicitado a calcular o valor 
de expressões numéricas, o aluno apresentou estratégias de cálculo baseadas nas 
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propriedades das operações, nomeadamente comutativa, distributiva, elemento neutro e 
absorvente da multiplicação, bem como o recurso a factos operacionais básicos, como a 
composição e decomposição de  numerais mistos (Figura 8.51). Também nas pós-
entrevistas recorreu às referidas estratégias de cálculos, bem como a factos operacionais 
básicos, conforme evidenciam as suas produções para a resolução das tarefas 5.1 (Figura 
8.42), 2 (Figura 8.45), 9.2 (Figura 8.46) e 13 (Figura 8.52). 
Figura 8.51: Produção para a resolução da tarefa 6A e B do pós-teste 
 
Figura 8.52: Produção para a resolução da tarefa 13B e D da pós-entrevista 
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Francisco também evidenciou conhecimento das propriedades da divisão, com as 
produções que apresentou para a resolução das tarefas 12, 14 e 16 dos pós-testes e 11 e 12 
das pós-entrevistas. Assim, por exemplo, na resolução da tarefa 12 da pós-entrevista 
“Sabendo que   	      , indica o valor de cada uma das expressões que se 
seguem. Justifica a tua resposta. A  %     & 	 %     &    ; B  %  	
& 	 %  	 &    ” reconheceu a propriedade da invariância do quociente (Figura 
8.53). 
Figura 8.53: Produção para a resolução da tarefa 12 da pós-entrevista 
 
Também perante a tarefa 11.1 da pós-entrevista “Escreve os quocientes seguintes por 
ordem crescente de valor. Justifica a tua resposta. A   	   ; B   	   ; C  
 	   ” começou por comparar os divisores e de seguida ordenou os respectivos 
quocientes (Figura 8.54). Quando solicitado a justificar a sua produção, argumentou: 
F: Comparei os divisores, porque se eu dividir [1] por um divisor maior, o 
quociente vai ser menos! 
Figura 8.54: Produção para a resolução da tarefa 11.1 da pós-entrevista 
 
Assim, reconheceu a relação inversa entre divisor e quociente quando o dividendo é 
invariante. Já perante a tarefa 11.2 da pós-entrevista “Cada uma das expressões representa 
quocientes maiores ou menores que um? Justifica a tua resposta”, que surge na sequência 
da tarefa anterior, evidenciou conhecimento do efeito da divisão sobre um par de números 
(Figura 8.55). 
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Figura 8.55: Produção para a resolução da tarefa 11.2 da pós-entrevista 
 
O aluno evidenciou compreensão da divisão como a operação inversa da 
multiplicação ao identificar a DPM nas tarefas 13.2 (Figura 8.48) e 17 dos pós-testes, 1.2 
(Figura 8.49) e 8 (Figura 8.50) das pós-entrevistas, bem como com as produções que 
apresentou para a resolução das tarefas 13.2 (Figura 8.48) do pós-teste, 3,  9.2 (Figura 
8.46), 1.2 (Figura 8.49) e 8 (Figura 8.50) das pós-entrevistas. 
 Por consequência, Francisco manteve os desempenhos que apresentou durante a 
realização da UE, pelo que parece ter interiorizado esta componente do SMDR. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que o aluno evidenciou no uso das 
propriedades da multiplicação e da divisão de números racionais, no fim da realização da 
UE, surgem na tabela 8.15.  
 
Tabela 8.15: Estratégias e dificuldades com as propriedades da multiplicação e da divisão de 
números racionais – Fim da UE 
Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Francisco 
Factos operacionais básicos 
Estratégias Compõe e decompõe de numerais mistos 
Dificuldades ………………………………………………….. 
Estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades 
das operações 
Estratégias Propriedades das operações 
Dificuldades ………………………………………………….. 
Divisão como a operação 
inversa da multiplicação 
Estratégias Tabela de razão, equação   !   e divisão 
Dificuldades ………………………………………………….. 
 
Por conseguinte, Francisco revelou flexibilidade no uso das propriedades das operações. 
 
8.4.1.3 Razoabilidade na análise de processos e resultados 
 Ao apresentar produções correctas para a resolução das tarefas 15 do pós-teste e 10 
(Figura 8.56) da pós-entrevista, onde foi solicitado a verificar a veracidade de alguns 
produtos e quocientes em contextos meramente matemáticos, o aluno  evidenciou 
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conhecimento formal do efeito das operações sobre um par de números, nomeadamente de 
que a multiplicação nem sempre aumenta e de que a divisão nem sempre diminui. 
Evidenciou ainda, capacidade de verificar dados e resultado.  
Figura 8.56: Produção para a resolução da tarefa 10 da pós-entrevista 
 
O conhecimento de que a multiplicação nem sempre aumenta também ficou 
evidente, por exemplo, nas produções que apresentou para a resolução das tarefas 1 (Figura 
8.38) e 3 (Figura 8.39) dos pós-testes e 1.1 (Figura 8.40), 6.1 e 4 (Figura 8.47) das pós-
entrevistas. O conhecimento de que a divisão nem sempre diminui também ficou evidente, 
por exemplo, nas produções que apresentou para a resolução das tarefas 7 (Figura 8.41) e 
17 dos pós-testes e 9.2 (Figura 8.46), 3, 1.2 (Figura 8.49) e 8 (Figura 8.50) das pós-
entrevistas. Ainda no âmbito da divisão, evidenciou conhecimento de que o dividendo 
pode ser inferior ao divisor, por exemplo, nas produções que apresentou para a resolução 
das tarefas 14 do pós-teste e 9.1 (Figura 8.43) e 11 (Figura 8.54 e 8.55) das pós-entrevistas.  
 Francisco  parece ter tido a preocupação de verificar dados e resultado, bem como 
de relacionar o contexto com os cálculos efectuados nos pós-testes conforme evidenciam, 
por exemplo, as suas produções para resolução das tarefas 1 (Figura 8.38), 7 (Figura 8.41) 
e 13.2 (Figura 8.48). Já nas pós-entrevistas verificou sempre dados e resultado e 
relacionou o contexto com os cálculos efectuados conforme evidenciam, por exemplo, as 
suas produções para a resolução das tarefas 1.1 (Figura 8.40), 5.1 (Figura 8.42), 9.1 
(Figura 8.43), 2 (Figura 8.45), 9.2 (Figura 8.46), 4 (Figura 8.47), 1.2 (Figura 8.49) e 8 
(Figura 8.50). Para a verificação de dados e resultados recorreu, principalmente a 
estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações. 
 Por consequência, o aluno  manteve os desempenhos que apresentou durante a 
realização da UE, pelo que parece ter interiorizado esta componente do SMDR. 
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 Em suma, as estratégias e dificuldades que Francisco evidenciou na análise de 
processos e resultados da multiplicação e da divisão de números racionais, no fim da 
realização da UE, surgem na tabela 8.16. 
 
Tabela 8.16: Estratégias e dificuldades na análise de processos e resultados da multiplicação e da 
divisão de números racionais – Fim da UE 
Razoabilidade na análise de processos e 
resultados 
Francisco 
Efeito das operações sobre um 
par de números 
Estratégias 
Reconhece que multiplicar nem sempre 
aumenta, dividir nem sempre diminui e 
dividendo inferior ao divisor 
Dificuldades ………................................................................ 
Verificação de dados e 
resultado 
Estratégias Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Dificuldades ………................................................................ 
Relação do contexto com 
cálculos efectuados 
Estratégias Relaciona o contexto com os cálculos 
efectuados 
Dificuldades ………................................................................ 
 
Deste modo, o aluno revelou razoabilidade na análise de processos e resultados. 
 
8.4.1.4 Símbolos e linguagem matemática formal significativos 
Com a produção que apresentou para a resolução da tarefa 4.1 do pós-teste 
“Escolhe entre as expressões a seguir apresentadas, as que permitem calcular a parte da 
folha de papel de cenário que o Tomás e a Catarina pintaram hoje. Justifica as tuas 
escolhas. A.      ; B.      ; C. %  &'; D.      ”, Francisco evidenciou 
capacidade de relacionar símbolos com acções e conhecimentos informais (Figura 8.57).  
 
 
 
Figura 8.57: Produção para a resolução da tarefa 4.1 pós-teste 
 
Evidenciou ainda, a referida capacidade ao identificar a multiplicação e a divisão em todas 
as tarefas que as envolvem nos pós-testes e pós-entrevistas, independentemente dos seus 
significados e contextos, ao apresentar razoabilidade na análise de processos e resultados 
e, ao elaborar enunciados para expressões que representam produtos e quocientes. Por 
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exemplo, elaborou enunciados que envolvem a MIM-RM e a DIM-M, respectivamente 
para as expressões A       e   	   , tarefas 5.2 e 10 dos pós-testes. Na pós-
entrevista, voltou a recorrer à MIM-RM para elaborar enunciados para as expressões A  
      (Figura 8.58) e B        da tarefa 14.2, e à DIM-M para elaborar 
enunciados para as expressões B  
 	    e A    	    (Figura 8.59) da tarefa 15.  
Figura 8.58: Produção para a resolução da tarefa 14.2A da pós-entrevista 
 
Figura 8.59: Produção para a resolução da tarefa 15A da pós-entrevista 
 
De salientar, o abandono da MIM-GE e DIM-P para a elaboração de enunciados, a que 
também recorreu durante a realização da UE e, os únicos a que recorreu no seu 
desempenho antes da realização da UE.  
O aluno  evidenciou capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática 
formal, por exemplo, nas produções que apresentou para a resolução das tarefas 5.1 do 
pós-teste e 14.1 da pós-entrevista, onde identificou produtos na recta numérica de 
expressões dadas. Assim, perante a tarefa 14.1, onde foi solicitado a identificar o produto 
representado pela expressão B       , começou por representar na recta numérica 
o factor     e, posteriormente, identificou    de 3 e    de   , que o levou à 
identificação do produto     (Figura 8.60). 
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Figura 8.60: Produção para a resolução da tarefa 14.1 B da pós-entrevista 
 
A sua capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática formal também ficou 
evidente, quando Francisco recorreu aos algoritmos formais da multiplicação e da divisão 
como estratégias de resolução, por exemplo, das tarefas 1 (Figura 8.38), 3 (Figura 8.39), 7 
(Figura 8.41), 9.1 (Figura 8.44), e 13.2 (Figura 8.48) dos pós-testes e 1.1 (Figura 8.40), 5.1 
(Figura 8.42), 9.1 (Figura 8.43), 2 (Figura 8.45), 9.2 (Figura 8.46), 4 (Figura 8.47), 12 
(Figura 8.49) e 8 (Figura 8.50) das pós-entrevistas. Também ao reconhecer as operações 
em situações meramente matemáticas, por exemplo, nas tarefas 6 (Figura 8.51) do pós-
teste e 13 (Figura 8.52) e 10 (Figura 8.56) das pós-entrevistas, bem como ao apresentar 
flexibilidade no uso das propriedades das operações. Ainda, a produção que apresentou 
para a resolução da tarefa 16 da pós-entrevista “Calcula o quociente que se obtém 
dividindo o dobro do quadrado de um terço por um” (Figura 8.61), revela a sua capacidade 
de relacionar símbolos com linguagem matemática formal.  
 
 
 
 
 
 
Figura 8.61: Produção para a resolução da tarefa 16 da pós-entrevista 
 
Por consequência, o aluno  manteve os desempenhos que apresentou durante a 
realização da UE, pelo que parece ter interiorizado esta componente do SMDR.  
Em suma, as estratégias e dificuldades que Francisco  evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos da multiplicação e da divisão de números 
racionais, no fim da realização da UE, surgem na tabela 8.17. 
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Tabela 8.17: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática formal significativos 
da multiplicação e da divisão de números racionais – Fim da UE 
Símbolos e linguagem matemática formal 
significativos 
Francisco 
Relação de símbolos com acções 
e conhecimentos informais 
Estratégias 
Identifica a MIM, DIM, MPM e DPM, 
apresenta razoabilidade na análise de 
processos e resultados e elabora enunciados 
(MIM-RM e DIM) 
Dificuldades ……….......................................................... 
Relação de símbolos com 
linguagem matemática formal 
Estratégias 
Reconhece as operações em situações 
meramente matemáticas, recorre a 
algoritmos formais e apresenta flexibilidade 
no uso das propriedades das operações 
Dificuldades ………........................................................... 
 
Por conseguinte, o aluno  revelou conhecimento significativo de todas as componentes do 
SMDR, de forma integrada, pelo que parece ter interiorizado o sentido das referidas 
operações.  
 
 
8.5 DESEMPENHO SEIS MESES DEPOIS DA UNIDADE DE ENSINO 
 
 A análise dos dados das entrevistas (Apêndice 6) permitiu a explicitação que se 
segue do desempenho de Francisco seis meses depois da realização da UE. Com a referida 
análise identificaram-se as estratégias e dificuldades do aluno em cada uma das 
componentes do SMDR (Tabela 4.2 e 6.3). 
  
8.5.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais   
  
8.5.1.1 Familiaridade com os diferentes significados e contextos das operações 
 Nesta componente do SMDR optou-se por apresentar os desempenhos de Francisco 
seguindo a sequência dada ao ensino-aprendizagem das referidas operações durante a 
realização da UE. Assim, inicia-se com os desempenhos relativos à MIM, seguindo-se os 
relativos à DIM, os relativos à MPM e, por último, os relativos à DPM.  
 Isomorfismo de medidas – Multiplicação. Na resolução da tarefa 7 “Determina a 
quantidade de peixe que 24 alunos consumiriam, se cada um comesse    kg de peixe?”, 
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onde surge a MIM – GE, o aluno identificou e usou a multiplicação como estratégia de 
resolução. Evidenciou ainda, conhecimento de que a multiplicar nem sempre aumenta, já 
que recorreu à multiplicação para encontrar uma parte do todo. (Figura 8.62). 
Figura 8.58: Produção para a resolução da tarefa 7 
 
Perante a tarefa 1.1 “A Sofia andava a bordar um tapete de Arraiolos. Quando já 
tinha    do tapete bordado, reparou que se tinha enganado. Teve de desmanchar    do 
que já tinha bordado. Que parte do tapete teve a Sofia que desmanchar?”, que envolve a 
MIM-RM entre duas fracções, Francisco explicitou: 
 F: Teve de tirar metade do que já tinha feito,   !    de   , vou buscar 
metade daquilo que ela já tinha bordado!  
 
Posteriormente, registou a multiplicação e respectivo produto (Figura 8.63). Voltou a 
evidenciar conhecimento de que multiplicar nem sempre aumenta, já que recorreu à 
multiplicação para encontrar a parte de uma parte. Apesar do contexto da referida tarefa 
envolver relações de relações, ou seja, duas unidades de referência (dois terços do tapete e 
todo o tapete), o aluno deixou de recorrer ao modelo rectangular para a modelar, conforme 
recorreu durante e no fim da realização da UE.  
Figura 8.59: Produção para a resolução da tarefa 1.1 
 
Para a resolução das tarefas 6.1 e 6.2 onde surge a MIM-RM, respectivamente 
entre uma fracção e um número inteiro e, entre um número inteiro e um número decimal, 
Francisco voltou a identificar e usar a multiplicação como estratégia de resolução. Por 
exemplo, perante a tarefa 6.1 “Uma empregada doméstica ganha 5 € por hora. Quanto 
ganha em    de hora?”, conclui de imediato que ganhava menos. Posteriormente, 
identificou e usou a multiplicação como estratégia de resolução (Figura 8.64) revelando 
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mais uma vez, conhecimento de que multiplicar nem sempre aumenta, já que multiplicou 
para obter uma parte do todo. 
Figura 8.60: Produção para a resolução da tarefa 6.1 
 
Por consequência, o aluno manteve os desempenhos do fim da realização da UE, 
excepto o recurso ao modelo rectangular para modelar situações que envolvem relações de 
relações, pelo que parece ter retido a MIM de números racionais.  
 Isomorfismo de medidas – Divisão como medida. Nas tarefas 5.1, 5.2 e 9.1, que 
envolvem a DIM-M, respectivamente entre números inteiros, entre fracções e, entre 
numerais mistos, Francisco identificou a usou a divisão como estratégia de resolução. 
Apenas, na tarefa 5.1, “O Tiago já leu 60 páginas de um livro que foi buscar à biblioteca. 
O livro tem 75 páginas. Que parte do livro já leu?”, recorreu à FPT como estratégia de 
resolução, procedimento justificável com a sua familiaridade com os diferentes 
significados das fracções. 
Já perante a tarefa 5.2 “O seu irmão André leu    do mesmo livro. Quantas vezes 
mais leu o Tiago [  ] do que o André?”, argumentou: 
F: É dividir os    pelos   , para saber quantas vezes mais leu o Tiago que 
o André! 
 
Assim, identificou a divisão e revelou conhecimento de que dividir nem sempre diminui. 
Posteriormente, usou a referida operação como estratégia de resolução (Figura 8.65).  
Figura 8.61: Produção para a resolução da tarefa 5.2 
 
Também na resolução da tarefa 9.1 “O João durante os seus percursos pedestres 
mantém uma velocidade média de    km/h. Estima o tempo que demorará a percorrer 
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   km? Confirma a tua estimativa”, o aluno evidenciou uma compreensão significativa 
deste significado da divisão ao argumentar: 
F: Vai demorar metade do tempo! 
I: Como pensaste? 
F: Se     km é metade [dos     km], vai andar metade do tempo! 
I: E como fazes para confirmar esse resultado?  
F: Vou ver quantas vezes    cabe nos    , vou dividir     por    ! 
 
Deste modo, evidenciou conhecimento de que o dividendo pode ser inferior ao divisor.  
Por conseguinte, Francisco manteve os desempenhos do fim da realização da UE, 
pelo que parece ter retido a DIM-M de números racionais.   
 Isomorfismo de medidas – Divisão como partilha. Perante a tarefa 2 “A mãe da 
Maria comprou     kg de maçãs e pagou 5,25 €. Quanto custou cada kg?”, onde surge a 
DIM-P entre um número decimal e um numeral misto, o aluno identificou e usou a divisão 
como estratégia de resolução (Figura 8.66).  
Figura 8.62: Produção para a resolução da tarefa 2 
 
Já na resolução da tarefa 3 “Uma oitava parte das espécies protegidas de um 
parque natural estão em vias de extinção. Se há 38 espécies em vias de extinção, quantas 
são as espécies protegidas?”, que envolve a DIM-P entre um número inteiro e uma 
fracção, Francisco começou por recorrer à equação   !   (Figura 8.67), enquanto 
explicitava: 
F: A oitava parte quer dizer que a unidade está dividida em 8 partes! E uma 
oitava parte da unidade é 38! 
 
Posteriormente, identificou e usou a divisão, por reconhecê-la como a operação inversa da 
multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução, evidenciando uma compreensão 
significativa deste significado da divisão. As suas produções evidenciam ainda, 
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conhecimento de que a divisão nem sempre diminui, já que recorreu à mesma para 
encontrar o todo.  
Figura 8.63: Produção para a resolução da tarefa 3 
 
 Para a resolução da tarefa 9.2 “Se o João percorrer     km em    de hora, 
quantos quilómetros percorre numa hora, mantendo a mesma velocidade média?”, onde 
surge a DIM-P entre um numeral misto e uma fracção, o aluno começou por recorrer à 
tabela de razão para modelar a situação. Posteriormente, identificou e usou a divisão, por 
reconhecê-la como a operação inversa da multiplicação e a estratégia mais eficiente de 
resolução (Figura 8.68).  
Figura 8.64: Produção para a resolução da tarefa 9.2 
 
O facto dos contextos das tarefas 3 e 9.2 não promoverem um procedimento de partilha, 
parece ter induzido Francisco à sua modelação como estratégia para identificar a operação 
envolvida.  
 Por consequência, o aluno manteve os desempenhos do fim da realização da UE, 
pelo que parece ter retido a MIM-P de números racionais. 
 Produto de medidas – Multiplicação. Perante a tarefa 4 “As paredes dos balneários 
da escola vão ser forradas com azulejos quadrados cujo lado mede    do metro. Calcula 
a área de cada azulejo?”, que envolve a MPM, Francisco registou de imediato a fórmula 
da área rectangular, identificando assim a multiplicação que, posteriormente, usou como 
estratégia de resolução. Por conseguinte, manteve o desempenho do fim da realização da 
UE, pelo que parece ter retido a MPM de números racionais. 
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 Produto de medidas – Divisão. Na resolução da tarefa 1.2 “O tapete tem  
  m2 de 
área e   m de largura. Qual é o comprimento do tapete?”, onde surge a DPM-MF, o 
aluno começou por recorrer à fórmula da área rectangular (Figura 8.69), argumentando: 
F: Então, para saber a área tenho de achar comprimento vezes largura e para 
achar o comprimento faço a área a dividir pela largura (…) porque é a 
operação inversa da multiplicação! 
 
Deste modo, identificou e usou a divisão, por reconhecê-la como a operação inversa da 
multiplicação e, a estratégia mais eficiente de resolução (Figura 8.69). A fórmula da área 
rectangular parece conectada à equação   !  , à qual recorreu no fim da realização da 
UE, pelo que parece ter retido a MPM-MF de números racionais.   
Figura 8.65: Produção para a resolução da tarefa 1.2 
 
Perante a tarefa 8 “Qual é o número que multiplicado por    tem como resultado 
o número 2”, que envolve a DPM-FF, Francisco começou por modelar a situação com a 
equação  !  . Posteriormente, identificou e usou a divisão, por reconhecê-la como a 
operação inversa da multiplicação e, a estratégia mais eficiente de resolução (Figura 8.70). 
Deste modo, evidenciou ainda, compreensão significativa da divisão como a operação 
inversa da multiplicação. Por conseguinte, manteve os desempenhos do fim da realização 
da UE, pelo que parece ter retido a DIM-FF de números racionais. 
Figura 8.66: Produção para a resolução da tarefa 8 
 
 
 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais 
346 
Em suma, as estratégias e dificuldades que o aluno evidenciou com os diferentes 
significados e contextos da multiplicação e da divisão de números racionais, seis meses 
depois da realização da UE, surgem na tabela 8.18. 
 
Tabela 8.18: Estratégias e dificuldades com os diferentes significados e contextos da multiplicação 
e da divisão de números racionais – Seis meses depois da UE 
Familiaridade com os diferentes 
significados e contextos das 
operações 
Francisco 
MIM 
GE 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades …………………………………………………………... 
RM 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ………………………………………..………………..... 
DIM 
M 
Estratégias Fracção e divisão 
Dificuldades ……………………………………..………………….… 
P 
Estratégias Equação   !  , tabela de razão e divisão 
Dificuldades ………………………………………..………….…….... 
MPM 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades …………………………………………………...…….... 
DPM 
MF 
Estratégias Equação   !   e divisão 
Dificuldades …………………………………………..……………..... 
FF 
Estratégias Equação   !   e divisão 
Dificuldades …………………………………………………………... 
 
Assim, Francisco identificou sempre as operações envolvidas, independentemente dos 
seus significados e contextos, excepto numa situação de DIM-M cujo contexto envolve a 
relação parte-todo. Nesta recorreu à fracção como estratégia de resolução.  
 
8.5.1.2 Flexibilidade no uso das propriedades das operações 
Na resolução da tarefa 13, onde foi solicitado a calcular expressões numéricas, o 
aluno apresentou estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações, 
nomeadamente propriedade comutativa, distributiva, elemento neutro e absorvente da 
multiplicação e invariância do quociente (Figura 8.71). Também recorreu a factos 
operacionais básicos, como à composição e decomposição de numerais mistos.  
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Figura 8.67: Produção para a resolução da tarefa 13B, C e D 
 
O aluno evidenciou ainda, conhecimento das propriedades da divisão, com as produções 
que apresentou para a resolução das tarefas 11 e 12. Perante a tarefa 11.1 “Escreve os 
quocientes seguintes por ordem crescente de valor. Justifica a tua resposta. A  	
  ; B  	   ; C  	   ” comparou os divisores e, de seguida, ordenou os 
respectivos quocientes (Figura 8.72) e, argumentou: 
F: Quanto maior é o divisor, menor é o quociente!  
 
Figura 8.68: Produção para a resolução da tarefa 11.1 
 
Deste modo, evidenciou conhecimento da relação inversa entre divisor e quociente, 
quando o dividendo é invariante. Já na resolução da tarefa 11.2 “Cada uma das expressões 
representa quocientes maiores ou menores que um? Justifica a tua resposta”, que surge na 
sequência da tarefa anterior, denotou conhecimento de que a divisão nem sempre diminui, 
bem como de que o dividendo pode ser inferior ao divisor, ao argumentar: 
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F: são todos [quocientes] maiores do que um porque quando o dividendo é 
maior que o divisor, o quociente é maior que um! 
 
Também na resolução da tarefa 12 “Sabendo que   	      , indica o valor de 
cada uma das expressões que se seguem. A  %     & 	 %     & ; B  
%  	 & 	 %  	 &. Justifica a tua resposta” reconheceu formalmente a propriedade 
da invariância do quociente (Figura 8.73).  
Figura 8.69: Produção para a resolução da tarefa 12 
 
Ainda, ao longo das entrevistas, Francisco recorreu a estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações, nomeadamente propriedade comutativa, elemento neutro e 
invariância do quociente e, a factos operacionais básicos, como evidenciam, por exemplo, 
as suas produções para a resolução das tarefas 6.1 (Figura 8.64), 5.2 (Figura 8.65), 2 
(Figura 8.66), 9.2 (Figura 8.68) e 1.2 (Figura 8.69).  
O aluno evidenciou compreensão da divisão como a operação inversa da 
multiplicação ao identificar a DPM nas tarefas 1.2 (Figura 8.69) e 8 (Figura 8.70), bem 
como com as produções que apresentou para a resolução das tarefas 3 (Figura 8.67) e 9.2 
(Figura 8.68). 
Por consequência, Francisco manteve os desempenhos que apresentou no fim da 
realização da UE, pelo que parece ter retido esta componente do SMDR. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que o aluno evidenciou no uso das 
propriedades da multiplicação e da divisão de números racionais, seis meses depois da 
realização da UE, surgem na tabela 8.19. 
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Tabela 8. 19: Estratégias e dificuldades no uso das propriedades da multiplicação e da divisão de 
números racionais – Seis meses depois da UE 
Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Francisco 
Factos operacionais básicos 
Estratégias Compõe e decompõe numerais mistos 
Dificuldades …………………………………………………... 
Estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades 
das operações 
Estratégias Propriedades das operações 
Dificuldades ………………………………………………...… 
Divisão como a operação 
inversa da multiplicação 
Estratégias Tabela de razão, equação   !   e divisão 
Dificuldades ………………………………………………...… 
 
Deste modo, Francisco revelou flexibilidade no uso das propriedades das operações. 
 
8.5.1.3 Razoabilidade na análise de processos e resultados 
 Ao apresentar produções correctas para a resolução da tarefa 15 (Figura 8.74), onde 
foi solicitado a verificar a veracidade de alguns produtos e quocientes em contextos 
meramente matemáticos, o aluno evidenciou conhecimento formal do efeito das operações 
sobre um par de números, nomeadamente de que a multiplicação nem sempre aumenta e de 
que a divisão nem sempre diminui, bem como capacidade de verificar dados e resultados. 
Perante a referida tarefa, explicitou: 
F: 40 vezes 4, 160! (…) 4 a dividir por um quarto é igual a 4 vezes 4, que é 
igual a 16! (…) É a mesma coisa que ter metade de 16, são 8! (…) Metade 
de 160 são 80! 
 
Figura 8.70: Produção para a resolução da tarefa 15 
 
Também ao longo das entrevistas, Francisco apresentou evidências do conhecimento do 
efeito das operações sobre um par de números. Assim, o conhecimento de que multiplicar 
nem sempre aumenta ficou evidente nas suas produções para a resolução das tarefas 7 
(Figura 8.62), 1.1 (Figura 8.63), 6.1 (Figura 8.64) e 4. O conhecimento de que dividir nem 
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sempre diminui ficou evidente nas suas produções para a resolução das tarefas 5.2 (Figura 
8.65), 3 (Figura 8.67), 9.2 (Figura 8.68) e 8 (Figura 8.70). Ainda no âmbito da divisão, o 
conhecimento de que o dividendo pode ser inferior ao divisor ficou evidente nas suas 
produções para a resolução das tarefas 9.1 e 11 (Figura 8.72). 
 Nas produções que foi apresentando ao longo das entrevistas, o aluno teve sempre 
a preocupação de verificar dados e resultado, recorrendo, essencialmente a estratégias de 
cálculo baseadas nas propriedades das operações, e de relacionar o contexto com os 
cálculos efectuados conforme evidenciam, por exemplo, as suas produções para a 
resolução das tarefas 7 (Figura 8.62), 1.1 (Figura 8.63), 6.1 (Figura 8.64), 5.2 (Figura 
8.65), 9.1, 2 (Figura 8.66), 3 (Figura 8.67), 9.2 (Figura 8.68), 1.2 (Figura 8.69) e 8 (Figura 
8.70). 
Por consequência, Francisco manteve os desempenhos que apresentou no fim da 
realização da UE, pelo que parece ter retido esta componente do SMDR. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que o aluno evidenciou na análise de 
processos e resultados da multiplicação e divisão de números racionais, seis meses depois 
da realização da UE, surgem na tabela 8.20.  
 
Tabela 8.20: Estratégias e dificuldades na análise de processos e resultados da multiplicação e da 
divisão de números racionais – Seis meses depois da UE 
Razoabilidade na análise de processos e 
resultados 
Francisco 
Efeito das operações sobre 
um par de números 
Estratégias 
Reconhece que multiplicar nem sempre 
aumenta, dividir nem sempre diminui e 
dividendo inferior ao divisor 
Dificuldades ……….................................................................. 
Verificação de dados e 
resultado 
Estratégias Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Dificuldades ……….................................................................. 
Relação do contexto com 
cálculos efectuados 
Estratégias Relaciona o contexto com os cálculos efectuados 
Dificuldades ……….................................................................. 
 
Deste modo, Francisco revelou razoabilidade na análise de processos e resultados. 
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O aluno evidenciou capacidade de relacionar símbolos com acções e 
conhecimentos informais ao identificar a multiplicação e a divisão em todas as tarefas que 
as envolvem, independentemente dos significados e contextos, ao apresentar razoabilidade 
na análise de processos e resultados, bem como ao elaborar enunciados para expressões 
que representam produtos e quocientes. Por exemplo, perante a tarefa 14.2, recorreu à 
MIM-RM para elaborar enunciados para as expressões A       , e B    
  , (Figura 8.75).  
Figura 8.715: Produção para a resolução da tarefa 14.2B 
 
Já na tarefa 15, elaborou enunciados que envolvem a DIM-P e a DIM-M, respectivamente 
para as expressões A    	   , (Figura 8.76) e B  
 	   .  
Figura 8.726: Produção para a resolução da tarefa 15A 
 
De salientar, o regresso à DIM-P para a elaboração de enunciados, significado a que não 
recorreu no final da realização da UE, mas com o qual evidenciou maior familiaridade no 
seu desempenho antes da realização da UE.  
Ao conseguir identificar na recta numérica produtos representados por expressões 
dadas, Francisco evidenciou capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática 
formal. Por exemplo, na tarefa 14.1, para identificar o produto representado pela expressão 
 
 
 
 
 
8.5.1.4 Símbolos e linguagem matemática formal significativos 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais 
352 
B        começou por representar o factor     e, posteriormente,    de 3 e    
de   , que o levou a identificar na recta numérica o produto    , (Figura 8.77). 
Figura 8.737: Produção para a resolução da tarefa 14.1 B 
 
A sua capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática formal também ficou 
evidente, quando o aluno recorreu aos algoritmos formais da multiplicação e da divisão 
como estratégias de resolução, por exemplo, das tarefas 7 (Figura 8.62), 1.1 (Figura 8.63), 
6.1 (Figura 8.64), 5.2 (Figura 8.65), 2 (Figura 8.66), 3 (Figura 8.67), 9.2 (Figura 8.68), 1.2 
(Figura 8.69) e 8 (Figura 8.70). Também ao reconhecer as operações em situações 
meramente matemáticas, por exemplo, nas tarefas 13 (Figura 8.71) e 15 (Figura 8.74), bem 
como ao apresentar flexibilidade no uso das propriedades das operações. Ainda, a 
produção que apresentou para a resolução da tarefa 16 “Calcula o quociente que se obtém 
dividindo o dobro do quadrado de um terço por um” (Figura 8.78), evidencia a sua 
capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática formal.  
Figura 8.748: Produção para a resolução da tarefa 16 
 
Por consequência, Francisco manteve os desempenhos que apresentou no fim da 
realização da UE, pelo que parece ter retido esta componente do SMDR. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que o aluno evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos da multiplicação e da divisão de números 
racionais, seis meses depois da realização da UE, surgem na tabela 8.21.  
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Tabela 8.21: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática formal significativos 
da multiplicação e da divisão de números racionais – Seis meses depois da UE 
Símbolos e linguagem matemática formal 
significativos 
Francisco 
Relação de símbolos com 
acções e conhecimentos 
informais 
Estratégias 
Identificar a MIM, DIM, MPM e DPM, 
apresenta razoabilidade na análise de processos 
e resultados e elabora enunciados MIM-RM e 
DIM 
Dificuldades ……….................................................................. 
Relação de símbolos com 
linguagem matemática 
formal 
Estratégias 
Reconhece as operações em situações 
meramente matemáticas, recorre a algoritmos 
formais e apresenta flexibilidade no uso das 
propriedades das operações 
Dificuldades ……….................................................................. 
 
Por conseguinte, Francisco revelou conhecimento significativo de todas as componentes do 
SMDR, de forma integrada, pelo que parece ter retido o sentido das referidas operações.  
 
 
8.6 TRAJECTORIA DE APRENDIZAGEM DE FRANCISCO 
 
8.6.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais 
 
Antes da realização da UE, Francisco evidenciou estratégias e dificuldades nas 
diferentes componentes do SMDID, que conduziram às seguintes considerações. 
Na componente relativa à familiaridade com os diferentes significados e contextos 
das operações, o aluno identificou sempre a multiplicação e usou-a como estratégia de 
resolução quer em situações de MIM, quer de MPM de números inteiros e números 
decimais. Também recorreu ao modelo de área rectangular para modelar uma tarefa que 
envolve a MIM e todas as tarefas que envolvem a MPM e, posteriormente, identificar a 
multiplicação. Assim, o referido modelo afigurou-se como modelo para raciocinar a MPM, 
pelo que atendendo aos níveis de actividade considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 
2005), Francisco parece estar no nível de actividade geral, onde os modelos se referem a 
um quadro de representações matemáticas e, por consequência, sem a MPM de números 
inteiros e números decimais formalizada. 
O aluno não apresentou qualquer dificuldade em identificar a divisão em situações 
de DIM-P, tendo recorrido à mesma como estratégia de resolução. De acordo com 
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Gravemeijer (1994, 1999, 2005), dado que não se apoiou em modelos para desenvolver 
actividade matemática, Francisco parece ter este significado formalizado. Já perante as 
primeiras situações de DIM-M de números inteiros e números decimais, cujos contextos 
envolvem números pequenos, não identificou a divisão. Recorreu a esquemas, revelando 
procedimentos aditivos, que de acordo com Vergnaud (1983), se tratam de procedimentos 
sem carácter multiplicativo. Perante tarefas que envolvem o mesmo significado da divisão 
e números grandes e/ou decimais, o aluno também começou por recorrer a esquemas 
fundamentados em procedimentos aditivos. Porém, estes conduziram-no à identificação e 
uso da divisão. Assim, os números grandes e/ou decimais parecem ter promovido a 
necessidade de uma estratégia mais eficiente de resolução. Por conseguinte, o aluno 
afigurou pouca familiaridade com a DIM-M.  
Perante situações de DPM-MF de números inteiros e números decimais, Francisco 
identificou e usou sempre a divisão. Porém, também recorreu sempre ao modelo de área e 
respectiva fórmula para modelar as referidas tarefas e, posteriormente, identificar e usar a 
divisão, por reconhecê-la como a operação inversa da multiplicação e, a estratégia mais 
eficiente de resolução. Deste modo, o modelo de área rectangular também se afigurou 
como modelo para raciocinar a DPM-MF, pelo que atendendo aos níveis de actividade 
considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), o aluno parece estar no nível de 
actividade geral, onde os modelos se referem a um quadro de representações matemáticas 
e, por consequência, sem a DPM-MF de números inteiros e números decimais formalizada. 
Já perante situações de DPM-FF de números inteiros e números decimais, Francisco 
começou por recorrer à equação bxa =×  e, posteriormente, a uma estratégia de tentativa e 
erro para determinar o factor em falta, não tendo identificado a divisão. Assim, revelou não 
ter uma compreensão significativa da divisão como a operação inversa da multiplicação e, 
pouca familiaridade com a DPM-FF de números inteiros e números decimais.   
A compreensão dos diferentes significados das operações é um dos fundamentos do 
sentido de operação (Huinker, 2002).  
Relativamente à flexibilidade no uso das propriedades das operações, embora o 
aluno tenha evidenciado conhecimento de factos operacionais básicos, como a composição 
e decomposição de números inteiros, bem como de estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações, revelou insegurança no recurso às mesmas e preferência pelos 
algoritmos formais. Segundo McIntosh et al., (1992), este facto pode advir de hábitos 
estabelecidos por uma longa prática com os referidos algoritmos. Para os autores, a 
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compreensão das propriedades das operações implica que os alunos apliquem 
intuitivamente as propriedades aritméticas em estratégias próprias de cálculo, sendo o 
recurso a múltiplas estratégias uma evidencia do sentido de número. Enfatizam a ligação 
de aplicações práticas ao desenvolvimento e compreensão das propriedades matemáticas 
fundamentais, alertando que só os alunos com bom sentido de número fazem estas relações 
e estão confiantes na aplicação das propriedades numa variedade de situações.  
Francisco também não reconheceu a divisão como a operação inversa da 
multiplicação, já que não a identificou em situações de DPM-FF. O conhecimento das 
relações entre as diferentes operações pode favorecer o conhecimento de cada uma das 
operações (Slavit, 1999) e, por conseguinte, contribuir para o desenvolvimento de 
estratégias com recurso a factos básicos das operações para o seu cálculo (Huinker, 2002). 
O conhecimento e compreensão das propriedades de uma operação são fundamentais para 
o desenvolvimento do sentido de operação (Slavit, 1999), dado que este envolve a 
capacidade de desenvolver estratégias de cálculo (Huinker, 2002). 
O aluno também revelou dificuldades na componente relativa à razoabilidade na 
análise de processos e resultados. Apesar de ter evidenciado conhecimento do efeito da 
multiplicação e da divisão sobre um par de números, revelou falta de hábito de verificar 
dados e resultado e relacionar o contexto com os cálculos efectuados. Este facto pode 
decorrer da sua falta de familiaridade com estratégias de cálculo baseadas nas propriedades 
das operações e/ou das referidas verificação e relação, não serem entendidas como parte 
integrante do processo de resolução de problemas (McIntosh et al., 1992). Os alunos 
omitem esta revisão metacognitiva do contexto do problema quando o resultado e o 
próprio problema não são importantes para eles (McIntosh et al., 1992).  
Em relação à componente dos símbolos e linguagem matemática formal 
significativos, Francisco apresentou dificuldades na identificação da DIM-M e da DPM-FF 
e em verificar dados e resultado e relacionar o contexto com os cálculos efectuados. 
Porém, ao elaborar enunciados para expressões que representam produtos ou quocientes, o 
aluno revelou capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática de forma 
significativa, embora se tenha limitado aos significados da MIM-GE e DIM-P. Este 
procedimento poderá advir de uma maior familiaridade com os referidos significados e/ou 
pouca familiaridade com este tipo de tarefas. Segundo Huinker (2002), para que os alunos 
possam descrever situações da vida real para diferentes operações, devem estar 
familiarizados com diferentes significados e contextos das operações. Assim, Francisco 
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denotou algumas dificuldades em conectar compreensão conceptual com linguagem 
informal (Huinker, 2002), ou seja, em estabelecer ligações entre o mundo percepcionado e 
o mundo dos símbolos, revelando problemas ao nível do processo de matematização 
horizontal (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991).  
Também ao não recorrer a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das 
operações, o aluno revelou problemas no uso dos símbolos como ferramentas para pensar 
(Huinker, 2002), ou seja, em se reorganizar dentro do mundo dos símbolos – 
matematização vertical (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991).  
Sendo o processo de matematização um processo progressivo, onde o 
conhecimento se vai tornando cada vez mais formal e abstracto (Freudenthal, 1973, 1991; 
Treffers, 1991), a operação deve ser compreendida independentemente de acções em 
elementos quotidianos, bem como compreendida a sua estrutura, para que se possa falar na 
existência de um avançado sentido dessa operação (Slavit, 1999).  
Entender a operação nas diferentes componentes anteriormente apresentadas, quer 
simultânea ou isoladamente, implica o máximo sentido de operação (Slavit, 1999). 
 
8.6.2 Sentido de número racional  
 
Ainda antes da realização da UE, Francisco evidenciou estratégias e dificuldades 
nas diferentes componentes do SNR, que conduziram às seguintes considerações. 
O aluno apresentou familiaridade com os diferentes significados das fracções em 
contexto, já que identificou sempre a fracção envolvida, independentemente do seu 
significado e contexto. Esta é uma componente fundamental para uma compreensão 
significativa das fracções e consequente desenvolvimento do SNR (Behr et al., 1992; Behr 
et al., 1983; Kieren, 1976, 1988; Lamon, 2006, 2007; Nunes et al, 2005; Streefland, 1986, 
1991a). 
Denotou flexibilidade com a unidade de referência das fracções em contexto, tanto 
ao nível da sua reconstrução, como no reconhecimento de diferentes unidades de 
referência. Só o conhecimento destes dois processos permite uma compreensão completa 
do conceito de fracção e, por consequência, de número racional, dado que uma fracção tem 
sempre subjacente uma unidade de referência (Behr et al., 1992; Behr et al., 1983; Fosnot 
& Dolk, 2002; Lamon 2006; Monteiro & Pinto, 2005, 2007). 
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Na componente relativa à familiaridade com diferentes representações, Francisco 
mostrou facilidade na conversão de representações, bem como na identificação de fracções 
equivalentes. Recorreu à regra de multiplicar numerador e denominador pelo mesmo 
número diferente de zero, evidenciando conhecimento formal da equivalência de fracções. 
O conhecimento de que os números podem ter diferentes representações, aliado ao 
reconhecimento de que algumas representações são mais úteis do que outras em certas 
situações de resolução de problemas, é essencial para o desenvolvimento do SNR (Fosnot 
& Dolk, 2002; McIntosh et al., 1992; Streefland, 1986, 1991a). 
Relativamente à flexibilidade na comparação, ordenação e densidade de números 
racionais, o aluno evidenciou facilidade em assinalar números racionais na recta numérica, 
em compará-los e ordená-los, bem como conhecimento da sua densidade. O sentido da 
regularidade dos números, que implica uma compreensão do sistema de numeração 
(McIntosh et al., 1992), e o reconhecimento da densidade do conjunto de números 
racionais facilita a sua compreensão (Monteiro & Pinto, 2007).  
Ao apresentar familiaridade com os diferentes significados das fracções em 
contexto, flexibilidade com a unidade de referência das fracções em contexto, 
familiaridade com diferentes representações e flexibilidade na comparação, ordenação e 
densidade de números racionais, Francisco revelou capacidade de lidar com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos e, por conseguinte, SNR (Behr et al., 1992; 
Behr et al., 1983; Kieren, 1976, 1988; Lamon, 2006, 2007; McIntosh et al., 1992; Monteiro 
& Pinto, 2005, 2007; Nunes et al, 2005; Streefland, 1986, 1991a).  
 
8.6.3 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais  
 
Durante a realização da UE, o aluno afigurou ter ultrapassado as dificuldades 
reveladas no seu desempenho antes da realização da UE, nas diferentes componentes do 
SMDID, e ter adquirido SMDR, que conduziram às seguintes considerações. 
Na componente relativa à familiaridade com os diferentes significados e contextos 
das operações, Francisco identificou e usou sempre a multiplicação como estratégia de 
resolução quer em tarefas onde surge a MIM-GE, quer em tarefas onde surge a MIM-RM 
de números racionais. Recorreu também ao modelo de área rectangular para raciocinar a 
MIM-RM, mas apenas em contextos que envolvem relações de relações, ou seja, duas 
unidades de referência, pelo que o referido modelo se afigurou como modelo para 
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raciocinar este significado da multiplicação nos referidos contextos. Deste modo, e 
atendendo aos níveis de actividade considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), o 
aluno encontra-se no nível de actividade geral, onde os modelos se referem a um quadro de 
representações matemáticas e, por consequência, sem a MPM-RM de números racionais, 
em situações que envolvem relações de relações, formalizada. Por conseguinte, parece ter 
formalizado a MIM de números racionais, excepto em situações de MPM-RM que 
envolvem relações de relações.   
Também em situações de DIM-M de números racionais, a divisão foi sempre 
identificada e usada pelo aluno como estratégia de resolução, pelo que afigurou ter 
ultrapassado a pouca familiaridade que evidenciou no seu desempenho antes da realização 
da UE, com este significado da divisão. Deste modo, e atendendo aos níveis de actividade 
considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), Francisco encontra-se no nível de 
raciocínio matemático formal, o qual já não depende de modelos para a actividade 
matemática e, por consequência, com a DIM-M de números racionais, formalizada.  
De salientar, que durante o seu desempenho antes da realização da UE o aluno 
recorreu a esquemas, ou seja, modelos não estruturados para modelar as tarefas que 
envolvem a DIM-M evidenciando raciocínio aditivo, enquanto durante a realização da UE 
passou a recorrer à divisão, evidenciando raciocínio multiplicativo. Segundo Gravemeijer 
(1994, 1999), os modelos emergem da actividade dos alunos como modelos de uma 
situação que lhes é familiar e mais tarde transformam-se, através de um processo de 
generalização e formalização, em modelos para o raciocínio matemático formal. Para o 
autor, esta transformação do modelo corresponde a uma alteração na forma de pensar do 
aluno, dado que o enfoque deixa de ser no contexto da situação modelada, para passar a ser 
nas relações matemáticas.  
Assim, o facto de durante a realização da UE se terem explorado tarefas em 
contextos reconhecíveis para os alunos, promovendo as suas produções próprias, o 
desenvolvimento de diferentes modelos de situações e o debate de ideias em plenário, 
conforme sugerem vários autores (Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Streefland, 
1991a; Treffers, 1991), parece ter contribuído para uma ligação entre o conhecimento 
informal e formal do aluno, já que afigurou ter formalizado a DIM-M. Este facto corrobora 
ainda, a ideia de que situações que envolvem o referido significado da divisão ancoram 
mais facilmente nas ideias informais dos alunos, permitindo-lhes chegar a estratégias 
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formais, nomeadamente ao algoritmo formal de forma compreensiva (Flores, 2002; 
Huinker, 1998; Siebert, 2002; Sinicrope et al., 2002). 
O aluno também identificou e usou sempre a divisão como estratégia de resolução 
em situações de DIM-P de números racionais. No entanto, perante tarefas cujo contexto 
não promove o recurso a um procedimento de partilha, recorreu também à equação 
bxa =×  ou à tabela de razão, que se afiguraram como modelos para raciocinar a divisão 
nos referidos contextos. Por conseguinte, parece ter formalizado a DIM-P de números 
racionais, excepto em situações que não promovem um procedimento de partilha.   
Nas tarefas que envolvem a MPM de números racionais, Francisco identificou e 
usou sempre a multiplicação como estratégia de resolução. Porém, também recorreu 
sempre ao modelo de área rectangular como modelo para raciocinar este significado da 
multiplicação, tal como no seu desempenho antes da realização da UE. Por conseguinte, 
parece não ter formalizado este significado da multiplicação, já que atendendo aos níveis 
de actividade considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), o aluno encontra-se no 
nível de actividade geral e, por conseguinte, onde os modelos se referem a um quadro de 
representações matemáticas. 
 Também em situações de DPM de números racionais, a divisão foi sempre 
identificada e usada pelo aluno como estratégia de resolução. Porém, substituiu o recurso 
ao modelo de área rectangular, ao qual recorreu no seu desempenho antes da realização da 
UE, pela equação bxa =×  para raciocinar a DPM-MF, pelo que parece ter abstraído o 
referido modelo, ou seja, percebido o que é invariante na situação (Keijzer, 2003). O facto 
de ter percebido a conexão entre a inversão da fórmula da área rectangular, resultante do 
modelo de área rectangular, com a equação bxa =× , modelos que conduzem à 
identificação da divisão, pelo seu reconhecimento de operação inversa da multiplicação, 
bem como um entendimento formal desta relação, parece justificar a substituição do 
modelo de área rectangular pela equação bxa =×  na modelação de situações de DPM-
MF. As situações de DPM-FF também foram sempre modeladas com a equação bxa =× . 
Assim, e atendendo aos seus desempenhos antes da realização da UE, afigurou uma 
progressão na identificação das situações de DPM-MF, bem como ter ultrapassado a pouca 
familiaridade com a DPM-FF. Porém, a DIM de números racionais continua por 
formalizar. 
O recurso sistemático a modelos para raciocinar a MPM e DPM parece advir da 
própria natureza, mais complexa, da referida estrutura multiplicativa (Schwartz, 1988; 
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Vergnaud, 1983, 1988). É que, o produto de medidas envolve diferentes dimensões 
(comprimento e largura) da mesma quantidade extensiva e não relações entre duas 
quantidades extensivas diferentes, como acontece com as situações de isomorfismo de 
medidas (Schwartz, 1988). De outro modo, a estrutura do produto de medidas pode ser 
vista como um isomorfismo duplo ou proporção dupla, pelo que não deverá ser trabalhada, 
sem que esteja compreendida a estrutura do isomorfismo de medidas (Vergnaud, 1983, 
1988).  
Por conseguinte, Francisco identificou e usou sempre a operação envolvida, 
independentemente dos seus significados e contextos, tendo recorrido sempre a 
procedimentos de carácter multiplicativo (Vergnaud, 1983, 1988). Assim, evidenciou 
familiaridade com os diferentes significados e contextos da multiplicação e da divisão de 
números racionais, pelo que parece ter adquirido uma das componentes fundamentais do 
sentido de operação (Huinker, 2002; Slavit, 1999). O facto de durante a realização da UE 
se ter contemplado a exploração de tarefas que envolvem diferentes significados e 
contextos das referidas operações, promovendo a descontinuidade entre raciocínio aditivo 
e multiplicativo (Nunes & Bryant, 1997; Schwartz, 1988; Vergnaud, 1983, 1988), parece 
ter desenvolvido o raciocínio multiplicativo do aluno e, por consequência, a familiaridade 
com esta componente do SMDR. Também a exploração de tarefas em contextos 
reconhecíveis para os alunos, a valorização das suas produções próprias, o 
desenvolvimento de modelos de situação, as conexões matemáticas e o carácter interactivo 
do ensino-aprendizagem promovidos durante a realização da UE, conforme sugerem vários 
autores (Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Streefland, 1991a; Treffers, 1991), 
parecem ter contribuído para uma ligação entre o conhecimento informal e formal de do 
aluno, já que afigurou ter formalizado a maioria dos significados estudados, mesmo 
aqueles com os quais denotou menos familiaridade no seu desempenho antes da realização 
da UE.  
Relativamente à flexibilidade no uso das propriedades das operações, o aluno 
revelou conhecimento de factos operacionais básicos, nomeadamente quando recorreu à 
composição e decomposição de numerais mistos. Apresentou estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades das operações e ainda, compreensão significativa da divisão 
como a operação inversa da multiplicação. Assim, afigurou ter superado as dificuldades 
evidenciadas no seu desempenho antes da realização da UE e, por conseguinte, adquirido 
flexibilidade com as propriedades das operações. Importa salientar, que no âmbito da 
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realização da UE, se explorou o recurso a factos operacionais básicos, a estratégias de 
cálculo baseadas nas propriedades das operações e as relações entre as operações de 
multiplicação e divisão de números racionais. Para o efeito foram exploradas tarefas que 
promovem a ligação de aplicações práticas ao desenvolvimento e compreensão das 
propriedades matemáticas fundamentais, conforme sugerem McIntosh et al. (1992) e Slavit 
(1999). Este facto parece ter contribuído para os desempenhos apresentados por Francisco 
nesta componente do SMDR.  
Segundo Slavit (1999), a familiaridade com as propriedades das operações é 
facilitada pela experiência com diferentes operações matemáticas, actuando sobre 
diferentes objectos matemáticos (números inteiros, decimais e fracções). Também o 
conhecimento das relações entre diferentes operações favorece o conhecimento de cada 
uma das operações e, por consequência, contribui para o desenvolvimento de estratégias 
com recurso a factos básicos das operações para o seu cálculo (McIntosh et al., 1992; 
Huinker, 2002; Slavit, 1999). Na opinião de Slavit (1999), a familiaridade com as 
propriedades das operações promove flexibilidade de cálculo, conduzindo a formas de 
pensamento algébrico, ao permitir que os alunos actuem na própria operação e não apenas 
nos elementos a operar. Por isso, considera esta componente fundamental para o 
desenvolvimento do sentido de operação, dado que permite o recurso a estratégias de 
resolução mais avançadas, que diminuem o grau de dificuldade das tarefas. Também 
Huinker (2002) considera o conhecimento e compreensão das propriedades de uma 
operação fundamentais para o desenvolvimento do sentido de operação, dado que envolve 
a capacidade de desenvolver estratégias de cálculo. 
No que concerne à razoabilidade na análise de processos e resultados Francisco 
evidenciou conhecimento do efeito das operações sobre um par de números, bem como ter 
adquirido o hábito de verificar dados e resultado e relacionar o contexto com os cálculos 
efectuados. Assim, a referida falta de hábito evidenciada no seu desempenho antes da 
realização da UE parece ter sido ultrapassada. A verificação de dados e resultado foi, 
essencialmente fundamentada em estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das 
operações, consequência da sua flexibilidade com as propriedades das operações. Por 
conseguinte, a revisão metacognitiva do contexto do problema passou a ser rápida, 
tornando-se uma parte integrante do processo de resolução de problemas, pelo que o 
resultado e o próprio problema parecem ter importância para o aluno. O facto da resolução 
de problemas ter sido o verdadeiro objectivo do ensino-aprendizagem durante a realização 
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da UE, em vez de uma ferramenta matemática, conforme sugerem vários autores 
(Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Streefland, 1991a; Treffers, 1991), parece 
ter contribuído para os desempenhos apresentados por Francisco nesta componente do 
SMDR.  
Segundo Huinker (2002) compreender uma operação implica raciocinar sobre os 
efeitos que ela tem sobre os números. Salienta ainda, que a interacção entre o sentido de 
operação e o sentido de número permite aos alunos reflectirem sobre a razoabilidade dos 
resultados. 
Na componente relativa a símbolos e linguagem matemática formal significativos, o 
aluno identificou e usou a multiplicação e a divisão como estratégia de resolução em todas 
as tarefas que as envolvem, independentemente dos seus significados e contextos. 
Evidenciou flexibilidade com as propriedades das operações e razoabilidade de processos e 
resultados. Também ao elaborar enunciados para expressões que representam produtos ou 
quocientes, evidenciou capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática de 
forma significativa. De salientar, o recurso a uma maior diversidade de significados, 
nomeadamente MIM-GE, MIM-RM, DIM-M e DIM-P, do que no seu desempenho antes 
da realização da UE. Segundo Huinker (2002), para que os alunos possam descrever 
situações da vida real para diferentes operações, devem estar familiarizados com diferentes 
significados e contextos das operações.  
Por conseguinte, revelou capacidade de relacionar símbolos com acções e 
conhecimentos informais – matematização horizontal (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 
1991), bem como com linguagem matemática formal – matematização vertical 
(Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991). Sendo o processo de matematização, um 
processo progressivo, onde o conhecimento se vai tornando cada vez mais formal e 
abstracto (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991), a operação deve ser compreendida, 
independentemente de acções em elementos quotidianos, para que se possa falar na 
existência de um avançado sentido e uso dessa operação (Slavit, 1999).  
Em suma, Francisco afigurou um entendimento da multiplicação e da divisão de 
números racionais nas diferentes componentes do SMDR, anteriormente apresentadas, 
quer simultânea ou isoladamente, pelo que de acordo com Slavit (1999), parece ter 
adquirido o máximo sentido das referidas operações. Estes resultados corroboram o 
processo de matematização implementado durante a UE, que envolveu de forma 
intimamente relacionada as componentes horizontal e vertical, como um processo 
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progressivo onde o conhecimento se vai tornando cada vez mais formal e abstracto, 
conforme sugerem Freudenthal (1973, 1991) e Treffers (1991). O referido processo, 
envolveu principalmente formalizar e generalizar, onde formalizar implicou modelar, 
simbolizar, esquematizar e definir, enquanto generalizar implicou reflectir e argumentar 
(Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Streefland, 1991a; Treffers, 1991). Assim, 
durante a realização da UE, as estratégias informais usadas pelos alunos em contextos 
reconhecíveis foram a base para o processo de desenvolvimento de conceitos e conexões 
entre eles, bem como para chegar a procedimentos formais através de um processo gradual 
de esquematização, abreviação e generalização (Dolk, 2008; Freudenthal, 1973, 1991; 
Gravemeijer, 1994; Keijzer, 2003; Streefland, 1991a; Treffers, 1991). Para tal, 
proporcionaram-se situações de ensino-aprendizagem que estimularam os alunos à 
actividade de modelação, pelo que os desempenhos apresentados pelo aluno parecem 
corroborar a opinião dos autores, de que é através dos modelos que os alunos progridem do 
conhecimento informal para o formal, ou seja, que os modelos são os suportes de 
aprendizagem na passagem do conhecimento concreto para o abstracto. Por conseguinte, a 
exploração de contextos significativos aliada a um processo de matematização progressiva, 
conforme sugerem vários autores (Dolk, 2008; Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 
1994; Keijzer, 2003; Streefland, 1991a; Treffers, 1991), parece ter promovido a 
generalização e abstracção de conceitos matemáticos por Francisco, nomeadamente da 
multiplicação e da divisão de números racionais. 
No fim da realização da UE, Francisco manteve os desempenhos que apresentou 
durante a realização da UE, nas diferentes componentes do SMDR. É excepção, o recurso 
ao modelo de área rectangular para modelar situações de MPM. Assim, afigurou ter 
interiorizado SMDR, que conduziu às seguintes considerações. 
Na componente relativa à familiaridade com os diferentes significados e contextos 
das operações, o aluno voltou a identificar e usar sempre a multiplicação como estratégia 
de resolução, quer em tarefas onde surge a MIM-GE, quer em tarefas onde surge a MIM-
RM. Também continuou a recorrer ao modelo rectangular, para raciocinar a MIM-RM em 
situações que envolvem relações de relações, ou seja, duas unidades de referência. Porém, 
o referido recurso evoluiu, no sentido em que Francisco deixou de atender aos aspectos 
irrelevantes da situação na sua modelação (Keijzer, 2003). A divisão também voltou a ser 
sempre identificada e usada pelo aluno como estratégia de resolução quer em tarefas de 
DIM-M, quer em tarefas de DIM-P. Também continuou a recorrer à equação bxa =×  ou 
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à tabela de razão para modelar situações de DIM-P, que não promovem o recurso a um 
procedimento de partilha (Schwartz, 1988). Assim, os referidos modelos voltaram a 
afigurar-se como modelos para raciocinar as referidas situações.  
Nas tarefas que envolvem a MPM, Francisco continuou a identificar e usar sempre 
a multiplicação como estratégia de resolução. Porém, deixou de recorrer ao modelo de área 
rectangular para raciocinar este significado da multiplicação. Assim, parece ter superado a 
necessidade de modelar as situações de MPM, conforme modelou nos seus desempenhos 
antes e durante a realização da UE. Por consequência, afigurou ter abstraído o referido 
modelo, ou seja, percebido o que é invariante na situação (Keijzer, 2003). Também nas 
tarefas que envolvem a DPM-MF e a DPM-FF, o aluno voltou a identificar e usar sempre a 
divisão como estratégia de resolução, continuando a recorrer à equação bxa =× , para 
raciocinar a DPM.  
Por conseguinte, Francisco identificou e usou sempre a operação envolvida, 
independentemente dos significados e contextos das tarefas, e recorreu sempre a 
procedimentos de carácter multiplicativo. Assim, continuou a evidenciar familiaridade com 
os diferentes significados e contextos das operações, conforme evidenciou durante a 
realização da UE, nomeadamente com a DIM-M e DPM-FF, significados com os quais não 
parecia familiarizado no seu desempenho antes da realização da UE. De salientar, o 
abandono do modelo de área rectangular para raciocinar a MPM, pelo que o referido 
modelo parece ter sido responsável pela progressão entre o conhecimento informal e 
formal do aluno, corroborando a opinião de vários autores (Fosnot & Dolk, 2002; 
Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994, 1999; Streefland, 1991a; Treffers, 1991). 
Note-se, que Francisco já recorria ao referido modelo para raciocinar a MPM de números 
inteiros e números decimais, facto que poderá justificar a sua abstracção nesta fase, apesar 
da natureza mais complexa da referida estrutura multiplicativa (Schwartz, 1988; Vergnaud, 
1983, 1988). Assim, o aluno parece ter interiorizado uma das componentes do sentido de 
operação, que Huinker (2002) e Slavit (1999) consideram fundamental. 
Relativamente à flexibilidade no uso das propriedades das operações Francisco 
voltou a evidenciar conhecimento de factos operacionais básicos, nomeadamente quando 
recorreu à composição e decomposição de números e à conversão de representações. 
Apresentou estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações e ainda, 
conhecimento formal da divisão como a operação inversa da multiplicação, já que a 
identificou em contextos meramente matemáticos. Assim, o aluno continuou a evidenciar 
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flexibilidade com as propriedades das operações, tal como durante a realização da UE. Por 
conseguinte, parece ter interiorizado esta componente do SMDR, fundamental para o 
desenvolvimento do sentido de operação (Huinker, 2002; Slavit, 1999). 
No que concerne à razoabilidade na análise de processos e resultados Francisco 
continuou a reconhecer o efeito das operações sobre um par de números, bem como a 
verificar dados e resultado e a relacionar o contexto com os cálculos efectuados. Mais uma 
vez, manteve os desempenhos que apresentou durante a realização da UE, pelo que parece 
ter interiorizado esta componente do SMDR. A existência de uma interacção entre o 
sentido de operação e o sentido de número permite aos alunos reflectirem sobre a 
razoabilidade dos resultados (Huinker, 2002). 
Também na componente relativa a símbolos e linguagem matemática formal 
significativos, o aluno voltou a identificar a multiplicação e a divisão em todas as tarefas 
que as envolvem, independentemente dos seus significados e contextos, a apresentar 
flexibilidade com as propriedades das operações e razoabilidade de processos e resultados. 
Assim, evidenciou capacidade de relacionar símbolos com acções e conhecimentos 
informais – matematização horizontal (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991), bem 
como com linguagem matemática formal – matematização vertical (Freudenthal, 1973, 
1991; Treffers, 1991). Também ao elaborar enunciados para expressões que representam 
produtos ou quocientes, evidenciou capacidade de relacionar símbolos com linguagem 
matemática de forma significativa. Segundo Huinker (2002), para que os alunos possam 
descrever situações da vida real para diferentes operações, devem estar familiarizados com 
diferentes significados e contextos das operações. Por conseguinte, manteve os 
desempenhos que apresentou durante a realização da UE, pelo que parece ter interiorizado 
estratégias para lidar com símbolos e linguagem matemática formal significativos. 
Em suma, Francisco afigurou um entendimento da multiplicação e da divisão nas 
diferentes componentes do SMDR, quer simultânea ou isoladamente, pelo que de acordo 
com Slavit (1999), parece ter interiorizado o máximo sentido de operação. Não serão 
alheios a estes resultados, uma abordagem pela EMR ao ensino-aprendizagem da 
multiplicação e da divisão de números racionais (Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 
1994; Streefland, 1991a; Treffers, 1991), centrada no desenvolvimento do sentido das 
referidas operações (Huinker, 2002; Slavit, 1999), com enfoque no desenvolvimento das 
estruturas multiplicativas (Nunes & Bryant, 1997; Schwartz, 1988; Vergnaud, 1983, 1988), 
adoptada na UE realizada neste estudo. 
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Seis meses depois da realização da UE, o aluno manteve os desempenhos que 
apresentou no fim da realização da UE, nas diferentes componentes do SMDR. É 
excepção, o recurso ao modelo rectangular para modelar situações de MIM-RM que 
envolvem duas unidades de referência. Assim, afigurou ter retido SMDR, que conduziu às 
seguintes considerações. 
Na componente relativa à familiaridade com os diferentes significados e contextos 
das operações, Francisco continuou a identificar e a usar sempre a multiplicação como 
estratégia de resolução, quer em tarefas onde surge a MIM-GE, quer em tarefas onde surge 
a MIM-RM. Porém, não recorreu ao modelo rectangular, conforme durante e no fim da 
realização da UE, para raciocinar a MIM-RM em situações que envolvem relações de 
relações, ou seja, duas unidades de referência. Assim, parece ter abstraído o referido 
modelo, ou seja, percebido o que é invariante na situação (Keijzer, 2003). De salientar, que 
no fim da realização da UE, o recurso à modelação da tarefa tinha evoluído, no sentido em 
que o aluno deixou de atender aos aspectos irrelevantes da situação na sua modelação 
(Keijzer, 2003).  
A divisão também voltou a ser sempre identificada e usada por Francisco como 
estratégia de resolução, quer em tarefas de DIM-M, quer em tarefas de DIM-P. Mas, em 
situações de DIM-P, que não promovem o recurso a um procedimento de partilha, 
continuou a recorrer à equação bxa =×  ou à tabela de razão, que se afiguraram como 
modelos para raciocinar as referidas situações.   
Nas tarefas que envolvem a MPM, o aluno voltou a identificar e usar sempre a 
multiplicação como estratégia de resolução. Também nas tarefas que envolvem a DPM-MF 
e a DPM-FF, voltou a identificar e usar sempre a divisão como estratégia de resolução, 
continuando a recorrer à equação bxa =×  para raciocinar a DPM.  
Por conseguinte, Francisco identificou e usou sempre a operação envolvida, 
independentemente dos significados e contextos das tarefas, e recorreu sempre a 
procedimentos de carácter multiplicativo. Assim, continuou a evidenciar familiaridade com 
os diferentes significados e contextos das operações, conforme evidenciou no fim da 
realização da UE. De salientar, o abandono do modelo rectangular para raciocinar a MIM-
RM, em contextos que envolvem duas unidades de referência, pelo que o referido modelo 
parece ter sido o responsável pela progressão entre o conhecimento informal e formal do 
aluno, corroborando a opinião de vários autores (Fosnot & Dolk, 2002; Freudenthal, 1973, 
1991; Gravemeijer, 1994, 1999; Streefland, 1991a; Treffers, 1991). Por consequência, 
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parece ter retido uma das componentes do sentido de operação, que Huinker (2002) e 
Slavit (1999) consideram fundamental.  
Relativamente à flexibilidade no uso das propriedades das operações Francisco 
continuou a evidenciar conhecimento de factos operacionais básicos, nomeadamente 
quando recorreu à composição e decomposição de numerais mistos. Voltou a apresentar 
estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações e ainda, compreensão 
significativa da divisão como a operação inversa da multiplicação. Assim, continuou a 
evidenciar flexibilidade com as propriedades das operações, conforme no fim da realização 
da UE. Por conseguinte, parece ter retido esta componente do SMDR, considerada também 
por Huinker (2002) e Slavit (1999), como fundamental para o desenvolvimento do sentido 
de operação. 
No que concerne à razoabilidade na análise de processos e resultados o aluno 
continuou a evidenciar conhecimento do efeito das operações sobre um par de números, 
bem como o hábito de verificar dados e resultado e relacionar o contexto com os cálculos 
efectuados. Mais uma vez, manteve os desempenhos que apresentou no fim da realização 
da UE, pelo que parece ter retido esta componente do SMDR. A existência de uma 
interacção entre o sentido de operação e o sentido de número permite aos alunos 
reflectirem sobre a razoabilidade dos resultados (Huinker, 2002). 
Também na componente relativa a símbolos e linguagem matemática formal 
significativos, Francisco continuou a identificar a multiplicação e a divisão em todas as 
tarefas que as envolvem, independentemente dos seus significados e contextos, a 
apresentar flexibilidade com as propriedades das operações e razoabilidade de processos e 
resultados. Assim, evidenciou capacidade de relacionar símbolos com acções e 
conhecimentos informais – matematização horizontal (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 
1991), bem como com linguagem matemática formal – matematização vertical 
(Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991). Também ao elaborar enunciados para 
expressões que representam produtos ou quocientes, evidenciou capacidade de relacionar 
símbolos com linguagem matemática de forma significativa. Por conseguinte, manteve os 
desempenhos que apresentou no fim da realização da UE, pelo que parece ter retido a 
capacidade de lidar com símbolos e linguagem matemática formal significativos. 
Em suma, o aluno afigurou um entendimento da multiplicação e da divisão de 
números racionais nas diferentes componentes do SMDR, quer simultânea ou 
isoladamente, o que de acordo com Slavit (1999), revela ter retido o máximo sentido de 
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operação. Não serão alheios a estes resultados, uma abordagem pela EMR ao ensino-
aprendizagem da multiplicação e da divisão de números racionais (Freudenthal, 1973, 
1991; Gravemeijer, 1994; Streefland, 1991a; Treffers, 1991), centrada no desenvolvimento 
do sentido das referidas operações (Huinker, 2002; Slavit, 1999), com enfoque no 
desenvolvimento das estruturas multiplicativas (Nunes & Bryant, 1997; Schwartz, 1988; 
Vergnaud, 1983, 1988), adoptada na UE realizada neste estudo. 
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CAPITULO 9 
 
 
JACINTA 
 
 
 
Jacinta foi uma dos três alunos-caso deste estudo, cujo trajecto de aprendizagem se 
acompanhou em profundidade. Neste capítulo, depois da apresentação da aluna, apresenta-
se a análise dos dados relativos ao seu desempenho antes da realização da unidade de 
ensino, em cada uma das componentes do sentido da multiplicação e da divisão de 
números inteiros e números decimais (Tabela 4.2) e de número racional (Tabela 4.3). 
Segue-se a apresentação da análise dos dados relativos ao seu desempenho durante, no fim 
e seis meses depois da realização da unidade de ensino, em cada uma das componentes do 
sentido da multiplicação e da divisão de números racionais (Tabela 4.2). Por último, surge 
a interpretação da trajectória de aprendizagem realizada por aluna. 
         
 
9.1 APRESENTAÇÃO DE JACINTA 
 
 Aquando este estudo, ano lectivo 2007/2008, Jacinta tinha 11 anos e frequentava o 
6.º ano de escolaridade na mesma escola onde frequentou o 5.º ano. Assim, manteve os 
mesmos colegas de turma, directora de turma e professora de Matemática. Não registava 
nenhuma retenção no seu percurso escolar. 
 Tanto a sua directora de turma como a professora de Matemática consideravam-na 
uma excelente aluna (nível 5)8, dados corroborados pelas pautas das suas avaliações 
                                                 
 
8 Nas escolas portuguesas os alunos do 5.º e 6.º ano de escolaridade são avaliados com níveis de 
desempenho que oscilam entre o 1 e o 5. Os níveis 1 e 2 correspondem a baixos desempenhos 
(negativos), enquanto os níveis 3, 4 e 5 correspondem, respectivamente a médios, bons e excelentes 
desempenhos (positivos).   
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relativas ao 5.º ano de escolaridade e 1.º e 2.º período do 6.º ano. Jacinta era uma criança 
simpática e muito confiante. Tinha consciência que era uma das melhores alunas da turma, 
o que a levou a ter sempre uma postura muito segura durante as entrevistas.  
 Ainda, segundo a professora de Matemática e registos escritos, a aluna apresentou 
bons desempenhos durante o estudo das temáticas “multiplicação e divisão de números 
inteiros e números decimais” e “conceito de número racional” leccionados no 5.º ano. O 
mesmo ocorreu com os desempenhos que apresentou na resolução dos testes sobre as 
referidas temáticas, que realizou antes de se dar início à realização da unidade de ensino 
(UE), facto pelo qual foi seleccionada para este estudo.  
 
 
9.2 DESEMPENHO ANTES DA UNIDADE DE ENSINO 
 
 A análise dos dados de diferentes fontes – pré-testes (Apêndice 2), pré-entrevistas 
(Apêndice 3) e notas de campo da investigadora – e respectiva triangulação, permitiu a 
explicitação que se segue do desempenho de Jacinta antes da realização da UE. Com a 
referida análise identificaram-se as estratégias e dificuldades da aluna em cada uma das 
componentes do sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números 
decimais (SMDID) (Tabela 4.2) e, do sentido de número racional (SNR) (Tabela 4.3). 
 
9.2.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais 
 
9.2.1.1 Familiaridade com os diferentes significados e contextos das operações 
 Nesta componente do SMDID optou-se por apresentar o desempenho de Jacinta na 
resolução de tarefas que envolvem diferentes significados e contextos da multiplicação, 
seguindo-se o seu desempenho na resolução de tarefas que envolvem diferentes 
significados e contextos da divisão (Tabela 6.3). Esta opção advém do facto de ser esta a 
sequência dada ao ensino das referidas operações em Portugal e, de se tratar do 
desempenho da aluna antes da realização da UE. 
 Isomorfismo de medidas – Multiplicação. Na resolução da tarefa 1 do pré-teste “Na 
figura está representada a janela do quarto da Nayara. A cortina não está toda corrida, 
mas és capaz de dizer quantas joaninhas tem a cortina? Explica o teu raciocínio”, onde 
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surge a multiplicação como isomorfismo de medidas (MIM) – grupos equivalentes (GE), a 
aluna identificou-a e usou-a como estratégia de resolução (Figura 9.1).  
Figura 9.1: Produção para a resolução da tarefa 1 do pré-teste 
 
Também na pré-entrevista, perante as tarefas 1 e 2 que envolvem a MIM-GE, 
identificou e usou a multiplicação como estratégia de resolução (Figura 9.2). Porém, 
perante a tarefa 2 “A figura seguinte representa a janela da sala da Sofia. Quantos 
vidrinhos tem a janela no total?”, explicitou: 
J: Multiplicar! As linhas vezes o número de colunas! Porque são (…) 11 
linhas, cada linha tem 9 vidrinhos, então eu vou multiplicar o número de 
linhas pelo número de vidrinhos que tem cada coluna, ou seja, a área!  
 
Assim, o modelo rectangular promovido no contexto da tarefa foi associado ao modelo de 
área rectangular, que parece ter induzido o seu raciocínio multiplicativo.  
Figura 9.2: Produção para a realização da tarefa 2 da pré-entrevista 
 
Na resolução da tarefa 2 do pré-teste “A torneira da casa de banho do quarto da 
Beatriz está estragada e, mesmo fechada, pinga. A Beatriz verificou que durante meia hora 
a torneira perde 4 decilitros de água. Quantos decilitros de água perde a torneira num 
dia? Descreve o processo que usares para responder à questão”, onde surge a MIM – 
relação multiplicativa (RM), Jacinta identificou-a e usou-a como estratégia de resolução 
(Figura 9.3). O mesmo se verificou para a resolução das tarefas 1 e 3 da pré-entrevista que 
envolvem de novo a MIM-RM.   
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Figura 9.3: Produção para a resolução da tarefa 2 do pré-teste 
 
Produto de medida – Multiplicação. Tanto na resolução da tarefa 8 do pré-teste, 
como 4 da pré-entrevista “A Maria tem um quintal rectangular que mede 6 m de 
comprimento e 3 m de largura. Qual a área do quintal da Maria?”, onde surge a 
multiplicação como produto de medidas (MPM), a aluna identificou-a e usou-a como 
estratégia de resolução. Porém, recorreu sempre ao modelo de área e respectiva fórmula, 
que parecem ter induzido o seu raciocínio multiplicativo (Figura 9.4).  
Figura 9.4: Produção para a resolução da tarefa 4 da pré-entrevista 
 
Isomorfismo de medidas – Divisão como partilha. Na tarefa 6 do pré-teste “Se 
distribuíres igualmente 3 litros de leite por 15 copos, que quantidade de leite ficará em 
cada copo?”, que envolve a divisão como isomorfismo de medidas (DIM) – partilha (P), 
Jacinta identificou-a e usou-a como estratégia de resolução (Figura 9.5).  
Figura 9.5: Produção para a resolução da tarefa 6 do pré-teste 
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Na resolução das tarefas 5 e 7 da pré-entrevista, onde volta a surgir a DIM-P, 
respectivamente entre números inteiros e inteiros e decimais, a aluna não apresentou 
qualquer dificuldade em identificar a operação envolvida e recorrer à mesma como 
estratégia de resolução. 
Isomorfismo de medidas – Divisão como medida. A tarefa 5 do pré-teste “Um 
grupo de 27 amigos resolveu fazer um piquenique no campo e para se deslocarem levaram 
carros. Cada carro levava 5 pessoas. Quantos carros foram necessários para transportar 
os 27 amigos?”, envolve a DIM – medida (M). Na sua resolução, Jacinta identificou e usou 
a divisão como estratégia. Porém, apresentou também um esquema que parece 
fundamentado num procedimento de adição sucessiva (Figura 9.6). 
Figura 9.6: Produção para a resolução da tarefa 5 do pré-teste 
 
Já na pré-entrevista, perante a tarefa 6.1 “Vai haver uma reunião na escola onde 
estarão presentes 19 encarregados de educação. Poderão sentar-se 4 encarregados de 
educação em cada mesa. Quantas mesas vão ser necessárias para sentar todos os 
encarregados de educação presentes?”, onde surge o mesmo significado da divisão, a 
aluna começou por modelar a situação à medida que explanou: 
J: Aqui tem uma mesa com 4 encarregados de educação, ainda ficaram 15 
pessoas para sentar, mais uma mesa e ficaram 11 pessoas [para sentar], mais 
uma mesa e ficaram 7 pessoas [para sentar], depois mais uma mesa e vou 
ficar com 3 pessoas [para sentar], faço mais uma mesa para sentar estas 3 
pessoas! São precisas 4 mesas mais uma mesa para 3 pessoas, por isso 
temos de ter 5 mesas. Agora vou fazer a conta para fazer isto mais rápido! 
 
Assim, só depois de ter recorrido a um esquema fundamentado num procedimento de 
subtracção sucessiva, identificou a divisão e usou-a por considerá-la a estratégia mais 
eficiente de resolução (Figura 9.7). 
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Figura 9.7: Produção para a resolução da tarefa 6.1 da pré-entrevista 
 
Já perante a tarefa 6.2 da pré-entrevista “No final de cada período fazem-se 
reuniões com todos os encarregados de educação de cada ano. Na reunião do 6.º ano 
estiveram presentes 104 encarregados de educação. Na sala de reuniões colocaram 13 
cadeira em cada fila. Quantas filas foram ocupadas com todos os encarregados de 
educação presentes”, que envolve a DIM- M num contexto indutor do modelo rectangular 
e números grandes, Jacinta explicitou: 
J: Então, isto é como se fosse um anfiteatro!? (…) Nós temos 104 pais, se 
dividir pelo número de cadeiras que temos em cada fila acho que vai dar o 
número de filas, porque a multiplicar o número de cadeiras pelo número de 
filas ia dar o número de pessoas que iam sentar-se nisso tudo! 
 
Por conseguinte, o modelo rectangular envolvido no contexto da tarefa parece ter 
funcionado como suporte à identificação e uso da divisão por reconhecê-la como a 
operação inversa da multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução. 
Perante a tarefa 8 da pré-entrevista “O Tiago costuma andar de barco na barragem 
de Castelo de Bode. A distância entre as margens do rio na zona mais próxima da 
barragem é 13,9 metros. Quanto tempo demorará a fazer esta travessia se o barco se 
deslocar a uma velocidade média de 4,2 metros por segundo?”, onde surge a DIM-M 
entre números decimais, a aluna voltou a recorrer a um esquema para modelar a tarefa, à 
medida que explicitava: 
J: Então, eu tenho 13,9 m para percorrer, se dividir por cada 4,2 
I: Por cada, o que queres dizer? 
J: Vou tirando 4,2 aos 13,9! 
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Deste modo, a aluna fundamentou-se num procedimento aditivo, a subtracção sucessiva, 
para identificar a divisão, que usou por considerá-la a estratégia mais eficiente de 
resolução.  
 Apesar de ter identificado e usado sempre a divisão como estratégia de resolução, 
Jacinta começou sempre por modelar as tarefas com esquemas baseados em 
procedimentos aditivos que a conduziram à identificação da divisão. Por consequência, 
afigurou pouca familiaridade com a DIM-M. 
 Produto de medidas – Divisão. As tarefas 7 do pré-teste e 9 da pré-entrevista 
envolvem a divisão como produto de medidas (DPM) – medida em falta (MF). Na 
resolução da tarefa 7 “Um rectângulo tem 1,5 m2 de área e 10 m de comprimento. Calcula 
a sua largura?”, a aluna identificou a usou a divisão como estratégia de resolução, 
evidenciando recurso à fórmula da área rectangular (Figura 9.8). Perante a tarefa 9 registou 
de imediato a fórmula da área rectangular e identificou e usou a divisão por reconhecê-la 
como a operação inversa da multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução. 
Figura 9.8: Produção para a resolução da tarefa 7 do pré-teste 
 
 Na resolução das tarefas 3 do pré-teste e 10 da pré-entrevista, onde surge a DPM – 
factor em falta (FF), Jacinta identificou e usou a divisão como estratégia de resolução. Por 
exemplo, para a resolução da tarefa 10 “Qual é o número que multiplicado por 0,75 tem 
como resultado o número 12?” começou por recorrer à equação bxa =× que a levou à 
identificação e uso da divisão por reconhecê-la como a operação inversa da multiplicação e 
a estratégia mais eficiente de resolução (Figura 9.9). Assim, revelou uma compreensão 
significativa da divisão como a operação inversa da multiplicação e, por conseguinte, 
familiaridade com a DPM-FF. 
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Figura 9.9: Produção para a resolução da tarefa 10 da pré-entrevista 
 
 Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou com os diferentes 
significados e contextos da multiplicação e da divisão de números inteiros e números 
decimais, antes da realização da UE, surgem na tabela 9.1. 
 
Tabela 9.1: Estratégias e dificuldades com os diferentes significados e contextos da multiplicação e 
da divisão de números inteiros e números decimais – Antes da UE 
 
Familiaridade com os diferentes 
significados e contextos das 
operações 
Jacinta 
MIM 
GE 
Estratégias Modelo de área rectangular e multiplicação 
Dificuldades ………………………………………………..………….…9 
RM 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ……………………………………………..…………….…. 
MPM 
Estratégias Modelo de área rectangular e multiplicação 
Dificuldades ………………………………………………………...……. 
DIM 
P 
Estratégias Divisão 
Dificuldades …………………………………………………….……..…. 
M 
Estratégias Esquema, adição sucessiva, subtracção sucessiva, modelo 
rectangular e divisão 
Dificuldades ……………………………………..……………….………. 
DPM 
MF 
Estratégias Fórmula da área rectangular e divisão 
Dificuldades …………………………………………..…………….……. 
FF 
Estratégias Equação bxa =×  e divisão 
Dificuldades …………………………………………..…………….……. 
 
                                                 
 
9 Não evidenciadas. 
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Por conseguinte, Jacinta revelou alguma dificuldade em identificar de imediato a DIM-M, 
pelo que revelou pouca familiaridade com este significado da divisão.     
 
9.2.1.2 Flexibilidade no uso das propriedades das operações 
Durante a resolução da tarefa 2 da pré-entrevista, depois de identificar a 
multiplicação como a operação envolvida (Figura 9.2), a aluna explicitou: 
 J: 9 vezes 10 são 90 e 9 vezes 1 são 9, logo 90 mais nove são 99! 
 
Assim, evidenciou conhecimento da propriedade distributiva da multiplicação em relação 
à adição como estratégia de cálculo.  
 Já na resolução da tarefa 3 da pré-entrevista deu início ao cálculo mental da 
expressão 450,12 × , mas abandonou-o para passar ao cálculo do algoritmo formal. 
Quando questionada pela sua opção, referiu ser mais seguro. No entanto, antes de 
prosseguir com o referido cálculo, perante a insistência de que apresentasse uma estratégia 
de cálculo com base nas propriedades das operações, explicitou: 
J: 12,50 € são 10 mais 2 mais 50 cêntimos. 4 vezes 50 [cêntimos] são 2 €, 4 
vezes 2 são 8 €,  8 e 2 são 10 € mais 4 vezes 10 são 40 €, então são 50 €! 
 
Por conseguinte, a aluna evidenciou conhecimento da composição e decomposição de 
números e da propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição como 
estratégia de cálculo. Porém, manifestou maior segurança no recurso aos algoritmos 
formais, facto que poderá advir de uma longa prática com os mesmos e/ou falta de 
compreensão das propriedades das operações. 
 Jacinta evidenciou ainda, compreender a divisão como a operação inversa da 
multiplicação ao identificá-la em todas as situações que requerem aquele conhecimento, 
nomeadamente na resolução das tarefas 3 e 7 do pré-teste (Figura 9.8) e 9 e 10 da pré-
entrevista (Figura 9.9). 
Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou no uso das 
propriedades da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais, antes 
da realização da UE, surgem na tabela 9.2. 
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Tabela 9.2: Estratégias e dificuldades no uso das propriedades da multiplicação e da divisão de 
números inteiros e números decimais – Antes da UE 
Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Jacinta 
Factos operacionais básicos 
Estratégias Reconhece a composição e decomposição de 
números 
Dificuldades Recorrer à composição e decomposição de 
números 
Estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades 
das operações 
Estratégias Reconhece propriedade comutativa e distributiva 
Dificuldades Recorrer às propriedades das operações 
Divisão como a operação 
inversa da multiplicação 
Estratégias DPM 
Dificuldades …………………………………...……………. 
 
Deste modo, Jacinta revelou dificuldades, principalmente, em recorrer a estratégias de 
cálculo baseadas nas propriedades das operações, facto que poderá advir de uma falta de 
compreensão das mesmas. 
   
9.2.1.3 Razoabilidade na análise de processos e resultados 
Com a produção que apresentou para a resolução da tarefa 4 do pré-teste “Lê o 
seguinte diálogo entre dois alunos, passado na aula de Matemática: - Posso multiplicar 6 
por um número e obter, como resultado, um número que é menor do que 6 – afirmou o 
Pedro. - Não, não podes – respondeu a Maria. – Quando multiplicas 6 por outro número, 
o resultado é sempre um número maior do que 6. Qual dos dois alunos tem razão, o Pedro 
ou a Maria? Explica o teu raciocínio (podes dar exemplos) ”, a aluna evidenciou 
conhecimento do efeito da multiplicação sobre um para de números, nomeadamente que o 
produto não tem de ser sempre superior ao multiplicador, ou seja, que multiplicar nem 
sempre aumenta (Figura 9.10). Estes resultados foram confirmados perante a mesma tarefa 
na pré-entrevista, tarefa 11.  
Figura 9.10: Produção para a resolução da tarefa 4 do pré-teste 
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Também na resolução da tarefa 9 do pré-teste, onde surgem quocientes superiores 
ao dividendo, a aluna evidenciou conhecimento do efeito da divisão sobre um par de 
números (Figura 9.11). Perante a mesma tarefa na pré-entrevista, tarefa 12, embora tenha 
recorrido ao algoritmo formal para verificar a veracidade das igualdades, reconheceu que o 
quociente pode ser superior ao dividendo, ou seja, que a divisão nem sempre diminui.  
Figura 9.11: Produção para a resolução da tarefa 9 do pré-teste 
 
Ainda no âmbito do efeito da divisão sobre um par de números, evidenciou conhecimento 
de que o dividendo pode ser inferior ao divisor, por exemplo, nas produções que 
apresentou para a resolução das tarefas 6 (Figura 9.5) e 7 (Figura 9.8) do pré-teste.  
 Jacinta revelou verificar dados e resultado e relacionar o contexto com os cálculos 
efectuados, com as produções que apresentou, por exemplo, para a resolução das tarefas 1 
(Figura 9.1), 2 (Figura 9.3), 6 (Figura 9.5), 5 (Figura 9.6) e 7 (Figura 9.8) dos pré-testes e 4 
(Figura 9.4), 6.1 (Figura 9.7), 6.2 e 10 (Figura 9.9) das pré-entrevistas. Porém, para a 
verificação de dados e resultado recorreu essencialmente aos algoritmos formais, 
nomeadamente à identidade fundamental da divisão como evidencia, por exemplo, a 
produção que apresentou para a resolução da tarefa 10 (Figura 9.9) da pré-entrevista. Este 
procedimento pode ser consequência da sua falta de flexibilidade no recurso a estratégias 
de cálculo baseadas nas propriedades das operações. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou na análise de 
processos e resultados da multiplicação e da divisão de números inteiros e números 
decimais, antes da realização da UE, surgem na tabela 9.3. 
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Tabela 9.3: Estratégias e dificuldades na análise de processos e resultados da multiplicação e da 
divisão de números inteiros e números decimais – Antes da UE 
Razoabilidade na análise de processos e 
resultados 
Jacinta 
 
Efeito das operações sobre 
um par de números 
Estratégias 
Reconhece que multiplicar nem sempre 
aumenta, dividir nem sempre diminui e 
dividendo inferior ao divisor 
Dificuldades ….......................................................................... 
Verificação de dados e 
resultado 
Estratégias Algoritmos formais 
Dificuldades Recorrer a estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações 
Relação do contexto com os 
cálculos efectuados 
Estratégias Relaciona o contexto com os cálculos efectuados 
Dificuldades ……….................................................................. 
 
Por conseguinte, Jacinta revelou razoabilidade na análise de processos e resultados, apesar 
de recorrer essencialmente aos algoritmos formais, nomeadamente à identidade 
fundamental da divisão, para verificar dados e resultado. Este procedimento poderá advir 
da sua falta de flexibilidade no recurso a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades 
das operações. 
 
9.2.1.4 Símbolos e linguagem matemática formal significativos 
A aluna revelou capacidade de relacionar símbolos com acções e conhecimentos 
informais ao identificar a multiplicação e a divisão em todas as tarefas dos pré-testes e das 
pré-entrevistas, independentemente dos seus significados e contextos, ao evidenciar 
razoabilidade na análise de processos e resultados e ao elaborar enunciados para 
expressões que representam produtos e quocientes. Recorreu à MIM-GE e DIM-P para 
elaborar enunciados, respectivamente para as expressões B  
  
 (Figura 9.12) e A 
  	  da tarefa 10 do pré-teste. Perante as mesmas expressões, na tarefa 13 da pré-
entrevista, voltou a recorrer aos mesmos significados da multiplicação e da divisão (Figura 
9.13) para a elaboração dos respectivos enunciados. De salientar, o recurso apenas a um 
dos significados quer da multiplicação, quer da divisão, facto que poderá advir de uma 
maior familiaridade com os mesmos e/ou da falta de familiaridade com este tipo de 
tarefas. 
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Figura 9.12: Produção para a resolução da tarefa 10B do pré-teste 
Figura 9.13: Produção para a resolução da tarefa 13A da pré-entrevista 
 
Jacinta evidenciou dificuldade em relacionar símbolos com linguagem matemática 
formal ao apresentar falta de flexibilidade no recurso a estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações. Porém, evidenciou conhecimento dos algoritmos formais da 
multiplicação e da divisão ao usá-los como estratégias de resolução das tarefas dos pré-
testes (Figuras 9.3 e 9.5) e pré-entrevistas (Figuras 9.4 e 9.7), e ao reconhecer as operações 
em situações meramente matemáticas (Figura 9.11). 
Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos da multiplicação e da divisão de números 
inteiros e números decimais, antes da realização da UE, surgem na tabela 9.4. 
 
Tabela 9.4: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática formal significativos 
da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais – Antes da UE 
Símbolos e linguagem matemática formal 
significativos 
Jacinta 
Relação de símbolos com 
acções e conhecimentos 
informais 
Estratégias 
Identifica a MIM, MPM, DIM e DPM, apresenta 
razoabilidade na análise de processos e 
resultados e elabora enunciados (MIM-GE e 
DIM-M) 
Dificuldades ……....................................................................... 
Relação de símbolos com 
linguagem matemática 
formal 
Estratégias 
Reconhece as operações em situações 
meramente matemáticas e recorre a algoritmos 
formais 
Dificuldades Recorrer a estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações 
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Deste modo, as dificuldades de Jacinta prendem-se essencialmente com a sua falta de 
flexibilidade no recurso a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações, 
pelo que o seu SMDID surge fragilizado, na medida em que a sua existência requer o 
desenvolvimento integrado de todas as suas componentes. 
 
9.2.2 Sentido de número racional 
   
9.2.2.1 Familiaridade com os diferentes significados das fracções em contexto 
 Na tarefa 1 do pré-teste “No ano passado, a professora Andreia levou os seus 
alunos a fazer visitas de estudo relacionadas com os projectos que estavam a desenvolver. 
A escola organizou os lanches para cada grupo de alunos. Foram distribuídas baguetes 
pelos diferentes grupos para que as partilhassem igualmente entre os elementos de cada 
grupo. Aos 4 alunos que visitaram o Museu da Música deram 3 baguetes. Aos 5 alunos que 
visitaram o Museu Nacional do Teatro deram 4 baguetes. Aos 5 alunos que visitaram o 
Museu Nacional da Arte Antiga deram 3 baguetes. Terá sido esta partilha justa entre os 
diferentes grupos? Descreve o processo que usares para responder à questão”, surge a 
fracção no significado de partilha equitativa (FP) e contexto contínuo. Para a sua 
resolução, a aluna recorreu à FP e à comparação de fracções. Perante a mesma tarefa na 
pré-entrevista, voltou a usar a FP e a evidenciar flexibilidade com estratégias de 
comparação de fracções (Figura 9.14).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 9.14: Produção para a resolução da tarefa 1 do pré-teste 
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Na tarefa 2 quer do pré-teste, quer da pré-entrevista “A palavra MATEMÁTICA 
tem quantas letras? E quantas vogais? E quantas consoantes? Escreve uma fracção que 
represente a relação entre o número de vogais e o número total de letras”, onde a fracção 
surge no significado parte-todo (FPT) e contexto discreto, Jacinta apresentou como 
resposta a fracção  
 . Durante a pré-entrevista, a referida tarefa foi sujeita a uma 
extensão “Escreve uma fracção que represente a relação entre o número de vogais e o 
número de consoantes”, cuja resolução não causou qualquer dificuldade à aluna, que 
representou a fracção   , evidenciando conhecimento da fracção como razão (FR). 
A tarefa 3 quer do pré-teste, quer da entrevista, também não suscitou qualquer 
dúvida a Jacinta, que identificou correctamente o nome das figuras cuja metade se 
encontrava pintada. Com o intuito de perceber melhor o seu conhecimento relativo à 
fracção como medida (FM), foi feita uma extensão a esta tarefa durante a pré-entrevista. 
Assim, perante a questão “Se considerares como unidade de medida a barra cinzenta, que 
fracção da unidade representa a barra branca?”, a aluna identificou a fracção 
solicitada,  . 
Também na resolução da tarefa 4 do pré-teste “No dia do seu aniversário o Daniel 
levou para a escola um saco com 30 gomas. Deu aos seus colegas de turma    dessas 
gomas. Quantas gomas deu o Daniel? Explica o teu raciocínio”, Jacinta usou a fracção 
como operador (FO) (Figura 9.15). Perante a mesma tarefa na pré-entrevista, voltou a 
recorrer à FO como estratégia de resolução. 
Figura 9.15: Produção para a resolução da tarefa 4 do pré-teste 
 
Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou com os diferentes 
significados das fracções em contexto, antes da realização da UE, surgem na tabela 9.5. 
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Tabela 9.5: Estratégias e dificuldades com os diferentes significados e contextos das fracções – 
Antes da UE 
Familiaridade com os diferentes 
significados e contextos das fracções 
 
Jacinta 
 
FP 
Estratégias Fracção 
Dificuldades ………………………………………………... 
 
FPT 
Estratégias Fracção 
Dificuldades ……………………………………………...…. 
 
FR 
Estratégias Fracção 
Dificuldades …………………………………………...……. 
 
FM 
Estratégias Fracção 
Dificuldades ……………………………………………...…. 
 
FO 
Estratégias Fracção 
Dificuldades ……………………………………………...…. 
 
Por conseguinte, Jacinta revelou familiaridade com os diferentes significados das fracções 
em contexto. 
 
9.2.2.2 Flexibilidade com a unidade de referência das fracções em contexto 
A aluna não apresentou dificuldades em reconstruir a unidade de referência, 
solicitada na tarefa 5 do pré-teste “A Inês colecciona selos. 4 selos correspondem a 3
1 do 
número total de selos que a Inês já coleccionou. Quantos selos tem a Inês na sua 
colecção? Explica o teu raciocínio”, evidenciando um procedimento multiplicativo (Figura 
9.16).  
Figura 9.16: Produção para a resolução da tarefa 5 do pré-teste 
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Perante a mesma tarefa na pré-entrevista, voltou a recorrer à multiplicação para 
reconstruir a unidade. Ainda na pré-entrevista e perante uma extensão da referida tarefa 
“Se um triângulo for    de uma figura, por quantos triângulos é composta a figura 
completa. Desenha-a”, Jacinta reconheceu de imediato que a figura seria composta por três 
triângulos e só posteriormente, desenhou a mesma. Assim, evidenciou facilidade de 
reconstruir a unidade quer em contextos discretos, quer em contextos contínuos.  
 Também com a produção que apresentou para a resolução da tarefa 6 do pré-teste 
“A Serenela gastou    do seu dinheiro na compra de um livro e a Laura gastou metade 
do seu dinheiro na compra de um livro igual. Será possível os dois livros terem custado o 
mesmo? Explica o teu raciocínio (podes dar exemplos) ” (Figura 9.17), a aluna evidenciou 
reconhecer que fracções diferentes podem representar a mesma quantidade, desde que as 
unidades de referência sejam também diferentes. Durante a pré-entrevista corroborou estes 
resultados. 
Figura 9.17: Produção para a resolução da tarefa 6 do pré-teste 
 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Jacinta evidenciou com a unidade de 
referência das fracções em contexto, antes da realização da UE, surgem na tabela 9.6.  
 
Tabela 9.6: Estratégias e dificuldades com a unidade de referência das fracções em contexto – 
Antes da UE 
Flexibilidade com a unidade de referência das 
fracções em contexto 
Jacinta 
Reconstrução da unidade de 
referência 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ……………………………………………... 
Diferentes unidades de 
referências 
Estratégias Reconhece diferentes unidades de referência 
Dificuldades ……………………………………….………. 
 
Deste modo, a aluna revelou familiaridade com a unidade de referência das fracções em 
contexto. 
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9.2.2.3 Familiaridade com diferentes representações de número racional 
 Jacinta apresentou uma produção correcta para a resolução da tarefa 7 quer no pré-
teste (Figura 9.18), quer na entrevista, onde foi solicitada a fazer correspondências entre 
diferentes representações do mesmo número, denotando conhecimento da conversão de 
representações.  
Figura 9.18: Produção para a resolução da tarefa 7 do pré-teste 
 
 Também apresentou produções correctas para a resolução da tarefa 8 “Em cada um 
dos grupos de quatro fracções, duas são equivalentes. Coloca uma cruz em cima das que 
não são equivalentes. Explica o teu raciocínio” tanto no pré-teste (Figura 9.19), como na 
pré-entrevista. Assim, identificou correctamente as fracções e explicou o seu raciocínio, 
recorrendo à regra de multiplicar numerador e denominador pelo mesmo número diferente 
de zero, evidenciando conhecimento formal da equivalência de fracções. 
Figura 9.19: Produção para a resolução da tarefa 8 do pré-teste 
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Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou com diferentes 
representações de número racional, antes da realização da UE, surgem na tabela 9.7. 
 
Tabela 9.7: Estratégias e dificuldades com diferentes representações de número racional – 
Antes da UE 
Familiaridade com diferentes representações 
de número racional 
Jacinta 
Conversão de representações 
Estratégias Converte diferentes representações (fracções, 
numerais mistos e numerais decimais) 
Dificuldades ……………………………………………...... 
Fracções equivalentes 
Estratégias Regra de equivalência 
Dificuldades …………………………………………….…. 
 
Por conseguinte, Jacinta revelou familiaridade com diferentes representações de número 
racional. 
 
9.2.2.4 Flexibilidade na comparação, ordenação e densidade de números racionais 
 Na resolução da tarefa 9 do pré-teste onde foi solicitada a assinalar números 
racionais na recta numérica, a aluna assinalou-os correctamente (Figura 9.20), resultados 
corroborados perante a mesma tarefa na pré-entrevista.  
Figura 9.20: Produção para a resolução da tarefa 9 do pré-teste 
 
 Para responder à tarefa 10 do pré-teste “Escreve um número compreendido entre 2 
e    ”, Jacinta registou 2,1 e parece ter recorrido à conversão de representações para 
encontrar o número solicitado (Figura 9.21). Já na pré-entrevista, perante a mesma tarefa, 
deu como exemplo o número  
 . 
 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais 
388 
Figura 9.21: Produção para a resolução da tarefa 10 do pré-teste 
 
 Também na comparação de fracções solicitada na tarefa 1 quer do pré-teste, quer da 
entrevista, a aluna não apresentou qualquer dificuldade, evidenciando flexibilidade com 
estratégias de comparação (Figura 9.14) ao argumentar:    
J:   54  é maior que    e que   !    é maior que   . Então    maior 
que   , que é maior que   . 
 
 Já na produção para a resolução da tarefa 11 do pré-teste “Quantos números te 
parece que existem entre 2 e 2  ” Jacinta referiu existirem infinitos (Figura 9.22). Estes 
resultados foram confirmados perante a mesma tarefa na pré-entrevista.   
Figura 9.22: Produção para a resolução da tarefa 11 do pré-teste 
 
Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou na comparação, 
ordenação e densidade de números racionais, antes da realização da UE, surgem na tabela 
9.8. 
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Tabela 9.8: Estratégias e dificuldades na comparação, ordenação e densidade de números racionais 
– Antes da UE 
Flexibilidade na comparação, ordenação e 
densidade de números racionais 
Jacinta 
Representação na recta 
numérica 
Estratégias Representa números racionais 
Dificuldades ………………………………………...………... 
Comparação e ordenação 
Estratégias 
Regra de comparação de fracções (o mesmo 
denominador ou numerador) e fracções de 
referência 
Dificuldades ………………………………………...………... 
Densidade 
Estratégias Reconhece a existência de outros números entre 
dois números racionais  
Dificuldades …………………………………...…………...… 
 
Deste modo, Jacinta revelou flexibilidade na comparação, ordenação e densidade de 
números racionais. 
 
9.2.2.5 Símbolos e linguagem matemática formal significativos de números racionais 
Ao identificar e lidar com os diferentes significados das fracções em contexto, ao 
reconstruir a unidade de referência e ao reconhecer a existência de diferentes unidades de 
referência, respectivamente na resolução das tarefas 1 (Figura 9.14), 2, 3 e 4 (Figura 9.15), 
5 (Figura 9.16) e 6 (Figura 9.17), a aluna evidenciou capacidade de relacionar símbolos 
com acções e conhecimentos informais. Evidenciou ainda, flexibilidade na conversão de 
representações, na equivalência de fracções e na representação de números racionais na 
recta numérica com as produções que apresentou, respectivamente para a resolução das 
tarefas 7 (Figura 9.18), 8 (Figura 9.19) e 9 (Figura 9.20). Deste modo, Jacinta revelou 
capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática formal. Esta capacidade 
também ficou evidente ao comparar e ordenar números representados por fracções na 
resolução da tarefa 1 (Figura 9.14), e ao reconhecer a existência de outros números entre 
dois números racionais na resolução da tarefa 11 (Figura 9.22).  
Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos de números racionais, antes da realização da 
UE, surgem na tabela 9.9. 
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Tabela 9.9: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática significativos de 
números racionais – Antes da UE 
Símbolos e linguagem matemática formal 
significativos de números racionais 
Jacinta 
Relação de Símbolos 
com conhecimentos 
informais 
Estratégias FP, FPT, FR, FM e FO 
Dificuldades ………………………………………………….. 
Relação de Símbolos com 
linguagem matemática 
formal 
Estratégias 
Flexibilidade com a unidade de referência, 
familiaridade com diferentes representações e 
flexibilidade na comparação, ordenação e 
densidade de números racionais 
Dificuldades ………………………………………………….. 
 
Por conseguinte, Jacinta revelou lidar com símbolos e linguagem matemática formal de 
forma significativa e, por consequência, desenvolvimento integrado de todas as 
componentes do SNR, pelo que perece ter sentido de número racional. 
 
 
9.3 DESEMPENHO DURANTE A UNIDADE DE ENSINO 
 
 A análise dos dados de diferentes fontes – entrevistas (Apêndice 4), observação 
participante e análise documental – e respectiva triangulação, permitiu identificar as 
estratégias e dificuldades da aluna em cada uma das componentes do SMDR (Tabela 4.2 e 
6.3) durante a realização da UE, que se passam a explicitar. 
 
9.3.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais   
  
9.3.1.1 Familiaridade com os diferentes significados e contextos das operações 
 Nesta componente do SMDR apresentam-se os desempenhos de Jacinta seguindo a 
sequência dada ao ensino-aprendizagem das referidas operações durante a realização da 
UE e, por consequência, aos tópicos abordados nas entrevistas. Assim, inicia-se com os 
desempenhos da aluna relativos à MIM, seguindo-se os relativos à DIM, os relativos à 
MPM e, por último, os relativos à DPM.  
 Isomorfismo de Medidas – Multiplicação. Para a resolução da tarefa 1 da entrevista 
“A Maria foi à padaria comprar pão. Cada pão pesava    kg. Quantos quilos de pão 
trouxe a Maria sabendo que comprou 4 pães?”, onde surge a MIM-GE, Jacinta não 
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apresentou qualquer dificuldade em identificar e usar a multiplicação como estratégia de 
resolução (Figura 9.23). 
Figura 9.23: Produção para a resolução da tarefa 1 
 
 Perante a tarefa 2 “O Tiago tem 40 livros.    dos seus livros são de banda 
desenhada. Quantos livros tem de banda desenhada?”, que envolve a MIM-RM entre um 
número inteiro e uma fracção, a aluna explicitou:  
J: Então, os livros estão divididos em 8 partes e 3 dessas 8 [partes] são de 
banda desenhada! Vou multiplicar [40] por   !  
  
Posteriormente, usou a multiplicação como estratégia de resolução, tendo concluído que o 
Tiago tem 15 livros de banda desenhada. A sua produção evidencia ainda, o 
reconhecimento do efeito da multiplicação sobre um par de números, nomeadamente que 
multiplicar nem sempre aumenta, já que multiplicou para encontrar uma parte do todo. 
 Na tarefa 3 surge a MIM-RM entre uma fracção e um numeral misto. Perante a 
tarefa 3.1 “A distância da casa da Sofia à escola é    da distância da casa do Tiago à 
escola. O Tiago mora a     km da escola. Qual dos dois colegas mora mais próximo da 
escola. Justifica a tua resposta recorrendo à recta numérica para explicares o teu 
raciocínio”, Jacinta identificou a multiplicação e usou-a como estratégia de resolução 
(Figura 9.24). Posteriormente, recorreu à recta numérica, modelo explorado durante a 
realização da UE para raciocinar a MIM, mas apenas para justificar o seu raciocínio. 
Assim, assinalou 0,     e     e concluiu, justificando: 
J: É a Sofia! (…) Porque se a distância da casa da Sofia é metade da casa do 
Tiago, é óbvio que é mais perto a da Sofia. (…) Por isso, achei metade de     que é    ! 
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Com esta produção, voltou a evidenciar conhecimento de que a multiplicação nem sempre 
aumenta, já que recorreu a esta para encontrar uma parte do todo. Também na resolução da 
tarefa 3.2 voltou a identificar e usar a multiplicação como estratégia de resolução. 
Figura 9.24: Produção para a resolução da tarefa 3.1 
 
 A tarefa 4 envolve a MIM- RM entre fracções, num contexto promotor do modelo 
rectangular. Perante a tarefa 4.1 “A Maria está a bordar um quadro. Durante as férias 
bordou metade do quadro. Desde que começaram as aulas bordou    do que faltava 
bordar. Que parte do quadro bordou a Maria depois das férias?”, a aluna começou por 
modelar a situação com o modelo rectangular (Figura 9.25), modelo explorado durante a 
realização da UE para raciocinar a MIM.  
Figura 9.25: Produção para a resolução da tarefa 4.1 
 
Desenhou um rectângulo que dividiu ao meio com um traço vertical e riscou a metade 
esquerda. Dividiu a metade direita do rectângulo em quatro partes iguais, com traços 
horizontais, e riscou um quarto desta metade. Seguiu-se a divisão da metade esquerda do 
rectângulo em quatro partes iguais, com traços horizontais, e a conclusão de que faltava 
bordar,    do quadro. Posteriormente, usou a multiplicação por considerá-la a estratégia 
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mais eficiente de resolução. Jacinta recorreu à modelação da tarefa para interpretar o 
enunciado e identificar a multiplicação, evidenciando uma compreensão significativa desta 
operação ao lidar de forma correcta com as duas unidades de referência envolvidas na 
tarefa (metade do tapete e todo o tapete). Evidenciou mais uma vez, conhecimento do 
efeito da multiplicação sobre um par de números, já que multiplicou para encontrar uma 
parte de uma parte.  
 Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
MIM de números racionais ao longo desta entrevista, a aluna evidenciou uma compreensão 
significativa e formal da mesma, já que recorreu sempre à multiplicação como estratégia de 
resolução, de forma compreensiva. Recorreu também ao modelo rectangular, numa tarefa 
que envolve relações de relações, ou seja, duas unidades de referência. Importa referir, que 
esta entrevista decorreu após a exploração de tarefas que envolvem a MIM no âmbito da 
realização da UE. Com a referida exploração enfatizaram-se as produções próprias dos 
alunos, diferentes modelos para raciocinar a multiplicação, nomeadamente recta numérica, 
modelo circular, rectangular e tabela de razão, e discussão em plenário de diferentes 
estratégias de resolução. Assim, parece ter-se promovido os resultados apresentados por 
Jacinta 
 Isomorfismo de Medidas – Divisão como medida. Na tarefa 8 onde surge a DIM-M, 
a aluna identificou-a e usou-a como estratégia de resolução. Perante a tarefa 8.1 “O pai do 
Tiago comprou 5 litros de azeite e quer guardá-lo em garrafas de meio litro. Quantas 
garrafas serão necessárias?”, que envolve a divisão entre um número inteiro e uma 
fracção, explicitou: 
J: Então, tenho que dividir 5 por   ! Dividir por metade é igual a 
multiplicar por dois! Porque cada litro dá 2 garrafas, é igual a multiplicar 
por 2! 
 
Posteriormente, recorreu à divisão como estratégia de resolução. Assim, evidenciou uma 
compreensão significativa da DIM – M e ainda, do efeito da divisão sobre um par de 
números, nomeadamente de que a divisão nem sempre diminui. Perante a tarefa 8.2 “Se a 
mãe do Tiago gastar     litros de azeite por mês, para quanto tempo chegarão os 5 
litros de azeite? ”, onde surge a divisão entre um número inteiro e um numeral misto, 
Jacinta voltou a evidenciar uma compreensão significativa deste significado da divisão ao 
explicitar:  
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J:    é metade de 5 litros! 5 litros equivale a dois meses! Porque é 
quantas vezes cabe o     nos 5, cabe 2 vezes! 
 
Posteriormente, recorreu à divisão e usou-a como estratégia de resolução. 
 Na resolução da tarefa 9 “A Sofia tem 80 livros. Destes, 15 são de História. Que 
parte dos livros da Sofia são de História”, que envolve a DIM-M entre números inteiros, a 
aluna recorreu à FPT por considerá-la a estratégia mais eficiente de resolução (Figura 
9.26). Este facto parece advir da familiaridade com os diferentes significados das fracções, 
que evidenciou no seu desempenho antes da realização da UE. 
Figura 9.26: Produção para a resolução da tarefa 9 
 
Perante a tarefa 10 “Na visita de estudo os alunos levaram mochilas com os seus 
lanches. A mochila do Tiago pesava    kg e a mochila da Maria pesava   kg. Quantas 
vezes mais pesava a mochila do Tiago do que a da Maria?”, onde surge a DIM-M entre 
duas fracções, Jacinta explicou: 
J:   em   ! 
I: Explica-me o que estás a pensar! 
J: É para pensar em quartos, quantas vezes cabem os    nos   .  
 
Posteriormente, registou e usou a divisão como estratégia de resolução, tendo concluído 
que a mochila do Tiago pesava     mais que a da Maria (Figura 9.27), voltando a 
evidenciar conhecimento de que dividir nem sempre diminui. 
Figura 9.27: Produção para a resolução da tarefa 10 
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 Para a resolução da tarefa 11 “Um grupo de amigos costuma fazer uma caminhada 
no final da tarde. Se numa hora percorrem    km, quanto tempo será necessário para 
percorrerem     km ”, que envolve a DIM-M entre numerais mistos, a aluna recorreu a 
uma tabela de razão, modelo explorado durante a realização da UE para raciocinar a DIM-
M e, explicitou: 
J: 1 hora igual a     km e agora quero saber quanto tempo vai ser preciso 
para fazer     km.      é menor que    , menos que uma hora, dividir        por    . Quantas vezes     cabe em     para saber quanto 
tempo é necessário! 
 
Assim, identificou e usou a divisão por reconhecê-la como a operação inversa da 
multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução (Figura 9.28). As suas produções 
evidenciam ainda, conhecimento do efeito da divisão sobre um par de números, 
nomeadamente de que o dividendo pode ser inferior ao divisor. 
Figura 9.28: Produção para a resolução da tarefa 11 
 
 Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
DIM-M de números racionais durante esta entrevista, Jacinta parece ter ultrapassado a 
dificuldade que evidenciou, no seu desempenho antes da realização da UE, em identificar 
de imediato a DIM-M. De salientar, que esta entrevista decorreu depois da exploração de 
tarefas que envolvem a DIM-M de números racionais no âmbito da realização da UE, onde 
se enfatizaram as produções próprias dos alunos, diferentes modelos para raciocinar este 
significado da divisão, nomeadamente modelo rectangular, tabela de razão e equação 
  !  , e a discussão em plenário de diferentes estratégias de resolução. Assim, parece 
ter-se promovido os resultados apresentados pela aluna.  
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 Isomorfismo de Medidas – Divisão como partilha. Na tarefa 13 “  kg de café dá 
para fazer 30 chávenas de café. Quantos gramas de café se gastam, em média, por cada 
chávena de café?”, onde surge a DIM-P entre uma fracção unitária e um número inteiro, 
Jacinta não teve qualquer dificuldade em identificar e usar a divisão como estratégia de 
resolução (Figura 9.29).  
Figura 9.29: Produção para a resolução da tarefa 13 
 
 Na resolução da tarefa 14, que envolve a DIM-P entre um número inteiro e uma 
fracção, a aluna também não apresentou qualquer dificuldade em identificar e usar a 
divisão como estratégia de resolução conforme revela, por exemplo, a sua produção para a 
resolução da tarefa 14.2 “E se    da colecção completa fossem 48 cromos, quantos 
cromos teria a colecção completa?” (Figura 9.30). Evidenciou ainda conhecimento de que 
a divisão nem sempre diminui, já que recorreu a esta para achar o todo. 
Figura 9.30: Produção para a resolução da tarefa 14.2 
 
 Perante a tarefa 15 “Numa caminhada que fez durante o fim-de-semana, a Sofia 
percorreu    km em    de hora. Dado que manteve a mesma velocidade média, 
quantos quilómetros terá percorrido numa hora?”, onde surge a DIM-P entre um numeral 
misto e uma fracção, Jacinta explicitou: 
J: Fácil! Ela percorreu    num quarto de hora, sabendo que uma hora é 
igual a      e que ela num quarto de hora anda   , então eu tenho de 
fazer     ! Também podia fazer   	    porque é igual a    . 
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Deste modo, identificou a divisão e, posteriormente, usou-a como estratégia de resolução. 
Também evidenciou conhecimento da divisão como a operação inversa da multiplicação, 
bem como de que dividir nem sempre diminui. 
 Perante a tarefa 16 “O Tiago comprou uma mangueira para regar o jardim. Por 
norma só desenrola     m da mangueira que comprou. Quantos metros tem a 
mangueira, sabendo que o Tiago só usa    da mangueira?”, que envolve a DIM-P entre 
um numeral misto e uma fracção, a aluna identificou e usou a divisão como estratégia de 
resolução. Voltou a evidenciar conhecimento de que a divisão nem sempre diminui, já que 
recorreu à mesma para encontrar o todo (Figura 9.31). 
Figura 9.31: Produção para a resolução da tarefa 16 
 
 Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
DIM-P de números racionais ao longo desta entrevista, Jacinta evidenciou uma 
compreensão significativa da divisão, já que recorreu à mesma como estratégia de 
resolução, de forma compreensiva. De salientar, que esta entrevista decorreu depois da 
exploração de tarefas que envolvem a DIM-P de números racionais no âmbito da 
realização da UE, onde se enfatizaram as produções próprias dos alunos, diferentes 
modelos para raciocinar este significado da divisão, nomeadamente modelo rectangular, 
tabela de razão e equação bxa =× , e a discussão em plenário de diferentes estratégias de 
resolução. Assim, parece ter-se promovido os resultados apresentados pela aluna. 
 Produto de medidas – Multiplicação. Na tarefa 18 “Qual é a área de um rectângulo 
que tem    m de largura e  m de comprimento?”, onde surge a MPM, Jacinta começou 
por recorrer ao modelo de área rectangular para modelar a situação. Posteriormente, 
identificou a respectiva fórmula e, por consequência, a multiplicação que usou como 
estratégia de resolução (Figura 9.32). Deste modo, o referido modelo parece continuar a 
funcionar como modelo para identificar a MPM, conforme ocorreu no seu desempenho 
antes da realização da UE. 
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Figura 9.32: Produção para a resolução da tarefa 18 
 
De salientar que o modelo de área rectangular também foi explorado durante a realização 
da UE, como modelo para raciocinar a MPM de números racionais. 
 Produto de medidas – Divisão. Perante a tarefa 19 “Um rectângulo tem    m2 de 
área e    m de comprimento. Calcula a sua largura?”, que envolve a DPM-MF entre 
duas fracções, a aluna começou por recorrer ao modelo de área rectangular e respectiva 
fórmula para modelar a situação e identificar a divisão, por reconhecê-la como a operação 
inversa da multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução. (Figura 9.33).   
Figura 9.33: Produção para a resolução da tarefa 19 
  
Já na resolução da tarefa 20, onde surge a DPM-FF, a aluna identificou e usou a 
divisão como estratégia de resolução, conforme evidencia a sua produção para a resolução 
da tarefa 20.2 “Qual é o número que multiplicado por    dá 6?” (Figura 9.34). 
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Figura 9.34: Produção para a resolução da tarefa 20.2 
 
De salientar, que esta entrevista para a resolução de tarefas que envolvem a MPM e 
DPM de números racionais, decorreu após a exploração das referidas tarefas no âmbito da 
realização da UE. Com a referida exploração enfatizaram-se as produções próprias dos 
alunos, diferentes modelos para raciocinar este significado da divisão, nomeadamente 
modelo de área rectangular e equação bxa =× , e a discussão em plenário de diferentes 
estratégias de resolução. Assim, parece ter-se promovido os resultados apresentados por 
Jacinta. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou com os diferentes 
significados e contextos da multiplicação e da divisão de números racionais, durante a 
realização da UE, surgem na tabela 9.10. 
 
Tabela 9.10: Estratégias e dificuldades com os diferentes significados e contextos da multiplicação 
e da divisão de números racionais – Durante a UE 
Familiaridade com os 
diferentes significados e 
contextos das operações 
Jacinta 
 
MIM 
GE 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ………………………………………………………………... 
RM 
Estratégias Modelo rectangular e multiplicação 
Dificuldades ………………………………………………………………... 
DIM 
M 
Estratégias Fracção, tabela de razão e divisão 
Dificuldades ……………………………………………………………..…. 
P 
Estratégias Divisão 
Dificuldades …………………………………………………………..……. 
MPM 
Estratégias Modelo de área rectangular e multiplicação 
Dificuldades ………………………………………………………..………. 
DPM MF Estratégias Modelo de área rectangular e divisão 
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Dificuldades ………………………………………………………………... 
FF 
Estratégias Divisão 
Dificuldades ……………………………………………………..…………. 
 
Assim, Jacinta identificou sempre as operações envolvidas, independentemente dos seus 
significados e contextos, excepto numa situação de DIM-M cujo contexto envolve a 
relação parte-todo. Nesta recorreu à fracção como estratégia de resolução. Recorreu 
também, ao modelo rectangular para identificar a MIM-RM em situações que envolvem 
relações de relações, à tabela de razão para identificar a DIM-M em situações que 
envolvem a grandeza velocidade e, ao modelo de área rectangular para identificar a MPM 
e a DPM-MF.  
 
9.3.1.2 Flexibilidade no uso das propriedades das operações 
Na resolução da tarefa 7, onde foi solicitada a calcular mentalmente produtos e 
explicar o seu raciocínio, a aluna calculou o produto de   
 explicitando: 
J: Eu penso, 0,25 é igual a   , porque   
 vai dar 1! Então, 416÷  
vai dar 4, ou seja,      vai dar 4. 
 
Na mesma tarefa, para calcular o produto de   
, voltou a mudar de representação 
decimal para fraccionária e, explicou: 
J: Eu penso, 5 décimas é metade, metade de 32 é 16!  
 
Para calcular 
  
, referiu: 
 J:    de 20 é 5, porque 20 a dividir por 4 é 5! 
 
Assim, evidenciou conhecimento da divisão como a operação inversa da multiplicação, 
bem como flexibilidade na conversão de representações. Estas evidências surgem ainda, na 
produção que apresentou para a resolução da tarefa 17 (Figura 9.35). Também ao 
identificar a DPM nas tarefas 19 (Figura 9.34) e 20.2 (Figura 9.35) e, com as produções 
que apresentou para a resolução das tarefas 8, 11 (Figura 9.28) e 15, Jacinta evidenciou 
conhecimento da divisão como a operação inversa da multiplicação. 
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Figura 9.35: Produção para a resolução da tarefa 17 
 
A aluna também recorreu a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das 
operações, nomeadamente ao elemento neutro e absorvente da multiplicação, à propriedade 
comutativa e distributiva da multiplicação em relação à adição e invariância do quociente, 
bem como a factos operacionais básicos, como a composição e decomposição de numerais 
mistos, na resolução das tarefas 6 (Figura 9.36) e 24 (Figura 9.37), onde foi solicitada a 
calcular expressões numéricas. O recurso às referidas estratégias de cálculo e a factos 
operacionais básicos ficaram ainda evidentes nas produções que a aluna apresentou, por 
exemplo, para a resolução das tarefas 3.1 (Figura 9.24), 9 (Figura 9.26), 10 (Figura 9.27), 
11 (Figura 9.28), 16 (Figura 9.31) e 19 (Figura 9.33). 
Figura 9.36: Produção para a resolução da tarefa 6A, B e C 
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Figura 9.37: Produção para a resolução da tarefa 24A 
 
O conhecimento das propriedades da divisão também ficou evidente nas suas produções 
para a resolução das tarefas 12 e 21. Por exemplo, na resolução da tarefa 12 “Observa as 
seguintes expressões: A#   $ 	 %   &    ; B #  	 $ 	 %  	 & 
  . Indica, sem efectuares cálculos, o quociente de   	   . Justifica a tua resposta”, 
Jacinta voltou a reconhecer a invariância do quociente (Figura 9.38).  
Figura 9.38: Produção para a resolução da tarefa 12 
 
Também perante a tarefa 21.1 “Estima quais das seguintes expressões representam 
quocientes menores que 1 e maiores que 1. Justifica as tuas respostas. A   	   ; B 
   	   e C 
 	 
”, a aluna justificou as suas estimativas com base na 
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comparação dos números do dividendo com os do divisor, ou seja, no reconhecimento de 
que um dividendo superior ao divisor implica um quociente maior que 1 e vice-versa 
(Figura 9.39).  
Figura 9.39: Produção para a resolução da tarefa 21.1 
 
Por consequência, Jacinta parece ter ultrapassado a insegurança que evidenciou no 
seu desempenho antes da realização da UE, em recorrer a factos operacionais básicos e a 
estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações. De salientar, que os 
resultados apresentados emanaram de entrevistas que decorreram durante a realização da 
UE, no âmbito da qual se explorou o recurso a factos operacionais básicos, a estratégias de 
cálculo baseadas nas propriedades das operações e nas suas relações. Deste modo, parece 
ter-se promovido os resultados apresentados pela aluna. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Jacinta evidenciou no uso das 
propriedades da multiplicação e da divisão de números racionais, durante a realização da 
UE, surgem na tabela 9.11. 
 
Tabela 9.11: Estratégias e dificuldades no uso das propriedades da multiplicação e da divisão de 
números racionais – Durante a UE 
Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Jacinta 
Factos operacionais básicos 
Estratégias Compõe e decompõe números inteiros e 
numerais mistos 
Dificuldades ………………………………………………….. 
Estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades 
das operações 
Estratégias Propriedades das operações 
Dificuldades ………………………………………………... 
Divisão como a operação 
inversa da multiplicação 
Estratégias Tabela de razão, modelo de área rectangular, 
equação   !   e divisão 
Dificuldades …………………………………………...……... 
 
Por conseguinte, a aluna revelou flexibilidade no uso das propriedades das operações. 
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9.3.1.3 Razoabilidade na análise de processos e resultados 
 Jacinta evidenciou conhecimento do efeito da multiplicação sobre um par de 
números, nomeadamente de que a multiplicação nem sempre aumenta, por exemplo, nas 
produções que apresentou para a resolução das tarefas 1 (Figura 9.23) 2, 3.1 (Figura 9.24), 
4.1 (Figura 9.25), 7 e 18 (Figura 9.32). Também evidenciou conhecimento do efeito da 
divisão sobre um par de números. Assim, revelou conhecimento de que a divisão nem 
sempre diminui, por exemplo, nas produções que apresentou para a resolução das tarefas 
8.1, 10 (Figura 9.27), 14.2 (Figura 9.30), 15, 16 (Figura 9.31), 19 (Figura 9.33), 20.2 
(Figura 9.34), 17 (Figura 9.35) e 21.1 (Figura 9.40). Revelou conhecimento de que o 
dividendo pode ser inferior ao divisor, por exemplo, nas produções que apresentou para a 
resolução das tarefas 11 (Figura 9.28), 13 (Figura 9.29), 19 (Figura 9.33), 17 (Figura 9.35) 
e 21.1 (Figura 9.39). 
 Também ao longo das entrevistas, a aluna verificou dados e resultado, recorrendo 
essencialmente a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações, bem 
como relacionou o contexto com os cálculos efectuados conforme evidenciam, por 
exemplo, as suas produções para a resolução das tarefas 1 (Figura 9.23), 2, 3.1 (Figura 
9.24), 4.1 (Figura 9.25), 8, 9 (Figura 9.26), 10 (Figura 9.27), 11 (Figura 9.28), 13 (Figura 
9.29), 14.2 (Figura 9.30), 15, 16 (Figura 9.31), 18 (Figura 9.32), 19 (Figura 9.33) e 20.2 
(Figura 9.34). Por conseguinte, Jacinta deixou de recorrer essencialmente aos algoritmos 
formais para verificar dados e resultado, conforme desempenho antes da realização da UE. 
Passou a recorrer a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações, pelo 
que a referida verificação passou a ser rápida e uma parte integrante do processo de 
resolução de problemas. Porém, não será alheio a estes resultados o debate de estratégias 
de resolução de problemas em plenário, promovido no âmbito da realização da UE com o 
intuito de desenvolver a comunicação e o raciocínio dos alunos. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou na análise de 
processos e resultados da multiplicação e da divisão de números racionais, durante a 
realização da UE, surgem na tabela 9.12. 
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Tabela 9.12: Estratégias e dificuldades na análise de processos e resultados da multiplicação e da 
divisão de números racionais – Durante a UE 
Razoabilidade na análise de processos e 
resultados 
Jacinta 
Efeito das operações sobre um 
par de números 
Estratégias 
Reconhece que multiplicar nem sempre 
aumenta, dividir nem sempre diminui e 
dividendo inferior ao divisor 
Dificuldades ……….............................................................. 
Verificação de dados e 
resultado 
Estratégias Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Dificuldades ……….............................................................. 
Relação do contexto com 
cálculos efectuados 
Estratégias Relaciona o contexto com os cálculos 
efectuados 
Dificuldades ……….............................................................. 
 
Deste modo, Jacinta revelou razoabilidade na análise de processos e resultados. 
  
9.3.1.4 Símbolos e linguagem matemática formal significativos 
 Para resolver a tarefa 5 “A mãe do Tiago comprou um queijo. O Tiago comeu    
do queijo e o André    do que sobrou. 5.1 O que representa a expressão:        ?”, a aluna relacionou símbolos com acções informais (Figura 9.40). Perante a tarefa 
explicitou: 
J: Eu tenho um queijo que alguém dividiu em 4 e comeu   . Alguém foi o 
Tiago. Depois alguém comeu    do que sobrou, ou seja, o André comeu    de   . Então, esta expressão [        ] representa o que 
comeram os dois, que é    que comeu o Tiago e    de    que é o que o 
André comeu. (…) Os dois comeram metade do queijo!  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 9.40: Produção para a resolução da tarefa 5 
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Evidenciou ainda a referida capacidade, ao identificar a multiplicação e a divisão em todas 
as tarefas que as envolvem, independentemente dos significados e contextos, ao denotar 
razoabilidade na análise de processos e resultados, bem como ao elaborar enunciados para 
expressões que representam produtos e quocientes. Por exemplo, perante a tarefa 23, 
Jacinta elaborou enunciados que envolvem a MIM-GE e a MIM-RM, respectivamente para 
as expressões A  2
13×  e B  4
3
3
1 ×  (Figura 9.41). 
Figura 9.41: Produção para a resolução da tarefa 23B 
 
Já perante a tarefa 22, elaborou enunciados que envolvem a DIM-MF e DIM-M, 
respectivamente para as expressões A   	    (Figura 9.42) e B  	   .  
Figura 9.42: Produção para a resolução da tarefa 22 
 
Assim, a aluna recorreu a uma maior diversidade de significados que no seu desempenho 
antes da realização da UE, onde recorreu apenas à MIM- GE e DIM-P. Este facto poderá 
advir da maior familiaridade com os diferentes significados das operações que evidenciou 
ao longo destas entrevistas, e/ou com este tipo de tarefas, exploradas no âmbito da 
realização da UE. 
A capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática formal ficou 
evidente, por exemplo, quando Jacinta recorreu aos algoritmos formais da multiplicação e 
da divisão como estratégias de resolução, por exemplo, das tarefas 1 (Figura 9.23), 2, 3.1 
(Figura 9.24), 4.1 (Figura 9.25), 8.1, 9 (Figura 9.26), 10 (Figura 9.27), 11 (Figura 9.28), 13 
(Figura 9.29), 14.2 (Figura 9.30), 15, 16 (Figura 9.31), 18 (Figura 9.32), 19 (Figura 9.33) e 
20.2 (Figura 9.34). Também ao reconhecer as operações em situações meramente 
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matemáticas, por exemplo, nas tarefas 7, 17 (Figura 9.35), 6 (Figura 9.36), 24 (Figura 9.37) 
e 21.1 (Figura 9.39), bem como ao apresentar flexibilidade no uso das propriedades das 
operações.  
Por consequência, a aluna parece ter ultrapassado as dificuldades que evidenciou no 
seu desempenho antes da realização da UE com símbolos e linguagem matemática formal, 
já que passou a identificar a multiplicação e a divisão, independentemente dos seus 
significados e contextos, a recorrer a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das 
operações e a avaliar a razoabilidade de processos e resultados.  
Em suma, as estratégias e dificuldades que Jacinta evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos da multiplicação e da divisão de números 
racionais, durante a realização da UE, surgem na tabela 9.13. 
 
Tabela 9.13: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática formal significativos 
da multiplicação e da divisão de números racionais – Durante a UE 
Símbolos e linguagem matemática formal 
significativos 
Jacinta 
Relação de símbolos com 
acções e conhecimentos 
informais 
Estratégias 
Identifica a MIM, DIM, MPM e DPM, apresenta 
razoabilidade na análise de processos e 
resultados e elabora enunciados (MIM, DIM-M 
e DPM-MF) 
Dificuldades ……….................................................................. 
Relação de símbolos com 
linguagem matemática 
formal 
 
Estratégias 
Reconhece as operações em situações 
meramente matemáticas e recorre a algoritmos 
formais e apresenta flexibilidade no uso das 
propriedades das operações 
Dificuldades ……….................................................................. 
 
Por conseguinte, a aluna revelou conhecimento significativo de todas as componentes do 
SMDR de forma integrada, pelo que parece ter desenvolvido sentido das referidas 
operações.  
 
 
9.4 DESEMPENHO NO FIM DA UNIDADE DE ENSINO 
 
A análise dos dados de diferentes fontes – pós-testes (Apêndice 5) e pós-entrevistas 
(Apêndice 6) – e respectiva triangulação, permitiu a explicitação que se segue do 
desempenho de Jacinta no fim da realização da UE. Com a referida análise identificaram-
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se as estratégias e dificuldades da aluna em cada uma das componentes do SMDR (Tabela 
4.2 e 6.3). 
 
9.4.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais   
 
9.4.1.1 Familiaridade com os diferentes significados e contextos das operações 
Nesta componente do SMDR optou-se por apresentar os desempenhos de Jacinta 
seguindo a sequência dada ao ensino-aprendizagem das referidas operações durante a 
realização da UE. Assim, inicia-se com os desempenhos relativos à MIM, seguindo-se os 
relativos à DIM, os relativos à MPM e, por último, os relativos à DPM.  
Isomorfismo de medidas – Multiplicação. Na resolução da tarefa 1 do pós-teste “A 
Maria comprou 4 kg de morangos para fazer doce. Por cada quilo de morangos gasta 4
3  
kg de açúcar. De quantos quilos de açúcar vai precisar?”, que envolve a MIM-GE, a aluna 
identificou e usou a multiplicação como estratégia de resolução (Figura 9.43). O mesmo 
ocorreu perante a tarefa 7 da entrevista, onde surge de novo a MIM-GE.  
Figura 9.43: Produção para a resolução da tarefa 1 do pós-teste 
 
As tarefas 2 e 3 dos pós-testes envolvem a MIM-RM, respectivamente entre uma 
fracção e um número inteiro e uma fracção e um numeral misto. Tanto na resolução da 
tarefa 2 como 3 “Durante os seus percursos pedestres o Tiago desloca-se a uma 
velocidade média de     km por hora. Quantos quilómetros percorrerá em    hora?”, 
Jacinta identificou e usou a multiplicação como estratégia de resolução (Figura 9.44). 
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Figura 9.44: Produção para a resolução da tarefa 3 do pós-teste 
 
Perante a tarefa 1.1 da pós-entrevista “A Sofia andava a bordar um tapete de 
Arraiolos. Quando já tinha    do tapete bordado, reparou que se tinha enganado. Teve 
de desmanchar    do que já tinha bordado. Que parte do tapete teve a Sofia que 
desmanchar?”, onde surge a MIM- RM entre duas fracções, a aluna começou por modelar 
a situação com o modelo rectangular, à medida que explicitava: 
J: Ela tinha um tapete e bordou   , depois teve de desmanchar    de    
e    de    é   ! 
 
Assim, recorreu à modelação da tarefa para identificar e usar a multiplicação, por 
considerá-la a estratégia mais eficiente de resolução (Figura 9.45). No entanto, o recurso ao 
referido modelo evoluiu, no sentido em que Jacinta deixou de atender aos aspectos 
irrelevantes da situação na sua modelação, conforme desempenho durante a realização da 
UE. Por consequência, evidenciou uma compreensão significativa da MIM-RM ao lidar de 
forma correcta com as duas unidades de referência envolvidas na tarefa (dois terços do 
tapete e todo o tapete). Revelou ainda, conhecimento do efeito da multiplicação sobre um 
par de números, já que multiplicou para encontrar uma parte de uma parte.  
Figura 9.45: Produção para a resolução da tarefa 1.1 da pós-entrevista 
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Também na resolução das tarefas 6.1 e 6.2 da pós-entrevista, que envolvem a MIM-
RM, respectivamente entre uma fracção e um número inteiro e entre um número inteiro um 
número decimal, a aluna voltou a identificar e usar a multiplicação como estratégia de 
resolução. Por exemplo, perante a tarefa 6.1 “Uma empregada doméstica ganha 5 € por 
hora. Quanto ganha em    de hora?”, explicitou: 
J: Tenho de dividir por 4 e depois multiplicar por 3 [os 5 €]! 
I: Explica-me como pensaste? 
J: Eu preciso saber quanto é que ela ganha em    de hora! Sei que em uma 
hora ganha 5 €! Então, preciso de saber quanto ganha num quarto de hora e 
depois multiplicar por 3!  
 
Deste modo, voltou a evidenciar conhecimento do efeito da multiplicação sobre um par de 
números, nomeadamente de que a multiplicação nem sempre aumenta, já que recorreu à 
mesma para calcular uma parte do todo (Figura 9.46).  
Figura 9.46: Produção para a resolução da tarefa 6.1 da pós-entrevista 
 
Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
MIM de números racionais no fim da UE, Jacinta evidenciou compreensão significativa da 
mesma, já que recorreu sempre à multiplicação como estratégia de resolução, de forma 
compreensiva. Recorreu também ao modelo rectangular, apenas para modelar uma tarefa 
cujo enunciado envolve relações de relações, ou seja, duas unidades de referência. Por 
conseguinte, manteve os desempenhos que apresentou durante a realização da UE, pelo 
que parece ter interiorizado este significado da multiplicação. 
 Isomorfismo de medidas – Divisão como medida. Para a resolução da tarefa 7 do 
pós-teste “O Pedro tem    de uma colecção de cromos e a Inês tem    da mesma 
colecção. Faz uma estimativa de quantas vezes mais cromos tem o Pedro do que a Inês? 
Verifica a tua estimativa”, onde surge a DIM-M entre duas fracções, a aluna identificou-a 
e usou-a como estratégia de resolução (Figura 9.47). Também na resolução da tarefa 9.2 
do pós-teste, que envolve de novo a DIM-M, mas entre uma fracção e um numeral misto, 
voltou a identificar e usar a divisão como estratégia de resolução.  
 
Jacinta 
411 
Figura 9.47: Produção para a resolução da tarefa 7 do pós-teste 
 
Nas tarefas 5.1, 5.2 e 9 da pós-entrevista surge a DIM-M, respectivamente entre 
números inteiros, entre fracções e, entre numerais mistos. Na tarefa 5.1 “O Tiago já leu 60 
páginas de um livro que foi buscar à biblioteca. O livro tem 75 páginas. Que parte do 
livro já leu?”, Jacinta usou a FPT como estratégia de resolução (Figura 9.48), facto que 
parece advir da sua familiaridade com os diferentes significados das fracções.  
Figura 9.48: Produção para a resolução da tarefa 5.1 da pós-entrevista 
 
Já perante as tarefas 5.2 e 9.1, a aluna identificou e usou a divisão como estratégia 
de resolução, como evidencia a sua produção para a resolução da tarefa 9.1 “O João 
durante os seus percursos pedestres mantém uma velocidade média de     km/h. Faz 
uma estimativa do tempo que demorará a percorrer     km? Confirma a tua estimativa” 
(Figura 9.49). Nesta produção ficou ainda evidente, o seu conhecimento do efeito da 
divisão sobre um par de números, nomeadamente de que o dividendo pode ser inferior ao 
divisor. De salientar, o abandono do recurso à tabela de razão para modelar a situação e 
identificar a divisão, à qual recorreu durante a realização da UE. 
Figura 9.49: Produção para a resolução da tarefa 9.1 da pós-entrevista 
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 Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
DIM-M de números racionais no fim da realização da UE, Jacinta manteve o nível de 
compreensão e formalização que evidenciou durante a realização da UE. Superou ainda, a 
necessidade de recorrer à tabela de razão para identificar a divisão em contextos que 
envolvem a grandeza velocidade, modelo a que recorreu durante a realização da UE. Por 
conseguinte, parece ter interiorizado este significado da divisão, com o qual evidenciou 
pouca familiaridade no seu desempenho antes da realização da UE. 
 Isomorfismo de medidas – Divisão como partilha. As tarefas 8 e 9.1 dos pós-testes 
envolvem a DIM-P, respectivamente ente um número inteiro e uma fracção e, entre um 
número inteiro e um numeral misto. Em ambas as tarefas, a aluna identificou e usou a 
divisão como estratégia de resolução, como evidencia a sua produção para a resolução da 
tarefa 9.1 “O Pedro observou que numa hora e um quarto percorreram 125 km. Quantos 
quilómetros percorreram numa hora?” (Figura 9.50). 
Figura 9.50: Produção para a resolução da tarefa 9.1 do pós-teste 
 
 Nas tarefas 2, 3 e 9.2 da pós-entrevista surge a DIM-P, respectivamente entre um 
número decimal e um numeral misto, entre um número inteiro e uma fracção e, entre um 
numeral misto e uma fracção. Na sua resolução, Jacinta identificou e usou a divisão como 
estratégia de resolução. Por exemplo, perante a tarefa 3 “Uma oitava parte das espécies 
protegidas de um parque natural estão em vias de extinção. Se há 38 espécies em vias de 
extinção, quantas são as espécies protegidas?”, argumentou: 
J:    do todo estão em vias de extinção!  	    porque dividir por um 
oitavo é o mesmo que multiplicar por 8! 
 I: Explica-me! 
J: Então, 8 vezes 38, porque 38 é uma parte, a oitava parte! O todo está 
dividido em 8 partes, se eu quero saber tudo [espécie protegidas] tenho que 
fazer 8 vezes 38. 
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Assim, evidenciou ainda, conhecimento do efeito da divisão sobre um par de números, 
nomeadamente de que a divisão nem sempre diminui, já que recorreu à mesma para 
encontrar o todo.  
 Também perante a tarefa 9.2 “Se o João percorrer     km em    de hora, 
quantos quilómetros percorre numa hora, mantendo a mesma velocidade média?”, a aluna 
identificou de imediato a divisão e usou-a como estratégia de resolução (Figura 9.51) 
Figura 9.51: Produção para a resolução da tarefa 9.2 da pós-entrevista 
 
Com as produções que apresentou para a resolução das tarefas que envolvem a 
DIM-P de números racionais no fim da realização da UE, Jacinta manteve os desempenhos 
que apresentou durante a realização da UE, pelo que parece ter interiorizado este 
significado da divisão. 
 Produto de medidas – Multiplicação. Na resolução da tarefa 13.1 do pós-teste que 
envolve a MPM, a aluna identificou e usou a multiplicação como estratégia de resolução, 
tendo apresentado a fórmula da área rectangular.   
 Perante a tarefa 4 da pós-entrevista “As paredes dos balneários da escola vão ser 
forradas com azulejos quadrados cujo lado mede    do metro. Calcula a área de cada 
azulejo”, onde surge de novo a MPM, Jacinta recorreu à fórmula da área rectangular, 
identificando assim, a multiplicação que usou como estratégia de resolução (Figura 9.52). 
Figura 9.52: Produção para a resolução da tarefa 4 da pós-entrevista 
 
 Por conseguinte, no fim da realização da UE, a aluna deixou de recorrer ao modelo 
de área rectangular para modelar este significado da multiplicação, ao qual recorreu no seu 
desempenho antes e durante a realização da UE. Estes resultados corroboram a 
interiorização da MPM de números racionais.  
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Produto de medidas – Divisão. Na tarefa 13.2 do pós-teste “Sabendo que a parede 
tem 12 m2 de área e    m de altura, calcula o seu comprimento?”, que envolve a DPM-
MF, Jacinta identificou-a e usou-a como estratégia de resolução (Figura 9.53). 
Figura 9.53: Produção para a resolução da tarefa 13.2 do pós-teste 
 
O mesmo ocorreu para a resolução da tarefa 1.2 da pós-entrevista “O tapete tem 
 
  m2 de área e    m de largura. Qual é o comprimento do tapete?”, onde volta a 
surgir a DPM-MF (Figura 9.54). Por consequência, a aluna  deixou de recorrer ao modelo 
de área rectangular para modelar as situações que envolvem este significado da divisão, 
modelo ao qual recorreu no seu desempenho antes e durante a realização da UE. Os 
resultados apresentados corroboram a interiorização da DPM-MF de números racionais. 
Figura 9.54: Produção para a resolução da tarefa 1.2 da pós-entrevista 
 
Tanto na resolução das tarefas 17 do pós-teste, como 8 da pós-entrevista “Qual é o 
número que multiplicado por    tem como resultado o número 2?”, que envolvem a 
DPM-FF, Jacinta identificou e usou a divisão como estratégia de resolução (Figura 9.55).  
Figura 9.55: Produção para a resolução da tarefa 8 da pós-entrevista 
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Mais uma vez, a aluna manteve os desempenhos que apresentou durante a realização da 
UE, pelo que parece ter interiorizado a MPM-FF de números racionais. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Jacinta evidenciou com os diferentes 
significados e contextos da multiplicação e da divisão de números racionais, no fim da 
realização da UE, surgem na tabela 9.14. 
 
Tabela 9.14: Estratégias e dificuldades com os diferentes significados e contextos da multiplicação 
e da divisão de números racionais – Fim da UE 
Familiaridade com os diferentes 
significados e contextos das 
operações 
Jacinta 
MIM 
GE 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades …………………………………………………………... 
RM 
Estratégias Modelo rectangular e multiplicação 
Dificuldades …………………………………………..…………….… 
DIM 
M 
Estratégias Fracção e divisão 
Dificuldades ……………………………………………….………..… 
P 
Estratégias Divisão 
Dificuldades ………………………………………………..……….… 
MPM 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ……………………………………………..……….…… 
DPM 
MF 
Estratégias Divisão 
Dificuldades ………………………………………………..……….… 
FF 
Estratégias Divisão 
Dificuldades …………………………………………………………... 
 
Assim, a aluna identificou sempre as operações envolvidas, independentemente dos seus 
significados e contextos, excepto numa situação de DIM-M cujo contexto envolve a 
relação parte-todo. Nesta recorreu à fracção como estratégia de resolução. Recorreu 
também, ao modelo rectangular para identificar a MIM-RM em situações que envolvem 
relações de relações.  
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 Na resolução das tarefas 6 e 11 do pós-teste, onde foi solicitada a 
calcular o valor de expressões numéricas, Jacinta apresentou estratégias de 
cálculo baseadas nas propriedades das operações, nomeadamente comutativa, 
distributiva, elemento neutro e absorvente da multiplicação (Figura 9.56). 
Figura 9.56: Produção para a resolução da tarefa 6A, B e D do pós-teste 
 
Também nas pós-entrevistas recorreu às referidas estratégias de cálculos, nomeadamente 
propriedade distributiva e invariância do quociente, bem como a factos operacionais 
básicos, como composição e decomposição de numerais mistos, conforme evidenciam as 
suas produções para a resolução das tarefas 3 (Figura 9.44) do pós-teste e 1.1 (Figura 
9.45), 5.1 (Figura 9.48), 9.2 (Figura 9.51), 1.2 (Figura 9.54), 8 (Figura 9.55) e 13 (Figura 
9.57). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 9.4.1.2 Flexibilidade no uso das propriedades das operações 
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Figura 9.57: Produção para a resolução da tarefa 13D da pós-entrevista 
 
A aluna também evidenciou conhecimento das propriedades da divisão, com as produções 
que apresentou para a resolução das tarefas 12, 14 e 16 dos pós-testes e 11 e 12 das pós-
entrevistas. Assim, por exemplo, na resolução da 12 da pós-entrevista “Sabendo que 
  	      , indica o valor de cada uma das expressões que se seguem. Justifica a 
tua resposta. A%     & 	 %     &    ; B%  	 & 	 %  	 & 
  ” reconheceu a propriedade da invariância do quociente (Figura 9.58). 
Figura 9.58: Produção para a resolução da tarefa 12 da pós-entrevista 
 
Também perante a tarefa 11.1 da pós-entrevista “Escreve os quocientes seguintes por 
ordem crescente de valor. Justifica a tua resposta. A  	   ; B   	   ; C  
 	   ” Jacinta argumentou: 
J:   (   (    e quanto maior for o meu divisor mais pequeno é o 
meu quociente! 
 
Deste modo, reconheceu a relação inversa entre divisor e quociente, quando o dividendo é 
invariante. Já perante a tarefa 11.2 da pós-entrevista “Cada uma das expressões representa 
quocientes maiores ou menores que um? Justifica a tua resposta”, que surge na sequência 
da tarefa anterior, a aluna evidenciou conhecimento do efeito da divisão sobre um par de 
números ao argumentar: 
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 J: Na primeira [ 	   ] é maior [que 1], porque  (   , [ 	   ] 
também é maior, porque  (   , [ 	   ] também é maior, porque  (   ]! Têm todas o dividendo maior que o divisor, por isso 
representam todas quocientes maiores que 1! 
 
Jacinta evidenciou compreensão da divisão como a operação inversa da 
multiplicação ao identificar a DPM nas tarefas 13.2 (Figura 9.53) e 17 dos pós-testes, 1.2 
(Figura 9.54) e 8 (Figura 9.55) das pós-entrevistas, bem como com a produção que 
apresentou para a resolução da tarefa 3 da pós-entrevista. 
 Por consequência, a aluna manteve os desempenhos que apresentou durante a 
realização da UE, pelo que parece ter interiorizado esta componente do SMDR. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Jacinta evidenciou no uso das 
propriedades da multiplicação e da divisão de números racionais, no fim da realização da 
UE, surgem na tabela 9.15.  
 
Tabela 9.15: Estratégias e dificuldades no uso das propriedades da multiplicação e da divisão de 
números racionais – Fim da UE 
Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Jacinta 
Factos operacionais básicos 
Estratégias Compõe e decompõe de numerais mistos 
Dificuldades ………………………………………………….. 
Estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades 
das operações 
Estratégias Propriedades das operações 
Dificuldades ……………………………………………….…. 
Divisão como a operação 
inversa da multiplicação 
Estratégias Divisão 
Dificuldades …………………………………………….……. 
 
Por conseguinte, a aluna revelou flexibilidade no uso das propriedades das operações. 
 
9.4.1.3 Razoabilidade na análise de processos e resultados 
 Ao apresentar produções correctas para a resolução das tarefas 15 do pós-teste e 10 
da pós-entrevista (Figura 9.59), onde foi solicitada a verificar a veracidade de alguns 
produtos e quocientes em contexto meramente matemático, Jacinta evidenciou 
conhecimento formal do efeito das operações sobre um par de números, nomeadamente de 
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que a multiplicação nem sempre aumenta e de que a divisão nem sempre diminui. 
Evidenciou ainda, capacidade de verificar dados e resultado.  
Figura 9.59: Produção para a resolução da tarefa 10 da pós-entrevista 
 
 O conhecimento de que a multiplicação nem sempre aumenta também ficou 
evidente, por exemplo, nas produções que apresentou para a resolução das tarefas 1 (Figura 
9.43) e 3 (Figura 9.44) dos pós-testes e 1.1 (Figura 9.45) e 6.1 (Figura 9.46) das pós-
entrevistas. O conhecimento de que a divisão nem sempre diminui também ficou evidente, 
por exemplo, nas produções que apresentou para a resolução das tarefas 7 (Figura 9.47) e 
17 dos pós-testes e 9.2 (Figura 9.51), 3, 1.2 (Figura 9.54) e 8 (Figura 9.55) das pós-
entrevistas. Ainda no âmbito da divisão, evidenciou conhecimento de que o dividendo 
pode ser inferior ao divisor, por exemplo, nas produções que apresentou para a resolução 
das tarefas 14 do pós-teste e 9.1 (Figura 9.49) e 11 das pós-entrevistas.  
 A aluna parece ter tido a preocupação de verificar dados e resultado, bem como de 
relacionar o contexto com os cálculos efectuados nos pós-testes conforme evidenciam, por 
exemplo, as suas produções para a resolução das tarefas 1 (Figura 9.43), 3 (Figura 9.44), 7 
(Figura 9.47), 9.1 (Figura 9.50) e 13.2 (Figura 9.53). Já nas pós-entrevistas verificou 
sempre dados e resultado e relacionou o contexto com os cálculos efectuados conforme 
evidenciam, por exemplo, as suas produções para a resolução das tarefas 1.1 (Figura 9.45), 
6.1 (Figura 9.46), 5.1 (Figura 9.48), 9.1 (Figura 9.49), 3, 9.2 (Figura 9.51), 4 (Figura 9.52), 
1.2 (Figura 9.54) e 8 (Figura 9.55). Para a verificação de dados e resultados recorreu, 
principalmente a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações. 
 Por conseguinte, Jacinta manteve os desempenhos que apresentou durante a 
realização da UE, pelo que parece ter interiorizado esta componente do SMDR. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou na análise de 
processos e resultados da multiplicação e da divisão de números racionais, no fim da 
realização da UE, surgem na tabela 9.16. 
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Tabela 9.16: Estratégias e dificuldades na análise de processos e resultados da multiplicação e da 
divisão de números racionais – Fim da UE 
Razoabilidade no uso de processos e 
resultados 
Jacinta 
Efeito das operações sobre 
um par de números 
Estratégias 
Reconhece que multiplicar nem sempre 
aumenta, dividir nem sempre diminui e 
dividendo inferior ao divisor 
Dificuldades …….................................................................... 
Verificação de dados e 
resultado 
Estratégias Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Dificuldades ………................................................................ 
Relação do contexto com 
cálculos efectuados 
Estratégias Relaciona o contexto com os cálculos 
efectuados 
Dificuldades ……….................................................................. 
 
Deste modo, Jacinta revelou razoabilidade na análise de processos e resultados. 
 
9.4.1.4 Símbolos e linguagem matemática formal significativos 
Com a produção que apresentou para a resolução da tarefa 4.1 do pós-teste “Escolhe 
entre as expressões a seguir apresentadas, as que permitem calcular a parte da folha de 
papel de cenário que o Tomás e a Catarina pintaram hoje. Justifica as tuas escolhas. A. 
     ; B.      ; C. %  &'; D.      ”, a aluna evidenciou capacidade de 
relacionar símbolos com acções e conhecimentos informais (Figura 9.60).  
Figura 9.60: Produção para a resolução da tarefa 4.1 pós-teste 
 
Evidenciou ainda, a referida capacidade ao identificar a multiplicação e a divisão em todas 
as tarefas que as envolvem nos pós-testes e pós-entrevistas, independentemente dos seus 
significados e contextos quotidianos, ao apresentar razoabilidade na análise de processos e 
resultados e, ao elaborar enunciados para expressões que representam produtos e 
quocientes. Por exemplo, elaborou enunciados que envolvem a MIM-RM e a DIM-M, 
respectivamente para as expressões A  24
11 ×  e 5
1
5
3 ÷ , tarefas 5.2 e 10 dos pós-
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testes. Na pós-entrevista, voltou a recorrer à MIM-RM para elaborar enunciados para as 
expressões A        e B        (Figura 9.61) da tarefa 14.2. Recorreu à 
DPM – MF e à DIM – M para elaborar enunciados, respectivamente para as expressões 
A  	    (Figura 9.62) e B  
 	    da tarefa 15.  
Figura 9.611: Produção para a resolução da tarefa 14.2B da pós-entrevista 
 
Figura 9.622: Produção para a resolução da tarefa 15A da pós-entrevista 
 
Jacinta evidenciou capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática 
formal, por exemplo, nas produções que apresentou para a resolução das tarefas 5.1 do 
pós-teste e 14.1 da pós-entrevista, onde identificou produtos na recta numérica 
representados por expressões dadas. Assim, perante a tarefa 14.1, onde foi solicitada a 
identificar o produto representado pela expressão B       , começou por 
representar na recta numérica o factor    , (Figura 9.63) e posteriormente, identificou o 
produto 2
12 na sequência do raciocínio que explicitou: 
J:    de 3 dá 2 e depois    de   , que é   !    é   . 
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Figura 9.633: Produção para a resolução da tarefa 14B da pós-entrevista 
 
A sua capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática formal, também ficou 
evidente quando a aluna recorreu aos algoritmos formais da multiplicação e da divisão 
como estratégias de resolução, por exemplo, das tarefas 1 (Figura 9.43), 3 (Figura 9.44), 7 
(Figura 9.47), 9.1 (Figura 9.50), e 13.2 (Figura 9.53) dos pós-testes e 1.1 (Figura 9.45), 6.1 
(Figura 9.46), 5.1 (Figura 9.48), 9.1 (Figura 9.49), 9.2 (Figura 9.51), 4 (Figura 9.52), 12 
(Figura 9.54) e 8 (Figura 9.55) das pós-entrevistas. Também ao reconhecer as operações 
em situações meramente matemáticas, por exemplo, nas tarefas 6 (Figura 9.56) do pós-
teste e 13 (Figura 9.57) e 10 (Figura 9.59) das pós-entrevistas, bem como ao apresentar 
flexibilidade no uso das propriedades das operações. Ainda, a produção que apresentou 
para a resolução da tarefa 16 da pós-entrevista “Calcula o quociente que se obtém 
dividindo o dobro do quadrado de um terço por um” (Figura 9.62), revela a sua capacidade 
de relacionar símbolos com linguagem matemática formal.  
Figura 9.64: Produção para a resolução da tarefa 16 da entrevista 
 
Por consequência, Jacinta manteve os desempenhos que apresentou durante a 
realização da UE, pelo que parece ter interiorizado esta componente do SMDR.  
Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos da multiplicação e da divisão de números 
racionais, no fim da realização da UE, surgem na tabela 9.17. 
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Tabela 9.17: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática formal significativos 
da multiplicação e da divisão de números racionais – Fim da UE 
Símbolos e linguagem matemática formal 
significativos 
Jacinta 
Relação de símbolos com 
acções e conhecimentos 
informais 
Estratégias 
Identifica a MIM, DIM, MPM e DPM, apresenta 
razoabilidade no uso de processos e resultados e 
elabora enunciados (MIM-RM, DIM-M e DPM-
MF) 
Dificuldades ………................................................................... 
Relação de símbolos com 
linguagem matemática 
formal 
Estratégias 
Reconhece as operações em situações 
meramente matemáticas, recorre a algoritmos 
formais e apresenta flexibilidade no uso das 
propriedades das operações 
Dificuldades ………................................................................... 
 
Por conseguinte, Jacinta revelou conhecimento significativo de todas as componentes do 
SMDR, de forma integrada, pelo que parece ter interiorizado o sentido das referidas 
operações.  
 
 
9.5 DESEMPENHO SEIS MESES DEPOIS DA UNIDADE DE ENSINO 
 
 A análise dos dados das entrevistas (Apêndice 6) permitiu a explicitação que se 
segue do desempenho da aluna seis meses depois da realização da UE. Com a referida 
análise identificaram-se as estratégias e dificuldades de Jacinta em cada uma das 
componentes do SMDR (Tabela 4.2 e 6.3). 
  
9.5.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais   
  
9.5.1.1 Familiaridade com os diferentes significados e contextos das operações 
 Nesta componente do SMDR optou-se por apresentar os desempenhos da aluna 
seguindo a sequência dada ao ensino-aprendizagem das referidas operações durante a 
realização da UE. Assim, inicia-se com os desempenhos relativos à MIM, seguindo-se os 
relativos à DIM, os relativos à MPM e, por último, os relativos à DPM.  
 Isomorfismo de medidas – Multiplicação. Na resolução da tarefa 7 “Determina a 
quantidade de peixe que 24 alunos consumiriam, se cada um comesse    kg de peixe?”, 
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onde surge a MIM-GE, Jacinta identificou e usou a multiplicação como estratégia de 
resolução. Evidenciou ainda, conhecimento de que multiplicar nem sempre aumenta, já que 
recorreu à multiplicação para encontrar uma parte do todo (Figura 9.65). 
Figura 9.65: Produção para a resolução da tarefa 7 
 
 Perante a tarefa 1.1 “A Sofia andava a bordar um tapete de Arraiolos. Quando já 
tinha    do tapete bordado, reparou que se tinha enganado. Teve de desmanchar    do 
que já tinha bordado. Que parte do tapete teve a Sofia que desmanchar?”, que envolve a 
MIM-RM entre duas fracções, a aluna explicitou: 
J: Metade    é   ! 
 
Posteriormente, registou a multiplicação e respectivo produto (Figura 9.66). Voltou a 
evidenciar conhecimento de que multiplicar nem sempre aumenta, já que recorreu à 
multiplicação para encontrar a parte de uma parte. Apesar do contexto da referida tarefa 
envolver relações de relações, ou seja, duas unidades de referência (dois terços do tapete e 
todo o tapete), Jacinta deixou de recorrer ao modelo rectangular para a modelar, conforme 
recorreu durante e no fim da realização da UE.  
Figura 9.66: Produção para a resolução da tarefa 1.1 
 
Para a resolução das tarefas 6.1 e 6.2 onde surge a MIM- RM, respectivamente 
entre uma fracção e um número inteiro e, entre um número inteiro e um número decimal, a 
aluna voltou a identificar e usar a multiplicação como estratégia de resolução. Por 
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exemplo, perante a tarefa 6.1 “Uma empregada doméstica ganha 5 € por hora. Quanto 
ganha em   de hora?” explicitou: 
J: Se numa hora ganha 5 € em menos do que uma hora ganha menos! 
 
Posteriormente, identificou e usou a multiplicação como estratégia de resolução (Figura 
9.67) revelando mais uma vez, conhecimento de que multiplicar nem sempre aumenta, já 
que multiplicou para obter uma parte do todo. 
Figura 9.67: Produção para a resolução da tarefa 6.1 
 
Por consequência, Jacinta manteve os desempenhos do fim da realização da UE, 
excepto o recurso ao modelo rectangular para modelar situações que envolvem relações de 
relações, pelo que parece ter retido a MIM de números racionais.  
 Isomorfismo de medidas – Divisão como medida. Nas tarefas 5.1, 5.2 e 9.1, que 
envolvem a DIM – M, respectivamente entre números inteiros, entre fracções e, entre 
numerais mistos, a aluna identificou a divisão e usou-a como estratégia de resolução. 
Apenas, na tarefa 5.1 “O Tiago já leu 60 páginas de um livro que foi buscar à biblioteca. 
O livro tem 75 páginas. Que parte do livro já leu?”, recorreu à FPT como estratégia de 
resolução, procedimento justificável com a sua familiaridade com os diferentes 
significados das fracções. Perante a tarefa explicitou: 
J: O Tiago já leu 60 de 75, portanto agora é só simplificar esta fracção! (…) 
Leu    do livro! 
 
Já perante a tarefa 5.2 “O seu irmão André leu    do mesmo livro. Quantas vezes 
mais leu o Tiago [  ] do que o André?”, argumentou: 
J: Vou fazer quantas vezes cabe os    nos   ! É a dividir! 
 
Assim, identificou a divisão e revelou conhecimento de que dividir nem sempre diminui. 
Posteriormente, usou a referida operação como estratégia de resolução (Figura 9.68). 
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Figura 9.68: Produção para a resolução da tarefa 5.2 
 
Também na resolução da tarefa 9.1 “O João durante os seus percursos pedestres 
mantém uma velocidade média de     km/h. Estima o tempo que demorará a percorrer 
   km? Confirma a tua estimativa”, Jacinta evidenciou uma compreensão significativa 
deste significado da divisão, ao argumentar: 
J: Se ele percorre     km numa hora, metade dos quilómetros demora   hora! (…) Vou dividir     por    , para ver quantas vezes     
cabe nos    ! 
 
Deste modo, evidenciou ainda conhecimento de que o dividendo pode ser inferior ao 
divisor.  
Por conseguinte, a aluna manteve os desempenhos do fim da realização da UE, pelo 
que parece ter retido a DIM-M de números racionais.   
 Isomorfismo de medidas – Divisão como partilha. Perante a tarefa 2 “A mãe da 
Maria comprou     kg de maçãs e pagou 5,25 €. Quanto custou cada kg?”, onde surge a 
DIM- P entre um número decimal e um numeral misto, Jacinta identificou e usou a divisão 
como estratégia de resolução (Figura 9.69). 
Figura 9.69: Produção para a resolução da tarefa 2 
 
Já na resolução da tarefa 3 “Uma oitava parte das espécies protegidas de um 
parque natural estão em vias de extinção. Se há 38 espécies em vias de extinção, quantas 
são as espécies protegidas?”, que envolve a DIM-P entre um número inteiro e uma 
fracção, a aluna explicitou: 
J: Então    são 38, são as espécies em vias de extinção e eu quero saber 
quantas são as protegidas, todas, vou dividir 38 por   ! 
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Assim, identificou e, posteriormente, usou a divisão como estratégia de resolução (Figura 
9.70). As suas produções evidenciam ainda, conhecimento de que a divisão nem sempre 
diminui, já que recorreu à mesma para encontrar o todo. 
Figura 9.70: Produção para a resolução da tarefa 3 
 
 Também na tarefa 9.2 “Se o João percorrer    km em    de hora, quantos 
quilómetros percorre numa hora, mantendo a mesma velocidade média?”, onde surge a 
DIM- P entre um numeral misto e uma fracção, Jacinta identificou e usou a divisão como 
estratégia de resolução. Perante a tarefa, explicitou: 
J: Em    da hora percorreu    km, então vou dividir    por    para 
saber quanto anda numa hora!  
 
 Por consequência, a aluna manteve os desempenhos do fim da realização da UE, 
pelo que parece ter retido a MIM-P de números racionais. 
 Produto de medidas – Multiplicação. Na resolução da tarefa 4 “As paredes dos 
balneários da escola vão ser forradas com azulejos quadrados cujo lado mede 5
1  do 
metro. Calcula a área de cada azulejo?”, que envolve a MPM, Jacinta registou de 
imediato a fórmula da área rectangular, identificando assim a multiplicação que, 
posteriormente, usou como estratégia de resolução. Por conseguinte, manteve os 
desempenhos do fim da realização da UE, pelo que parece ter retido a MPM de números 
racionais. 
 Produto de medidas – Divisão. Na resolução da tarefa 1.2 “O tapete tem  
  m2 de 
área e    m de largura. Qual é o comprimento do tapete?”, onde surge a DPM-MF, a 
aluna identificou e usou a divisão como estratégia de resolução (Figura 9.71). 
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Figura 9.71: Produção para a resolução da tarefa 1.2 
 
 Perante a tarefa 8 “Qual é o número que multiplicado por    tem como resultado 
o número 2”, que envolve a DPM-FF, Jacinta voltou a identificar e usar a divisão como 
estratégia de resolução (Figura 9.72). Deste modo, evidenciou ainda, compreensão 
significativa da divisão como a operação inversa da multiplicação. Por conseguinte, 
manteve os desempenhos do fim da realização da UE, pelo que parece ter retido a DPM-FF 
de números racionais. 
Figura 9.72: Produção para a resolução da tarefa 8 
 
Em suma, as estratégias e dificuldades que a aluna evidenciou com os diferentes 
significados e contextos da multiplicação e da divisão de números racionais, seis meses 
depois da realização da UE, surgem na tabela 9.18. 
 
Tabela 9.18: Estratégias e dificuldades com diferentes significados e contextos da multiplicação e 
da divisão de números racionais – Seis meses depois da UE 
 
Familiaridade com os 
diferentes significados e contextos 
das operações 
Jacinta 
MIM 
GE 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades …………………………………………………..………… 
RM 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ……………………………………………..…………….... 
DIM 
M 
Estratégias Fracção e divisão 
Dificuldades …………………………………………..………………… 
P 
Estratégias Divisão 
Dificuldades ……………………………………………..…………….... 
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MPM 
Estratégias Multiplicação 
Dificuldades ..………………………………………..……………..….... 
DPM 
MF 
Estratégias Divisão 
Dificuldades …………………………………………………..……….... 
FF 
Estratégias Divisão 
Dificuldades ……………………………………………………….……. 
 
Assim, Jacinta identificou sempre as operações envolvidas, independentemente dos seus 
significados e contextos, excepto numa situação de DIM-M cujo contexto envolve a 
relação parte-todo. Nesta recorreu à fracção como estratégia de resolução.  
 
9.5.1.2 Flexibilidade no uso das propriedades das operações 
 Na resolução da tarefa 13, onde foi solicitada a calcular expressões numéricas, a 
aluna apresentou estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações, 
nomeadamente propriedade comutativa, distributiva, elemento neutro e absorvente da 
multiplicação e invariância do quociente (Figura 9.73). Também recorreu a factos 
operacionais básicos, como à composição e decomposição de numerais mistos.  
Figura 9.73: Produção para a resolução da tarefa 13B, C e D 
 
Jacinta evidenciou ainda conhecimento das propriedades da divisão com as produções que 
apresentou para a resolução das tarefas 11 e 12. Perante a tarefa 11.1 “Escreve os 
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quocientes seguintes por ordem crescente de valor. Justifica a tua resposta. A  	
  ; B   	   ; C   	   ” comparou os divisores e, de seguida, ordenou os 
respectivos quocientes (Figura 9.74) e, argumentou: 
J: Os divisores são todos iguais altera o dividendo! Então, o maior divisor 
tem o menor quociente! 
 
Figura 9.74: Produção para a resolução da tarefa 11.1 
 
Assim, evidenciou conhecimento da relação inversa entre divisor e quociente, quando o 
dividendo é invariante. Já na resolução da tarefa 11.2 “Cada uma das expressões 
representa quocientes maiores ou menores que um? Justifica a tua resposta”, que surge na 
sequência da tarefa anterior, denotou conhecimento de que a divisão nem sempre diminui, 
bem como de que o dividendo pode ser inferior ao divisor, ao argumentar: 
J: Representam [quocientes] maiores que um! (…) Porque sempre que o 
dividendo for maior que o divisor [o quociente] vai dar maior que um! 
 
Também na resolução da tarefa 12 “Sabendo que   	      , indica o valor de 
cada uma das expressões que se seguem. A %     & 	 %     &; B %  	
& 	 %  	 &. Justifica a tua resposta” reconheceu formalmente a propriedade da 
invariância do quociente, ao argumentar:  
J: São os dois [quocientes] iguais, porque se eu multiplicar ou dividir, 
dividendo e divisor pelo mesmo número, excepto zero, o resultado não se 
altera! 
  
Ainda, ao longo das entrevistas, a aluna recorreu a estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações, nomeadamente propriedade comutativa, elemento neutro e 
invariância do quociente e, a factos operacionais básicos, como evidenciam, por exemplo, 
as suas produções para a resolução das tarefas 6.1 (Figura 9.67), 5.2 (Figura 9.68), 2 
(Figura 9.69), 1.2 (Figura 9.71) e 8 (Figura 9.72).  
Jacinta evidenciou compreensão da divisão como a operação inversa da 
multiplicação ao identificar a DPM nas tarefas 1.2 (Figura 9.71) e 8 (Figura 9.72). 
 
Jacinta 
431 
Por conseguinte, a aluna manteve os desempenhos que apresentou no fim da 
realização da UE, pelo que parece ter retido esta componente do SMDR. 
Em suma, as estratégias e dificuldades que Jacinta evidenciou no uso das 
propriedades da multiplicação e da divisão de números racionais, seis meses depois da 
realização da UE, surgem na tabela 9.19. 
 
Tabela 9. 19: Estratégias e dificuldades com as propriedades da multiplicação e da divisão de 
números racionais – Seis meses depois da UE 
Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Jacinta 
Factos operacionais básicos 
Estratégias Compõe e decompõe numerais mistos 
Dificuldades …………………………………………………. 
Estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades 
das operações 
Estratégias Propriedades das operações 
Dificuldades …………………………………………………. 
Divisão como a operação 
inversa da multiplicação 
Estratégias Divisão 
Dificuldades ……………………………………………….… 
 
Deste modo, a aluna revelou flexibilidade no uso das propriedades das operações. 
 
9.5.1.3 Razoabilidade na análise de processos e resultados 
 Ao apresentar produções correctas para a resolução da tarefa 15 (Figura 9.75), onde 
foi solicitada a verificar a veracidade de alguns produtos e quocientes em contextos 
meramente matemáticos, Jacinta evidenciou conhecimento formal do efeito das operações 
sobre um par de números, nomeadamente de que a multiplicação nem sempre aumenta e de 
que a divisão nem sempre diminui, bem como capacidade de verificar dados e resultado.  
Figura 9.75: Produção para a resolução da tarefa 15 
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Perante a referida tarefa, explicitou: 
J: 40 vezes 4 não dá 10! (…) Esta é verdade porque temos 4 a dividir por um 
quarto, que é 4 vezes 4 igual a 16! (…) 16 vezes   , quero saber metade de 
16 e metade de 16 não é 32! (…) É verdadeira porque metade de 160 é 80! 
 
 
Também ao longo das entrevistas, a aluna apresentou evidências do conhecimento do 
efeito das operações sobre um par de números. Assim, o conhecimento de que a multiplicar 
nem sempre aumenta ficou evidente nas suas produções para a resolução das tarefas 7 
(Figura 9.65), 1.1 (figura 9.66), 6.1 (Figura 9.67) e 4. O conhecimento de que dividir nem 
sempre diminui ficou evidente nas suas produções para a resolução das tarefas 5.2 (Figura 
9.68), 3 (Figura 9.70), 9.2 e 8 (Figura 9.72). O conhecimento de que o dividendo pode ser 
inferior ao divisor ficou evidente nas suas produções para a resolução das tarefas 9.1 e 11 
(Figura 9.74). 
 Nas produções que foi apresentando ao longo das entrevistas, Jacinta teve sempre a 
preocupação de verificar dados e resultado, recorrendo, essencialmente a estratégias de 
cálculo baseadas nas propriedades das operações, e de relacionar o contexto com os 
cálculos efectuados conforme evidenciam, por exemplo, as suas produções para a 
resolução das tarefas 7 (Figura 9.65), 1.1 (Figura 9.66), 6.1 (Figura 9.67), 5.2 (Figura 
9.68), 9.1, 2 (Figura 9.69), 3 (Figura 9.70), 1.2 (Figura 9.71) e 8 (Figura 9.72). 
 Por conseguinte, a aluna manteve os desempenhos que apresentou no fim da 
realização da UE, pelo que parece ter retido esta componente do SMDR. 
 Em suma, as estratégias e dificuldades que Jacinta evidenciou na análise de 
processos e resultados da multiplicação e da divisão de números racionais, seis meses 
depois da realização da UE, surgem na tabela 9.20.  
 
Tabela 9.20: Estratégias e dificuldades com processos e resultados da multiplicação e da divisão de 
números racionais – Seis meses depois da UE 
Razoabilidade na análise de processos e 
resultados 
Jacinta 
Efeito das operações sobre 
um par de números 
Estratégias 
Reconhece que multiplicar nem sempre 
aumenta, dividir nem sempre diminui e 
dividendo inferior ao divisor 
Dificuldades ……….................................................................. 
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Verificação de dados e 
resultado 
Estratégias Flexibilidade no uso das propriedades das 
operações 
Dificuldades ……….................................................................. 
Relação do contexto com 
cálculos efectuados 
Estratégias Relaciona o contexto com os cálculos efectuados 
Dificuldades ……….................................................................. 
 
Deste modo, a aluna revelou razoabilidade na análise de processos e resultados. 
 
9.5.1.4 Símbolos e linguagem matemática formal significativos 
Jacinta evidenciou capacidade de relacionar símbolos com acções e conhecimentos 
informais ao identificar a multiplicação e a divisão em todas as tarefas que as envolvem, 
independentemente dos significados, ao apresentar razoabilidade na análise de processos e 
processos e resultados, bem como ao elaborar enunciados para expressões que representam 
produtos e quocientes. Por exemplo, perante a tarefa 14.2, recorreu à MIM-RM para 
elaborar enunciados para as expressões A        e B        (Figura 9.76).  
Figura 9.766: Produção para a resolução da tarefa 14.2B 
 
Já na tarefa 15, elaborou enunciados que envolvem a DPM-MF e a DIM-M, 
respectivamente para as expressões A  	    e B  
 	    (Figura 9.77).  
Figura 9.777: Produção para a resolução da tarefa 15B 
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Ao conseguir identificar na recta numérica produtos representados por expressões 
dadas, a aluna evidenciou capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática 
formal. Por exemplo, perante a tarefa 14.1, para identificar o produto representado pela 
expressão B        começou por representar o factor     e posteriormente,    
de 3 e    de   , que a levou a identificar na recta numérica o produto     (Figura 
9.78). 
Figura 9.788: Produção para a resolução da tarefa 14B 
 
A sua capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática formal também ficou 
evidente, quando Jacinta recorreu aos algoritmos formais da multiplicação e da divisão 
como estratégias de resolução, por exemplo, das tarefas 7 (Figura 9.65), 1.1 (Figura 9.66), 
6.1 (Figura 9.67), 5.2 (Figura 9.68), 2 (Figura 9.69), 3 (Figura 9.70), 1.2 (Figura 9.71) e 8 
(Figura 9.72). Também ao reconhecer as operações em situações meramente matemáticas, 
por exemplo, nas tarefas 13 (Figura 9.73) e 15 (Figura 9.75), bem como ao apresentar 
flexibilidade no uso das propriedades das operações. Ainda, a produção que apresentou 
para a resolução da tarefa 16 “Calcula o quociente que se obtém dividindo o dobro do 
quadrado de um terço por um” (Figura 9.79), evidencia a sua capacidade de relacionar 
símbolos com linguagem matemática formal.  
Figura 9.799: Produção para a resolução da tarefa 16 
 
Por consequência, a aluna manteve os desempenhos que apresentou no fim da 
realização da UE, pelo que parece ter retido esta componente do SMDR. 
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Em suma, as estratégias e dificuldades que Jacinta evidenciou com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos da multiplicação e da divisão de números 
racionais, seis meses depois da realização da UE, surgem na tabela 8.21.  
 
Tabela 9.21: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática formal significativos 
da multiplicação e da divisão de números racionais – Seis meses depois da UE 
Símbolos e linguagem matemática formal 
significativos 
Jacinta 
Relação de símbolos com 
acções e conhecimentos 
informais 
Estratégias 
Identifica a MIM, DIM, MPM e DPM, 
apresenta razoabilidade na análise de 
processos e resultados e elabora enunciados 
(MIM-RM, DIM-M e DPM-MF) 
Dificuldades ……….............................................................. 
Relação de símbolos com 
linguagem matemática formal 
Estratégias 
Reconhece as operações em situações 
meramente matemáticas e recorre a 
algoritmos formais e apresenta flexibilidade 
no uso das propriedades das operações 
Dificuldades ……….............................................................. 
 
Por conseguinte, a aluna revelou conhecimento significativo de todas as componentes do 
SMDR, de forma integrada, pelo que parece ter retido o sentido das referidas operações.  
 
 
9.6 TRAJECTÓRIA DE APRENDIZAGEM DE JACINTA 
 
9.6.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais 
 
Antes da realização da UE, Jacinta evidenciou estratégias e dificuldades nas 
diferentes componentes do SMDID, que conduziram às seguintes considerações. 
Na componente relativa à familiaridade com os diferentes significados e contextos 
das operações, a aluna identificou sempre a multiplicação e usou-a como estratégia de 
resolução quer em situações de MIM, quer de MPM de números inteiros e números 
decimais. Também recorreu ao modelo de área rectangular para modelar uma tarefa que 
envolve a MIM e todas as tarefas que envolvem a MPM e, posteriormente identificar a 
multiplicação. Assim, o referido modelo afigurou-se como modelo para raciocinar a MPM, 
pelo que atendendo aos níveis de actividade considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 
2005), Jacinta parece estar no nível de actividade geral, onde os modelos se referem a um 
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quadro de representações matemáticas e, por consequência, sem a MPM de números 
inteiros e números decimais formalizada. 
A aluna não apresentou qualquer dificuldade em identificar a divisão em situações 
de DIM-P de números inteiros e números decimais, tendo recorrido à mesma como 
estratégia de resolução. De acordo com Gravemeijer (1994, 1999, 2005), dado que não se 
apoiou em modelos para desenvolver actividade matemática, Jacinta parece ter este 
significado formalizado. Já perante situações de DIM-M de números inteiros e números 
decimais, começou por recorrer à sua modelação com esquemas fundamentados em 
procedimentos aditivos, que de acordo com Vergnaud (1983), se tratam de procedimentos 
sem carácter multiplicativo. Porém, os referidos esquemas conduziram-na à identificação e 
uso da divisão, por considerá-la a estratégia mais eficiente de resolução. Por conseguinte, a 
aluna afigurou pouca familiaridade com a DIM-M.  
Perante situações de DPM-MF de números inteiros e números decimais a aluna 
identificou e usou sempre a divisão. Porém, também recorreu sempre à fórmula da área 
rectangular para modelar as referidas tarefas e, posteriormente, identificar e usar a divisão 
por reconhecê-la como a operação inversa da multiplicação e a estratégia mais eficiente de 
resolução. Já perante situações de DPM-FF Jacinta começou por recorrer à equação 
bxa =×  e, posteriormente, identificou e usou a divisão, por reconhecê-la como a 
operação inversa da multiplicação e, a estratégia mais eficiente de resolução. Deste modo, 
o modelo de área rectangular e a equação bxa =×  afiguraram-se como modelos para 
raciocinar, respectivamente a DPM-MF e a DPM-FF de números inteiros e números 
decimais. Assim, atendendo aos níveis de actividade considerados por Gravemeijer (1994, 
1999, 2005), a aluna parece estar no nível de actividade geral, onde os modelos se referem 
a um quadro de representações matemáticas e, por consequência, sem a DPM de números 
inteiros e números decimais formalizada. 
A compreensão dos diferentes significados das operações é um dos fundamentos do 
sentido de operação (Huinker, 2002). 
Relativamente à flexibilidade no uso das propriedades das operações, embora 
Jacinta tenha evidenciado conhecimento da divisão como a operação inversa da 
multiplicação, de factos operacionais básicos, como a composição e decomposição de 
números inteiros, e de estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações, 
revelou insegurança no recurso às mesmas e preferência pelos algoritmos formais. 
Segundo McIntosh et al (1992), este facto pode advir de hábitos estabelecidos por uma 
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longa prática com os referidos algoritmos. Para os autores, a compreensão das 
propriedades das operações implica que os alunos apliquem intuitivamente as propriedades 
aritméticas em estratégias próprias de cálculo, sendo o recurso a múltiplas estratégias uma 
evidencia do sentido de número. Enfatizam a ligação de aplicações práticas ao 
desenvolvimento e compreensão das propriedades matemáticas fundamentais, alertando 
que só os alunos com bom sentido de número fazem estas relações e estão confiantes na 
aplicação das propriedades numa variedade de situações. O conhecimento e compreensão 
das propriedades de uma operação são fundamentais para o desenvolvimento do sentido de 
operação (Slavit, 1999), dado que este envolve a capacidade de desenvolver estratégias de 
cálculo (Huinker, 2002). 
Em relação à razoabilidade na análise de processos e resultados, a aluna 
evidenciou conhecimento do efeito da multiplicação e da divisão sobre um par de números. 
Verificou dados e resultado e relacionou o contexto com os cálculos efectuados. Porém, 
para a referida verificação recorreu essencialmente aos algoritmos formais, nomeadamente 
à identidade fundamental da divisão. Este facto pode decorrer da sua falta de familiaridade 
com estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações. Assim, o recurso aos 
algoritmos formais tornou a revisão metacognitiva do contexto do problema num processo 
moroso, parecendo não ser entendida por Jacinta, como parte integrante do processo de 
resolução de problemas (McIntosh et al., 1992).  
Na componente dos símbolos e linguagem matemática formal significativos, a 
aluna identificou a multiplicação e a divisão, independentemente dos seus significados e 
contextos quotidianos, verificou dados e resultado e relacionou o contexto com os cálculos 
efectuados e, elaborou enunciados para expressões que representam produtos e quocientes. 
Porém limitou-se a recorrer aos significados de MIM-GE e de DIM – P para a elaboração 
dos referidos enunciadaos. Este procedimento poderá advir de uma maior familiaridade 
com os referidos significados e/ou pouca familiaridade com este tipo de tarefas. Segundo 
Huinker (2002), para que os alunos possam descrever situações da vida real para diferentes 
operações, devem estar familiarizados com diferentes significados e contextos das 
operações. Assim, revelou capacidade em conectar compreensão conceptual com 
linguagem informal (Huinker, 2002), ou seja, em estabelecer ligações entre o mundo 
percepcionado e o mundo dos símbolos – matematização horizontal (Freudenthal, 1973, 
1991; Treffers, 1991).  
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No entanto, Jacinta evidenciou dificuldades em recorrer a estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades das operações, revelando problemas no uso dos símbolos como 
ferramentas para pensar (Huinker, 2002), ou seja, em se reorganizar dentro do mundo dos 
símbolos – matematização vertical (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991).  
Sendo o processo de matematização um processo progressivo, onde o 
conhecimento se vai tornando cada vez mais formal e abstracto (Freudenthal, 1973, 1991; 
Treffers, 1991), a operação deve ser compreendida independentemente de acções em 
elementos concretos, bem como compreendida a sua estrutura, para que se possa falar na 
existência de um avançado sentido dessa operação (Slavit, 1999). 
Entender a operação nas diferentes componentes anteriormente apresentadas, quer 
simultânea ou isoladamente, implica o máximo sentido de operação (Slavit, 1999). 
 
9.6.2 Sentido de número racional 
 
Ainda antes da realização da UE, a aluna evidenciou estratégias e dificuldades nas 
diferentes componentes do SNR, que conduziram às seguintes considerações. 
Jacinta apresentou familiaridade com os diferentes significados das fracções em 
contexto, já que identificou sempre a fracção envolvida, independentemente do seu 
significado e contexto. Esta é uma componente fundamental para uma compreensão 
significativa das fracções e consequente desenvolvimento do SNR (Behr et al., 1992; Behr 
et al., 1983; Kieren, 1976, 1988; Lamon, 2006, 2007; Nunes et al, 2005; Streefland, 1986, 
1991a). 
Denotou flexibilidade com a unidade de referência das fracções em contexto, tanto 
ao nível da sua reconstrução, como no reconhecimento de diferentes unidades de 
referência. Só o conhecimento destes dois processos permite uma compreensão completa 
do conceito de fracção e, por consequência, de número racional, dado que uma fracção tem 
sempre subjacente uma unidade de referência (Behr et al., 1992; Behr et al., 1983; Fosnot 
& Dolk, 2002; Lamon 2006; Monteiro & Pinto, 2005, 2007). 
Na componente relativa à familiaridade com diferentes representações de números 
racionais, a aluna mostrou facilidade na conversão de representações, bem como na 
identificação de fracções equivalentes. Recorreu à regra de multiplicar numerador e 
denominador pelo mesmo número diferente de zero, evidenciando conhecimento formal da 
equivalência de fracções. O conhecimento de que os números podem ter diferentes 
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representações, aliado ao reconhecimento de que algumas representações são mais úteis do 
que outras em certas situações de resolução de problemas, é essencial para o 
desenvolvimento do SNR (Fosnot & Dolk, 2002; McIntosh et al., 1992; Streefland, 1986, 
1991a). 
Relativamente à flexibilidade na comparação, ordenação e densidade de números 
racionais, Jacinta evidenciou facilidade em assinalar números racionais na recta numérica, 
em compará-los e ordená-los, bem como conhecimento da sua densidade. O sentido da 
regularidade dos números, que implica uma compreensão do sistema de numeração 
(McIntosh et al., 1992), e o reconhecimento da densidade do conjunto de números 
racionais facilita a sua compreensão (Monteiro & Pinto, 2007).  
Ao apresentar familiaridade com os diferentes significados das fracções em 
contexto, flexibilidade com a unidade de referência das fracções em contexto, 
familiaridade com diferentes representações e flexibilidade na comparação, ordenação e 
densidade de números racionais, a aluna revelou capacidade de lidar com símbolos e 
linguagem matemática formal significativos e, por conseguinte, SNR (Behr et al., 1992; 
Behr et al., 1983; Kieren, 1976, 1988; Lamon, 2006, 2007; McIntosh et al., 1992; Monteiro 
& Pinto, 2005, 2007; Nunes et al, 2005; Streefland, 1986, 1991a).  
 
9.6.3 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais 
 
Durante a realização da UE, Jacinta afigurou ter ultrapassado as dificuldades 
reveladas no seu desempenho antes da realização da UE, nas diferentes componentes do 
SMDID, e ter adquirido SMDR, que conduziram às seguintes considerações. 
Na componente relativa à familiaridade com os diferentes significados e contextos 
das operações, a aluna identificou e usou sempre a multiplicação como estratégia de 
resolução quer em tarefas onde surge a MIM-GE quer em tarefas onde surge a MIM-RM 
de números racionais. Recorreu também ao modelo de área rectangular para raciocinar a 
MIM-RM, mas apenas em contextos que envolvem relações de relações, ou seja, duas 
unidades de referência, pelo que o referido modelo se afigurou como modelo para 
raciocinar este significado da multiplicação nos referidos contextos. Deste modo, e 
atendendo aos níveis de actividade considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), 
Jacinta encontra-se no nível de actividade geral, onde os modelos se referem a um quadro 
de representações matemáticas e, por consequência, sem a MPM-RM de números 
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racionais, em situações que envolvem relações de relações, formalizada. Por conseguinte, 
parece ter formalizado a MIM de números racionais, excepto em situações de MPM-RM 
que envolvem relações de relações.   
Também em situações de DIM-M de números racionais, a divisão foi sempre 
identificada e usada pela aluna como estratégia de resolução. Apenas numa tarefa cujo 
contexto envolve a grandeza velocidade, recorreu também à tabela de razão, pelo que este 
modelo parece funcionar como modelo para raciocinar este significado da divisão no 
referido contexto. Deste modo, e atendendo aos níveis de actividade considerados por 
Gravemeijer (1994, 1999, 2005), Jacinta encontra-se no nível de actividade geral, onde os 
modelos se referem a um quadro de representações matemáticas e, por consequência, sem 
a DIM-M de números racionais, nas referidas situações, formalizada. Por conseguinte, 
parece ter formalizado a MIM de números racionais, excepto em situações que envolvem a 
grandeza velocidade.   
De salientar, que durante o seu desempenho antes da realização da UE, a aluna 
recorreu a esquemas, ou seja, modelos não estruturados para modelar as tarefas que 
envolvem este significado da divisão evidenciando raciocínio aditivo, enquanto durante a 
realização da UE passou a recorrer a modelos estruturados, como a tabela de razão, 
evidenciando raciocínio multiplicativo. Segundo Gravemeijer (1994, 1999), os modelos 
emergem da actividade dos alunos como modelos de uma situação que lhes é familiar e 
mais tarde transformam-se, através de um processo de generalização e formalização, em 
modelos para o raciocínio matemático formal. Para o autor, esta transformação do modelo 
corresponde a uma alteração na forma de pensar do aluno, dado que o enfoque deixa de ser 
no contexto da situação modelada, para passar a ser nas relações matemáticas.  
Assim, o facto de durante a realização da UE se terem explorado tarefas em 
contextos reconhecíveis para os alunos, promovendo as suas produções próprias, o 
desenvolvimento de diferentes modelos de situações e o debate de ideias em plenário, 
conforme sugerem vários autores (Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Streefland, 
1991a; Treffers, 1991), parece ter contribuído para uma ligação entre o conhecimento 
informal e formal de Jacinta, já que afigurou ter formalizado a DIM-M de números 
racionais, excepto em situações que envolvem a grandeza velocidade, significado com o 
qual evidenciou pouca familiaridade no seu desempenho antes da realização da UE. Este 
facto corrobora ainda, a ideia de que situações que envolvem o referido significado da 
divisão ancoram mais facilmente nas ideias informais dos alunos, permitindo-lhes chegar a 
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estratégias formais, nomeadamente ao algoritmo formal de forma compreensiva (Flores, 
2002; Huinker, 1998; Siebert, 2002; Sinicrope et al., 2002). 
A aluna também identificou e usou sempre a divisão como estratégia de resolução 
em situações de DIM-P de números racionais. Deste modo, e atendendo aos níveis de 
actividade considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), Jacinta encontra-se no nível 
de raciocínio matemático formal, o qual já não depende de modelos para a actividade 
matemática e, por consequência, com a DIM-P de números racionais, formalizada.  
Nas tarefas que envolvem a MPM de números racionais, a aluna identificou e usou 
sempre a multiplicação como estratégia de resolução. Porém, também recorreu sempre ao 
modelo de área rectangular como modelo para raciocinar este significado da multiplicação, 
tal como no seu desempenho antes da realização da UE. Por conseguinte, parece não ter 
formalizado este significado da multiplicação, já que atendendo aos níveis de actividade 
considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), Jacinta encontra-se no nível de 
actividade geral e, por conseguinte, onde os modelos se referem a um quadro de 
representações matemáticas. 
Também em situações de DPM de números racionais, a divisão foi sempre 
identificada e usada pela aluna como estratégia de resolução. Porém, recorreu sempre ao 
modelo de área rectangular para raciocinar a DPM-MF. Assim, apenas a DPM-FF parece 
ter sido formalizada pela aluna. 
O recurso sistemático a modelos para raciocinar a MPM e DPM parece advir da 
própria natureza, mais complexa, da referida estrutura multiplicativa (Schwartz, 1988; 
Vergnaud, 1983, 1988). É que, o produto de medidas envolve diferentes dimensões 
(comprimento e largura) da mesma quantidade extensiva e não relações entre duas 
quantidades extensivas diferentes, como acontece com as situações de isomorfismo de 
medidas (Schwartz, 1988). De outro modo, a estrutura do produto de medidas pode ser 
vista como um isomorfismo duplo ou proporção dupla, pelo que não deverá ser trabalhada, 
sem que esteja compreendida a estrutura do isomorfismo de medidas (Vergnaud, 1983, 
1988).  
Por conseguinte, Jacinta identificou e usou sempre a operação envolvida, 
independentemente dos seus significados e contextos, tendo recorrido sempre a 
procedimentos de carácter multiplicativo (Vergnaud, 1983, 1988). Assim, evidenciou 
familiaridade com os diferentes significados e contextos da multiplicação e da divisão de 
números racionais, pelo que parece ter adquirido uma das componentes fundamentais do 
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sentido de operação (Huinker, 2002; Slavit, 1999). O facto de durante a realização da UE 
se ter contemplado a exploração de tarefas que envolvem diferentes significados e 
contextos das referidas operações, promovendo a descontinuidade entre raciocínio aditivo 
e multiplicativo (Nunes & Bryant, 1997; Schwartz, 1988; Vergnaud, 1983, 1988), parece 
ter desenvolvido o raciocínio multiplicativo da aluna e, por consequência, a familiaridade 
com esta componente do SMDR. Também a exploração de tarefas em contextos 
reconhecíveis para os alunos, a valorização das suas produções próprias, o 
desenvolvimento de modelos de situação, as conexões matemáticas e o carácter interactivo 
do ensino-aprendizagem promovidos durante a realização da UE, conforme sugerem vários 
autores (Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Streefland, 1991a; Treffers, 1991), 
parecem ter contribuído para uma ligação entre o conhecimento informal e formal da 
aluna, já que afigurou ter formalizado a maioria dos significados estudados, mesmo o 
significado com o qual denotou menos familiaridade no seu desempenho antes da 
realização da UE.  
Relativamente à flexibilidade no uso das propriedades das operações, a aluna 
recorreu a factos operacionais básicos, nomeadamente à composição e decomposição de 
numerais mistos. Apresentou estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das 
operações e ainda, compreensão significativa da divisão como a operação inversa da 
multiplicação. Assim, afigurou ter superado as dificuldades apresentadas no seu 
desempenho antes da realização da UE e, por conseguinte, adquirido flexibilidade com as 
propriedades das operações. Importa salientar, que no âmbito da realização da UE, se 
explorou o recurso a factos operacionais básicos, a estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações e as relações entre as operações de multiplicação e divisão de 
números racionais. Para o efeito foram exploradas tarefas que promovem a ligação de 
aplicações práticas ao desenvolvimento e compreensão das propriedades matemáticas 
fundamentais, conforme sugerem McIntosh et al. (1992) e Slavit (1999). Este facto parece 
ter contribuído para os desempenhos apresentados por Jacinta nesta componente do 
SMDR.  
Segundo Slavit (1999), a familiaridade com as propriedades das operações é 
facilitada pela experiência com diferentes operações matemáticas, actuando sobre 
diferentes objectos matemáticos (números inteiros, decimais e fracções). Também o 
conhecimento das relações entre diferentes operações favorece o conhecimento de cada 
uma das operações e, por consequência, contribui para o desenvolvimento de estratégias 
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com recurso a factos básicos das operações para o seu cálculo (McIntosh et al., 1992; 
Huinker, 2002; Slavit, 1999). Na opinião de Slavit (1999), a familiaridade com as 
propriedades das operações promove flexibilidade de cálculo, conduzindo a formas de 
pensamento algébrico, ao permitir que os alunos actuem na própria operação e não apenas 
nos elementos a operar. Por isso, considera esta componente fundamental para o 
desenvolvimento do sentido de operação, dado que permite o recurso a estratégias de 
resolução mais avançadas, que diminuem o grau de dificuldade das tarefas. Também 
Huinker (2002) considera o conhecimento e compreensão das propriedades de uma 
operação fundamentais para o desenvolvimento do sentido de operação, dado que envolve 
a capacidade de desenvolver estratégias de cálculo. 
No que concerne à razoabilidade na análise de processos e resultados, a aluna 
evidenciou conhecimento do efeito das operações sobre um par de números, bem como o 
hábito de verificar dados e resultado e relacionar o contexto com os cálculos efectuados. 
De salientar, que a verificação de dados e resultado deixou de ser essencialmente 
fundamentada em algoritmos formais, conforme desempenho antes da realização da UE, 
para passar a fundamentar-se em estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das 
operações, consequência da sua flexibilidade com as referidas propriedades. Assim, a 
revisão metacognitiva do contexto do problema passou a ser rápida, tornando-se uma parte 
integrante do processo de resolução de problemas, pelo que o resultado e o próprio 
problema parecem ter importância para Jacinta. O facto da resolução de problemas ter sido 
o verdadeiro objectivo do ensino-aprendizagem durante a realização da UE, em vez de uma 
ferramenta matemática, conforme sugerem vários autores (Freudenthal, 1973, 1991; 
Gravemeijer, 1994; Streefland, 1991a; Treffers, 1991), parece ter contribuído para os 
desempenhos apresentados pela aluna nesta componente do SMDR.  
Segundo Huinker (2002) compreender uma operação implica raciocinar sobre os 
efeitos que ela tem sobre os números. Salienta ainda, que a interacção entre o sentido de 
operação e o sentido de número permite aos alunos reflectirem sobre a razoabilidade dos 
resultados. 
Na componente relativa a símbolos e linguagem matemática formal significativos, a 
aluna identificou e usou a multiplicação e a divisão como estratégia de resolução em todas 
as tarefas que as envolvem, independentemente dos seus significados e contextos. 
Evidenciou flexibilidade com as propriedades das operações e razoabilidade de processos e 
resultados. Também ao elaborar enunciados para expressões que representam produtos ou 
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quocientes, evidenciou capacidade de relacionar símbolos com linguagem matemática de 
forma significativa. De salientar, o recurso a uma maior diversidade de significados, 
nomeadamente MIM-GE, MIM-RM, DIM-M e DPM-MF, do que no seu desempenho 
antes da realização da UE. Segundo Huinker (2002), para que os alunos possam descrever 
situações da vida real para diferentes operações, devem estar familiarizados com diferentes 
significados e contextos das operações.  
Por conseguinte, Jacinta revelou capacidade de relacionar símbolos com acções e 
conhecimentos informais – matematização horizontal (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 
1991), bem como com linguagem matemática formal – matematização vertical 
(Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991). Sendo o processo de matematização, um 
processo progressivo, onde o conhecimento se vai tornando cada vez mais formal e 
abstracto (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991), a operação deve ser compreendida, 
independentemente de acções em elementos quotidianos, para que se possa falar na 
existência de um avançado sentido e uso dessa operação (Slavit, 1999).  
Em suma, a aluna afigurou um entendimento da multiplicação e da divisão de 
números racionais nas diferentes componentes do SMDR, anteriormente apresentadas, 
quer simultânea ou isoladamente, pelo que de acordo com Slavit (1999), parece ter 
adquirido o máximo sentido de operação. Estes resultados corroboram o processo de 
matematização implementado durante a UE, que envolveu de forma intimamente 
relacionada as componentes horizontal e vertical, como um processo progressivo onde o 
conhecimento se vai tornando cada vez mais formal e abstracto (Freudenthal, 1973, 1991; 
Treffers, 1991). O referido processo, envolveu principalmente formalizar e generalizar, 
onde formalizar implicou modelar, simbolizar, esquematizar e definir, enquanto 
generalizar implicou reflectir e argumentar (Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; 
Streefland, 1991a; Treffers, 1991). Assim, durante a realização da UE, as estratégias 
informais usadas pelos alunos em contextos reconhecíveis foram a base para o processo de 
desenvolvimento de conceitos e conexões entre eles, bem como para chegar a 
procedimentos formais através de um processo gradual de esquematização, abreviação e 
generalização (Dolk, 2008; Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Keijzer, 2003; 
Streefland, 1991a; Treffers, 1991). Para tal, proporcionaram-se situações de ensino-
aprendizagem que estimularam os alunos à actividade de modelação, pelo que os 
desempenhos apresentados por Jacinta parecem corroborar a opinião dos autores, de que é 
através dos modelos que os alunos progridem do conhecimento informal para o formal, ou 
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seja, que os modelos são os suportes de aprendizagem na passagem do conhecimento 
concreto para o abstracto. Por conseguinte, a exploração de contextos significativos aliada 
a um processo de matematização progressiva, conforme sugerem vários autores (Dolk, 
2008; Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Keijzer, 2003; Streefland, 1991a; 
Treffers, 1991), parece ter promovido a generalização e abstracção de conceitos 
matemáticos pela aluna, nomeadamente da multiplicação e da divisão de números 
racionais. 
No fim da realização da UE, Jacinta manteve os desempenhos que apresentou 
durante a realização da UE nas diferentes componentes do SMDR. São excepção, o recurso 
à tabela de razão e ao modelo de área rectangular para modelar, respectivamente, situações 
de DIM-M e de MPM e DPM-MF. Assim, afigurou ter interiorizado SMDR, que conduziu 
às seguintes considerações. 
Na componente relativa à familiaridade com os diferentes significados e contextos 
das operações, a aluna voltou a identificar e usar sempre a multiplicação como estratégia 
de resolução quer em tarefas onde surge a MIM-GE, quer em tarefas onde surge a MIM-
RM. Também continuou a recorrer ao modelo rectangular, para raciocinar a MIM-RM em 
situações que envolvem relações de relações, ou seja, duas unidades de referência. Porém, 
o referido recurso evoluiu, no sentido em que Jacinta deixou de atender aos aspectos 
irrelevantes da situação na sua modelação (Keijzer, 2003).  
A divisão também voltou a ser sempre identificada e usada pela aluna como 
estratégia de resolução quer em tarefas de DIM-M, quer em tarefas de DIM-P. Deixou de 
recorrer à tabela de razão para raciocinar a MIM-M em contextos que envolvem a grandeza 
velocidade, pelo que parece ter abstraído o referido modelo, ou seja, percebido o que é 
invariante na situação (Keijzer, 2003).  
Nas tarefas que envolvem a MPM, Jacinta continuou a identificar e usar sempre a 
multiplicação como estratégia de resolução. Também voltou a identificar e usar sempre a 
divisão como estratégia de resolução nas tarefas que a envolvem como DPM-MF e DPM-
FF. Deixou de recorrer ao modelo de área rectangular para raciocinar a MPM e a DPM-
MF, pelo que parece ter abstraído o referido modelo, ou seja, percebido o que é invariante 
nas situações (Keijzer, 2003).  
Por conseguinte, Jacinta identificou e usou sempre a operação envolvida, 
independentemente dos significados e contextos das tarefas, e recorreu sempre a 
procedimentos de carácter multiplicativo. Assim, continuou a evidenciar familiaridade com 
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os diferentes significados e contextos da multiplicação e da divisão de números racionais, 
conforme evidenciou durante a realização da UE. De salientar, o abandono da tabela de 
razão para raciocinar a DIM-M, em contextos que envolvem a grandeza velocidade, e do 
modelo de área rectangular para raciocinar a MPM e a DPM-MF. Assim, os referidos 
modelos parecem ter sido os responsáveis pela progressão entre o conhecimento informal e 
formal da aluna, corroborando a opinião de vários autores (Fosnot & Dolk, 2002; 
Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994, 1999; Streefland, 1991a; Treffers, 1991). 
Note-se, que Jacinta já recorria ao modelo de área rectangular para raciocinar a MPM e a 
DPM-MF de números inteiros e números decimais, facto que poderá justificar a sua 
abstracção nesta fase, apesar da natureza mais complexa da referida estrutura 
multiplicativa (Schwartz, 1988; Vergnaud, 1983, 1988). Assim, a aluna parece ter 
interiorizado uma das componentes do sentido de operação, que Huinker (2002) e Slavit 
(1999) consideram fundamental. 
Relativamente à flexibilidade no uso das propriedades das operações, Jacinta 
voltou a recorrer a factos operacionais básicos, nomeadamente à composição e 
decomposição de numerais mistos, bem como a diferentes estratégias de cálculo baseadas 
nas propriedades das operações. Continuou a evidenciar conhecimento formal da divisão 
como a operação inversa da multiplicação, já que a identificou em contextos meramente 
matemáticos. Assim, a aluna continuou a evidenciar flexibilidade com as propriedades das 
operações, tal como durante a realização da UE. Por conseguinte, parece ter interiorizado 
esta componente do SMDR, fundamental para o desenvolvimento do sentido de operação 
(Huinker, 2002; Slavit, 1999). 
No que concerne à razoabilidade na análise de processos e resultados, Jacinta 
continuou a reconhecer o efeito das operações sobre um par de números, bem como a 
verificar dados e resultado e a relacionar o contexto com os cálculos efectuados. Mais uma 
vez, manteve os desempenhos que apresentou durante a realização da UE, pelo que parece 
ter interiorizado esta componente do SMDR. A existência de uma interacção entre o 
sentido de operação e o sentido de número permite aos alunos reflectirem sobre a 
razoabilidade dos resultados (Huinker, 2002). 
Também na componente relativa a símbolos e linguagem matemática formal 
significativos, a aluna voltou a identificar a multiplicação e a divisão em todas as tarefas 
que as envolvem, independentemente dos seus significados e contextos, a apresentar 
flexibilidade no uso das propriedades das operações e razoabilidade na análise de 
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processos e resultados. Assim, evidenciou capacidade de relacionar símbolos com acções e 
conhecimentos informais – matematização horizontal (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 
1991), bem como com linguagem matemática formal – matematização vertical 
(Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991). Também ao elaborar enunciados para 
expressões que representam produtos ou quocientes, evidenciou capacidade de relacionar 
símbolos com linguagem matemática de forma significativa. Por conseguinte, manteve os 
desempenhos que apresentou durante a realização da UE, pelo que parece ter interiorizado 
estratégias para lidar com símbolos e linguagem matemática formal significativos. 
Em suma, Jacinta afigurou um entendimento da multiplicação e da divisão nas 
diferentes componentes do SMDR, anteriormente apresentadas, quer simultânea ou 
isoladamente, pelo que de acordo com Slavit (1999), parece ter interiorizado o máximo 
sentido de operação. Não serão alheios a estes resultados, uma abordagem pela EMR ao 
ensino-aprendizagem da multiplicação e da divisão de números racionais (Freudenthal, 
1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Streefland, 1991a; Treffers, 1991), centrada no 
desenvolvimento do sentido das referidas operações (Huinker, 2002; Slavit, 1999), com 
enfoque no desenvolvimento das estruturas multiplicativas (Nunes & Bryant, 1997; 
Schwartz, 1988; Vergnaud, 1983, 1988), adoptada na UE realizada neste estudo. 
Seis meses depois da realização da UE, a aluna manteve os desempenhos que 
apresentou no fim da realização da UE, nas diferentes componentes do SMDR. É 
excepção, o recurso ao modelo rectangular para modelar situações de MIM-RM que 
envolvem duas unidades de referência. Assim, afigurou ter retido o SMDR, que conduziu 
às seguintes considerações. 
Na componente relativa à familiaridade com os diferentes significados e contextos 
das operações, Jacinta continuou a identificar e a usar sempre a multiplicação como 
estratégia de resolução, quer em tarefas onde surge a MIM-GE quer em tarefas onde surge 
a MIM-RM. Porém, não recorreu ao modelo rectangular, conforme durante e no fim da 
realização da UE, para raciocinar a MIM-RM em situações que envolvem relações de 
relações, ou seja, duas unidades de referência. Assim, parece ter abstraído o referido 
modelo, ou seja, percebido o que é invariante na situação (Keijzer, 2003). De salientar, que 
no fim da realização da UE, o recurso à modelação da tarefa tinha evoluído, no sentido em 
que a aluna deixou de atender aos aspectos irrelevantes da situação na sua modelação 
(Keijzer, 2003).  
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A divisão também voltou a ser sempre identificada e usada por Jacinta como 
estratégia de resolução, quer em tarefas de DIM-M quer em tarefas de DIM-P. 
Nas tarefas que envolvem a MPM, voltou a identificar e usar sempre a 
multiplicação como estratégia de resolução. Também nas tarefas que envolvem a DPM-MF 
e a DPM-FF, voltou a identificar e usar sempre a divisão como estratégia de resolução.  
Por conseguinte, a aluna identificou e usou sempre a operação envolvida, 
independentemente dos significados e contextos das tarefas, e recorreu sempre a 
procedimentos de carácter multiplicativo. Assim, continuou a evidenciar familiaridade com 
os diferentes significados e contextos da multiplicação e da divisão de números racionais, 
conforme desempenho no fim da realização da UE. De salientar, o abandono do modelo 
rectangular para raciocinar a MIM-RM, em contextos que envolvem relações de relações, 
pelo que o referido modelo parece ter sido responsável pela progressão entre o 
conhecimento informal e formal de Jacinta, corroborando a opinião de vários autores 
(Fosnot & Dolk, 2002; Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994, 1999; Streefland, 
1991a; Treffers, 1991). Por consequência, parece ter retido uma das componentes do 
sentido de operação, que Huinker (2002) e Slavit (1999) consideram fundamental.  
Relativamente à flexibilidade no uso das propriedades das operações, a aluna 
continuou a evidenciar conhecimento de factos operacionais básicos, nomeadamente 
quando recorreu à composição e decomposição de numerais mistos. Voltou a apresentar 
estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações e ainda, compreensão 
significativa da divisão como a operação inversa da multiplicação. Assim, continuou a 
evidenciar flexibilidade com as propriedades das operações, conforme no fim da realização 
da UE. Por conseguinte, parece ter retido esta componente do SMDR, considerada também 
por Huinker (2002) e Slavit (1999), como fundamental para o desenvolvimento do sentido 
de operação. 
No que concerne à razoabilidade na análise de processos e resultado, Jacinta 
continuou a evidenciar conhecimento do efeito das operações sobre um par de números, 
bem como o hábito de verificar dados e resultado e relacionar o contexto com os cálculos 
efectuados. Mais uma vez, manteve os desempenhos que apresentou no fim da realização 
da UE, pelo que parece ter retido esta componente do SMDR. A existência de uma 
interacção entre o sentido de operação e o sentido de número permite aos alunos 
reflectirem sobre a razoabilidade dos resultados (Huinker, 2002). 
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Também na componente relativa a símbolos e linguagem matemática formal 
significativos, a aluna continuou a identificar a multiplicação e a divisão em todas as 
tarefas que as envolvem, independentemente dos seus significados e contextos, a 
apresentar flexibilidade com as propriedades das operações e razoabilidade de processos e 
resultados. Assim, evidenciou capacidade de relacionar símbolos com acções e 
conhecimentos informais – matematização horizontal (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 
1991), bem como com linguagem matemática formal – matematização vertical 
(Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991). Também ao elaborar enunciados para 
expressões que representam produtos ou quocientes, evidenciou capacidade de relacionar 
símbolos com linguagem matemática de forma significativa. Por conseguinte, manteve os 
desempenhos que apresentou no fim da realização da UE, pelo que parece ter retido a 
capacidade de lidar com símbolos e linguagem matemática formal significativos. 
Em suma, Jacinta afigurou um entendimento da multiplicação e da divisão de 
números racionais nas diferentes componentes do SMDR, anteriormente apresentadas, 
quer simultânea ou isoladamente, o que de acordo com Slavit (1999) significa ter retido o 
máximo sentido de operação. Não serão alheios a estes resultados, uma abordagem pela 
EMR ao ensino-aprendizagem da multiplicação e da divisão de números racionais 
(Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994; Streefland, 1991a; Treffers, 1991), centrada 
no desenvolvimento do sentido das referidas operações (Huinker, 2002; Slavit, 1999), com 
enfoque no desenvolvimento das estruturas multiplicativas (Nunes & Bryant, 1997; 
Schwartz, 1988; Vergnaud, 1983, 1988), adoptada na UE realizada neste estudo. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 451 
 
 
 
CAPITULO 10 
 
 
ANÁLISE TRANSVERSAL DAS TRAJECTORIAS DE 
APRENDIZAGEM 
 
 
 A análise transversal das trajectórias de aprendizagem realizadas por Lúcia, 
Francisco e Jacinta permitiu comparar o desenvolvimento do sentido da multiplicação e da 
divisão de números racionais dos alunos-caso e, por consequência, conhecer a diversidade 
de realidades dentro do mesmo grupo, bem como as suas convergências. Assim, neste 
capítulo começam por se comparar as estratégias e dificuldades evidenciadas pelos alunos 
antes, durante, no fim e seis meses depois da realização de uma unidade de ensino, para o 
desenvolvimento do sentido das referidas operações. Dada a sua relevância no 
desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de números racionais, são ainda 
comparadas as estratégias e dificuldades que os alunos evidenciaram com o conceito de 
número racional, ou seja, o sentido de número racional que possuíam antes da realização 
da unidade de ensino. Ao longo do capítulo serão ainda discutidas as implicações da 
unidade de ensino no desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de 
números racionais dos alunos. 
 
 
10.1 SENTIDO DA MULTIPLICAÇÃO E DA DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS  
 
 A análise transversal do desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão 
de números racionais (SMDR) dos três alunos-caso teve por base o modelo adoptado neste 
estudo para caracterizar o referido sentido (Tabelas 4.2 e 6.3), que envolve o 
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desenvolvimento integrado de diferentes componentes, nomeadamente: (i) familiaridade 
com os diferentes significados e contextos das operações; (ii) flexibilidade no uso das 
propriedades das operações; (iii) razoabilidade na análise de processos e resultados; e (iv) 
símbolos e linguagem matemática significativos.  
 
 
10.1.1 Familiaridade com os diferentes significados e contextos das operações 
  
Na tabela 10.1 apresenta-se uma síntese comparativa das estratégias e dificuldades 
evidenciadas pelos alunos na componente do SMDR, relativa à familiaridade com os 
diferentes significados e contextos daquelas operações. A síntese contempla dados 
emanados das produções dos alunos antes, durante, no fim e seis meses depois da 
realização da unidade de ensino (UE), permitindo a comparação dos seus trajectos de 
aprendizagem nesta componente do SMDR.  
 
Tabela 10.1: Estratégias e dificuldades com os diferentes significados e contextos da multiplicação 
e da divisão de números racionais 
Familiaridade com os 
diferentes significados e 
contextos das operações 
Trajecto de 
aprendizagem 
Lúcia Francisco Jacinta 
M
u
lt
ip
li
ca
çã
o
 c
o
m
o
 i
so
m
o
rf
is
m
o
 d
e 
m
ed
id
a
s 
(M
IM
) 
G
ru
p
o
s 
eq
u
iv
a
le
n
te
s 
(G
E
) 
Estratégias 
Antes 
Esquema e 
adição 
sucessiva 
 
Modelo de área rectangular e multiplicação 
Durante 
Fim 
Seis meses 
depois 
 
Multiplicação 
Dificuldades 
Antes 
Durante 
Fim 
Seis meses 
depois 
 
……………………………..……………...
10 
lt i p li Estratégias Antes Multiplicação 
                                                 
 
10 Não evidenciadas. 
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Durante 
Fim 
Modelo rectangular e multiplicação 
Seis meses 
depois Multiplicação 
Dificuldades 
Antes 
Durante 
Fim 
Seis meses 
depois 
...................................................................... 
D
iv
is
ã
o
 c
o
m
o
 i
so
m
o
rf
is
m
o
 d
e 
m
ed
id
a
s 
(D
IM
) 
M
ed
id
a
 (
M
) 
Estratégias 
Antes 
Distribuição 
um-a-um  
Subtracção 
sucessiva 
 Modelo rectangular 
Esquema, adição sucessiva e divisão 
Durante 
Tabela de 
razão  
Tabela de 
razão 
Fracção e divisão 
Fim 
Tabela de 
razão  
Fracção e divisão 
Seis meses 
depois Fracção e divisão 
Dificuldades 
Antes 
Identificar a 
divisão em 
contexto de 
números 
grandes ou 
decimais 
Identificar a 
divisão em 
contexto de 
números 
pequenos 
……………. 
Durante 
Fim 
Seis meses 
depois 
…………………………………………….. 
P
a
rt
il
h
a
 (
P
) 
Estratégias 
Antes Divisão 
Durante 
Fim 
Seis meses 
depois 
 
Equação 
bxa =×   
Tabela de razão  
Divisão 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais 
454 
Dificuldades 
Antes 
Durante 
Fim 
Seis meses 
depois 
…….………………………………………. 
M
u
lt
ip
li
ca
çã
o
 c
o
m
o
 p
ro
d
u
to
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e 
m
ed
id
a
s 
(M
P
M
) Estratégias 
Antes 
Durante 
Modelo de área rectangular e multiplicação 
Fim 
Seis meses 
depois 
 
Multiplicação 
Dificuldades 
Antes 
Durante 
Fim 
Seis meses 
depois 
…………………………………………….. 
D
iv
is
ã
o
 c
o
m
o
 p
ro
d
u
to
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e 
m
ed
id
a
s 
(D
P
M
) 
M
ed
id
a
 e
m
 f
a
lt
a
 (
M
F
) 
Estratégias 
Antes 
Modelo de área rectangular 
Fórmula da 
área 
rectangular 
Divisão 
Durante 
Modelo de 
área 
rectangular 
Equação 
bxa =×  
Modelo de 
área 
rectangular 
Divisão 
Fim 
Seis meses 
depois 
Equação bxa =×   
Divisão 
Dificuldades 
Antes 
Durante 
Fim 
Seis meses 
depois 
…………………………………………….. 
F
a
ct
o
r 
em
 f
a
lt
a
 (
F
F
) 
Estratégias 
Antes 
Equação bxa =×  
Tentativa e erro Divisão 
Durante 
Equação bxa =×   
Divisão 
Fim 
Seis meses 
depois 
 
Equação 
bxa =×   
Divisão 
Dificuldades Antes Identificar a divisão ………..…... 
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Durante 
Fim 
Seis meses 
depois 
…………………………………………….. 
 
 
Desempenho antes da unidade de ensino. Os alunos identificaram e usaram sempre 
a multiplicação como estratégia de resolução quer em situações de MIM, quer de MPM de 
números inteiros e números decimais. Apenas uma excepção de Lúcia, que perante a 
primeira tarefa que envolve a MIM-GE, se limitou a apresentar um esquema com base na 
adição sucessiva, que de acordo com Vergnaud (1983, 1988), se trata de um procedimento 
sem carácter multiplicativo. Porém, os três alunos recorreram ao modelo de área 
rectangular para modelarem uma tarefa que envolve a MIM, num contexto promotor do 
modelo rectangular, e todas as tarefas que envolvem a MPM e, posteriormente, 
identificarem a multiplicação. Assim, o referido modelo afigurou-se como modelo para 
raciocinarem a MPM, pelo que atendendo aos níveis de actividade considerados por 
Gravemeijer (1994, 1999, 2005), os alunos parecem estar no nível de actividade geral, 
onde os modelos se referem a um quadro de representações matemáticas e, por 
consequência, sem a MPM de números inteiros e números decimais formalizada. Porém, 
Schwartz (1988) e Vergnaud (1983, 1988) salientam o carácter mais complexo do produto 
de medidas, respectivamente, por envolver diferentes dimensões (comprimento e largura) 
da mesma quantidade extensiva e, apresentar uma estrutura de proporção dupla. 
Os alunos não apresentaram qualquer dificuldade em identificarem a divisão em 
situações de DIM-P de números inteiros e números decimais, tendo recorrido à mesma 
como estratégia de resolução. De acordo com Gravemeijer (1994, 1999, 2005), dado que 
não se apoiaram em modelos para desenvolverem actividade matemática, este significado 
parece formalizado. Já perante situações de DIM-M de números inteiros e números 
decimais, apenas Jacinta identificou e usou sempre a divisão. Porém, começou por modelar 
todas as situações com esquemas informais fundamentados em procedimentos aditivos, tal 
como Lúcia e Francisco. No entanto, a partir dos referidos esquemas, Jacinta conseguiu 
sempre identificar e usar a divisão, por considerá-la a estratégia mais eficiente de 
resolução. Já Francisco, apenas em contextos que envolvem números grandes e/ou 
decimais, os referidos esquemas levaram-no a identificar e usar a divisão, pelo que os 
números envolvidos no contexto da tarefa, parecem ter promovido a necessidade de uma 
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estratégia mais eficiente de resolução. Quanto a Lúcia, o recurso aos referidos esquemas 
conduziu-a à identificação e uso da divisão como estratégia mais eficiente de resolução, 
apenas em contextos que envolvem números pequenos. Em situações cujos contextos 
envolvem números grandes ou números decimais, não passíveis da modelação com base 
num procedimento de distribuição um-a-um ou adição sucessiva, a aluna não identificou a 
divisão, nem qualquer outra estratégia de resolução. Deste modo, qualquer um dos alunos 
começou por modelar as tarefas com esquemas informais baseados em procedimentos 
aditivos, sendo que nem sempre conseguiram identificar a operação envolvida ou qualquer 
outra estratégia de resolução, com excepção de Jacinta, pelo que pareciam pouco 
familiarizados com este significado da divisão. De salientar, que os alunos recorreram 
essencialmente à adição sucessiva como procedimento aditivo, tendo Jacinta recorrido uma 
única vez à subtracção sucessiva. Por conseguinte, a adição sucessiva parece emanar 
naturalmente das produções informais dos alunos para a resolução de tarefas que envolvem 
a DIM-M de números inteiros e números decimais, à semelhança dos resultados obtidos 
por Vergnaud (1983).  
 Perante situações de DPM-MF de números inteiros e números decimais, qualquer 
um dos alunos identificou e usou sempre a divisão. Porém, também recorreram sempre à 
modelação das tarefas. Lúcia e Francisco usaram o modelo de área rectangular e respectiva 
fórmula, enquanto Jacinta usou apenas a fórmula da área rectangular. A partir da referida 
modelação, identificaram e usaram a divisão, por reconhecerem-na como a operação 
inversa da multiplicação e a estratégia mais eficiente de resolução. Deste modo, o modelo 
de área rectangular e respectiva fórmula afiguraram-se como modelos para raciocinarem a 
DPM-MF, pelo que de acordo com os níveis de actividade considerados por Gravemeijer 
(1994, 1999, 2005), os alunos parecem estar no nível de actividade geral, onde os modelos 
se referem a um quadro de representações matemáticas e, por consequência, sem a DPM-
MF de números inteiros e números decimais formalizada. Já perante situações de DPM-FF 
de números inteiros e números decimais, os alunos começaram por modelar a situação com 
a equação bxa =× . Porém, enquanto esta conduziu Jacinta à identificação e uso da 
divisão, por reconhecê-la como a operação inversa da multiplicação e, a estratégia mais 
eficiente de resolução, o mesmo não ocorreu com Lúcia e Francisco. Estes alunos, 
adoptaram uma estratégia de tentativa e erro para determinar o factor em falta, não tendo 
identificado a divisão. Por conseguinte, apenas para Jacinta a equação se afigurou como 
modelo para raciocinar este significado da divisão, pelo que atendendo aos níveis de 
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actividade considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), a aluna parece estar no nível 
de actividade geral, onde os modelos se referem a um quadro de representações 
matemáticas e, por consequência, sem a DPM-FF de números inteiros e números decimais 
formalizada. Já Lúcia e Francisco revelaram desconhecimento deste significado da divisão. 
Assim, qualquer um dos alunos não parecia ter a DPM de números inteiros e números 
decimais formalizada, mesmo o significado com o qual evidenciaram maior familiaridade, 
ou seja, a DPM-MF. No entanto, importa relembrar que Schwartz (1988) e Vergnaud 
(1983, 1988) salientam o carácter mais complexo do produto de medidas, respectivamente 
por envolver diferentes dimensões (comprimento e largura) da mesma quantidade 
extensiva e, apresentar uma estrutura de proporção dupla. 
Desempenho durante e no fim da unidade de ensino. Qualquer um dos alunos 
identificou e usou sempre a multiplicação como estratégia de resolução quer em tarefas 
onde surge a MIM-GE de números racionais, quer em tarefas onde surge a MIM-RM de 
números racionais. Porém, todos recorreram ao modelo rectangular, mas apenas para 
modelarem situações de MIM-RM que envolvem relações de relações, ou seja, duas 
unidades de referência, e identificarem a operação envolvida, pelo que o referido modelo 
se afigurou como modelo para raciocinarem a MIM-RM. Deste modo, e atendendo aos 
níveis de actividade considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), os alunos 
encontram-se no nível de actividade geral, onde os modelos se referem a um quadro de 
representações matemáticas e, por consequência, sem a MPM-RM de números racionais, 
em situações que envolvem relações de relações, formalizada. Por conseguinte, parecem 
ter formalizado a MIM de números racionais, excepto em situações de MPM-RM que 
envolvem relações de relações.   
A DIM-M de números racionais também foi sempre identificada e usada pelos 
alunos como estratégia de resolução. Apenas em tarefas cujo contexto envolve a grandeza 
velocidade, Jacinta e Lúcia recorreram também à tabela de razão para modelarem a 
situação, porém por motivos diferentes. Jacinta para identificar a operação envolvida e 
Lúcia para evitar o mal-entendido de que o dividendo tem de ser sempre superior ao 
divisor. Assim, a tabela de razão afigurou-se como modelo para raciocinarem a DIM-M 
nas referidas situações durante a realização da UE. Porém, no fim da realização da UE, 
Jacinta passou a identificar a operação envolvida sem recorrer ao referido modelo, pelo que 
parece ter abstraído a tabela de razão, o que de acordo com Keijzer (2003), significa ter 
percebido o que é invariante na situação e, por consequência, formalizado a DIM-M de 
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números racionais, atendendo aos níveis de actividade considerados por Gravemeijer 
(1994, 1999, 2005). Também Lúcia e Francisco parecem ter formalizado este significado 
da divisão, excepto Lúcia nas situações que envolvem a grandeza velocidade. De salientar, 
que durante os seus desempenhos antes da realização da UE, os alunos não pareciam 
familiarizados com a DIM-M, enquanto durante e no fim da realização da UE, parecem ter 
formalizado o referido significado. Estes resultados corroboram as opiniões de Flores 
(2002), Hunker (1998), Siebert (2002) e Sinicrope et al., (2002), quando referem que a 
DIM-M ancora mais facilmente nas estratégias informais dos alunos, permitindo-lhes 
chegar a estratégias formais, nomeadamente ao algoritmo de inverter e multiplicar, de 
forma compreensiva.  
Os três alunos também identificaram e usaram sempre a divisão como estratégia de 
resolução em situações de DIM-P de números racionais. Lúcia e Francisco recorreram 
também à tabela de razão para modelarem situações que envolvem a grandeza velocidade e 
identificarem a operação envolvida. Francisco recorreu ainda, à equação bxa =×  para 
modelar outras tarefas, cujos contextos também não promovem um procedimento de 
partilha, e identificar a divisão. Os referidos modelos afiguraram-se como modelos para 
raciocinarem a DIM-P, em situações que não promovem a partilha. Deste modo, e 
atendendo aos níveis de actividade considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), 
Lúcia e Francisco encontram-se no nível de actividade geral, onde os modelos se referem a 
um quadro de representações matemáticas e, por consequência, sem a MIM-P de números 
racionais, em situações que não promovem a partilha, formalizada. Por conseguinte, os 
alunos parecem ter formalizado a DIM-P de números racionais, excepto as referidas 
situações por Lúcia e Francisco.  
Nas tarefas que envolvem a MPM de números racionais, os três alunos 
identificaram e usaram sempre a multiplicação como estratégia de resolução. Porém, 
durante a realização da UE, continuaram a recorrer ao modelo de área rectangular para 
modelarem este significado e identificarem a multiplicação, tal como nos seus 
desempenhos antes da realização da UE. No entanto, no fim da realização da UE passaram 
a identificar a operação envolvida sem recorrerem ao referido modelo, pelo que parecem 
tê-lo abstraído, o que de acordo Keijzer (2003) significa terem percebido o que é invariante 
na situação. Assim, os alunos formalizaram a MPM de números racionais, dado que, de 
acordo com Gravemeijer (1994, 1999, 2005), deixaram de se apoiar em modelos para 
desenvolverem actividade matemática.  
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Também em situações de DPM de números racionais, a divisão foi sempre 
identificada e usada pelos alunos como estratégia de resolução. Porém, durante a realização 
da UE, Jacinta e Lúcia continuaram a recorrer ao modelo de área rectangular para 
modelarem situações de DPM-MF e identificarem a operação envolvida, tal como nos seus 
desempenhos precedentes. Já Francisco substituiu o referido modelo pela equação 
bxa =×  para modelar as referidas situações e identificar a divisão. No fim da realização 
da UE, Jacinta passou a identificar a DPM-MF, sem recorrer ao modelo de área 
rectangular, enquanto Lúcia substituiu o referido modelo pela equação bxa =× . Francisco 
continuou a modelar as referidas situações com a equação bxa =× . Lúcia e Francisco 
também recorreram à equação bxa =×  para modelarem situações de DPM-FF quer 
durante, quer no fim da realização da UE. Deste modo, parecem ter ultrapassado a pouca 
familiaridade que evidenciaram com este significado nos seus desempenhos precedentes. 
Porém, apenas Jacinta parece ter formalizado a DPM de números racionais, dado que, de 
acordo com Gravemeijer (1994, 1999, 2005), o seu raciocínio matemático deixou de 
depender do apoio de modelos, consequência de ter abstraído o modelo de área rectangular 
e a equação bxa =× , o que de acordo com Keijzer (2003) significa ter percebido o que é 
invariante na situação. Assim, o modelo de área rectangular afigurou-se como modelo para 
raciocinarem a DPM-MF, enquanto a equação bxa =×  como modelo para raciocinarem 
quer a DPM-MF, quer a DPM-FF. Deste modo, e atendendo aos níveis de actividade 
considerados por Gravemeijer (1994, 1999, 2005), os alunos encontram-se no nível de 
actividade geral, onde os modelos se referem a um quadro de representações matemáticas 
e, por consequência, sem os referidos significados formalizados.  
Estes resultados confirmam a complexidade inerente à estrutura produto de medidas 
para a qual nos alerta Schwartz (1988) e Vergnaud (1983, 1988), dado ter sido o 
significado que os alunos modelaram por mais tempo. Embora, tenham abandonado o 
modelo de área rectangular para modelarem as situações de MPM de números racionais e 
identificarem a multiplicação, importa relembrar que era a única estrutura multiplicativa 
para a qual já recorriam a um modelo para raciocinarem a operação envolvida, antes da 
realização da UE. Este facto poderá ter contribuído para a formalização da MPM nesta 
fase. Também situações de MIM-RM que envolvem relações de relações, bem como 
situações de DIM-P que não promovem a partilha, parecem causar alguma dificuldade aos 
alunos, dado que continuaram a recorrer a modelos para raciocinarem as operações 
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envolvidas. Contudo, os alunos identificaram e usaram sempre a operação envolvida, 
independentemente dos seus significados e contextos, tendo recorrido sempre a 
procedimentos de carácter multiplicativo referidos por Vergnaud (1983, 1988). Assim, 
evidenciaram familiaridade com os diferentes significados e contextos da multiplicação e 
da divisão de números racionais, pelo que parecem ter adquirido e interiorizado uma das 
componentes, que Huinker (2002) e Slavit (1999) consideram fundamental no 
desenvolvimento do sentido de operação. 
Dos resultados emana ainda, o modelo de área rectangular como um modelo para 
raciocinarem a MPM e a DPM-MF, sendo a equação bxa =×  um outro modelo para 
raciocinarem quer a DPM-MF, quer a DPM-FF. A tabela de razão surge como um modelo 
para raciocinarem quer a DIM-M, quer a DIM-P, surgindo também a equação bxa =×  
como um modelo para raciocinarem a DIM-P em situações cujos contextos não promovem 
a partilha. De salientar, a transversalidade deste último modelo, na medida em que os 
alunos recorrem ao mesmo para raciocinarem quer a DIM, quer a DPM e ainda, a 
importância da modelação emergente na conexão entre o conhecimento informal e formal 
dos alunos, corroborando as ideias de vários autores (Fosnot & Dolk, 2002; Freudenthal, 
1973, 1991; Gravemeijer, 1994, 1999, 2005; Streefland, 1991a, 1993; Treffers, 1991; van 
den Heuvel-Panhuizen & Wijers, 2005). 
O facto de durante a realização da UE se ter contemplado a exploração de tarefas 
que envolvem diferentes significados e contextos da multiplicação e da divisão de números 
racionais, conforme defendem vários autores (Greer, 1992; Huinker, 2002; McIntosh, Reys 
& Reys, 1992; Nunes & Bryant, 1992; Schwartz, 1988; Slavit, 1999; Vergnaud, 1983, 1988), 
parece ter promovido o desenvolvimento do raciocínio multiplicativo dos alunos, na 
medida em que deixaram de recorrer a procedimentos aditivos para resolver situações que 
requerem raciocínio multiplicativo. 
Também a exploração de tarefas em contextos reconhecíveis para os alunos, a 
valorização das produções próprias, o desenvolvimento de modelos de situação, as 
conexões matemáticas e o carácter interactivo do ensino-aprendizagem promovidos 
durante a realização da UE, ou seja, o ter-se adoptado uma abordagem de ensino-
aprendizagem baseada nos princípios fundamentais da Educação Matemática Realista 
(EMR), conforme recomendam vários autores (Fosnot & Dolk, 2002; Freudenthal, 1973, 
1991; Gravemeijer, 1994, 1999, 2005; Streefland, 1991a, 1993; Treffers, 1991; van den 
Heuvel-Panhuizen & Wijers, 2005), parece ter contribuído para a ligação entre o 
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conhecimento informal e formal dos alunos, já que estes afiguraram ter formalizado, 
mesmo os significados com os quais denotaram pouca familiaridade nos seus desempenhos 
precedentes. Segundo Huinker (2002) e Slavit (1999) a compreensão dos diferentes 
significados das operações é um dos fundamentos do sentido de operação. 
Desempenho seis meses depois da unidade de ensino. Os alunos identificaram e 
usaram a multiplicação como estratégia de resolução quer em tarefas onde surge a MIM-
GE, quer em tarefas onde surge a MIM-RM. Assim, mesmo nas situações de MIM-RM 
que envolvem relações de relações, passaram a identificar a operação envolvida sem 
recorrerem à sua modelação, conforme faziam no fim da realização da UE. Por 
conseguinte, para além de terem retido os conhecimentos que evidenciaram no fim da 
realização da UE, parecem ter ainda, formalizado a MIM-RM de números racionais, em 
situações que envolvem relações de relações, dado que, de acordo com Gravemeijer (1994, 
1999, 2005), deixaram de se apoiar em modelos para desenvolverem actividade 
matemática. Uma consequência, da abstracção do modelo rectangular, o que de acordo 
com Keijzer (2003) significa terem percebido o que é invariante na situação.   
A divisão também foi sempre identificada e usada pelos alunos como estratégia de 
resolução quer em tarefas de DIM-M, quer em tarefas de DIM-P de números racionais. 
Lúcia deixou de recorrer à tabela de razão para modelar situações de DIM-M, cujos 
contextos envolvem a grandeza velocidade e evitar a troca do dividendo pelo divisor, pelo 
que parece ter ultrapassado o mal-entendido de que o dividendo tem de ser sempre superior 
ao divisor. Assim, os alunos retiveram os conhecimentos que evidenciaram no fim da 
realização da UE, sendo que Lúcia parece ainda, ter formalizado a DIM-M nas referidas 
situações, dado que, de acordo Gravemeijer (1994, 1999, 2005), deixou de se apoiar em 
modelos para desenvolver actividade matemática, ou seja, abstraiu a tabela de razão, o que 
para Keijzer (2003), significa ter percebido o que é invariante na situação. Porém, perante 
situações de DIM-P, cujos contextos envolvem a grandeza velocidade, Lúcia e Francisco 
continuaram a recorrer à tabela de razão para modelarem as referidas situações e 
identificarem a operação envolvida. Francisco voltou ainda, a recorrer à equação bxa =× , 
para modelar outras situações de DIM-P, cujos contextos também não promovem o recurso 
a um procedimento de partilha e assim, identificar a divisão. Por conseguinte, qualquer um 
dos alunos parece ter conhecimento formal da DIM-P, excepto Lúcia e Francisco, em 
situações cujos contextos não promovem um procedimento de partilha. Contudo, os alunos 
retiveram os conhecimentos que evidenciaram no fim da realização da UE, continuando 
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Lúcia e Francisco a recorrerem à tabela de razão e à equação bxa =× , como modelos para 
raciocinarem a DIM-P em situações que não promovem um procedimento de partilha. 
Nas tarefas que envolvem a MPM de números racionais, os três alunos 
identificaram e usaram sempre a multiplicação como estratégia de resolução, pelo que 
parecem ter conhecimento formal do referido significado e, por conseguinte, retido o 
conhecimento que evidenciaram no fim da realização da UE. 
Também nas tarefas que envolvem a DPM-MF e a DPM-FF, os alunos 
identificaram e usaram sempre a divisão como estratégia de resolução. Porém, Lúcia e 
Francisco voltaram a recorrer à equação bxa =×  para modelarem situações de DPM-MF e 
Francisco ainda, de DPM-FF, e identificarem a operação envolvida. Assim, para além de 
terem retido os conhecimentos que evidenciaram no fim da realização da UE, Lúcia parece 
ainda, ter formalizado a DPM-FF, na medida em que deixou de recorrer à sua modelação 
para identificar a operação envolvida, ou seja, de acordo com Gravemeijer (1994, 1999, 
2005), deixou de se apoiar em modelos para desenvolver actividade matemática. Uma 
consequência, de ter abstraído a equação bxa =× , o que para Keijzer (2003), significa ter 
percebido o que é invariante na situação.  
Em suma, os alunos identificaram e usaram sempre a operação envolvida, 
independentemente dos significados e contextos das tarefas, e recorreram sempre a 
procedimentos de carácter multiplicativo referidos por Vergnaud (1983, 1988). Por 
conseguinte, continuaram a evidenciar familiaridade com os diferentes significados e 
contextos das operações, conforme evidenciaram no fim da realização da UE, pelo que 
parecem ter retido esta componente do SMDR que Huinker (2002) e Slavit (1999) 
consideram fundamental no desenvolvimento do sentido de operação. De salientar ainda, o 
abandono do modelo rectangular por todos os alunos para raciocinarem a MIM-RM em 
situações que envolvem relações de relações, a tabela de razão e a equação por Lúcia para 
raciocinar respectivamente, a DIM-M em contextos que envolvem a grandeza velocidade e 
a DPM-FF.  
Estes resultados parecem reforçar as potencialidades da UE que serviu de contexto 
a este estudo, no que se refere ao desenvolvimento da familiaridade com os diferentes 
significados e contextos das operações, dado que para além da aquisição e interiorização 
desta componente do SMDR, também parece ter promovido a sua retenção. Assim, uma 
aprendizagem da Matemática contextualizada, ou seja, ligada às experiências dos alunos, 
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permitindo a sua aplicação, parece permitir ainda, a sua retenção, tal como defende 
Freudenthal (1973). 
 
10.1.2 Flexibilidade no uso das propriedades das operações 
 
Na tabela 10.2 apresenta-se uma síntese comparativa das estratégias e dificuldades 
evidenciadas pelos alunos na componente do SMDR, relativa à flexibilidade no uso das 
propriedades da multiplicação e da divisão de números racionais. A síntese contempla 
dados emanados das produções dos alunos antes, durante, no fim e seis meses depois da 
realização da UE, permitindo a comparação dos seus trajectos de aprendizagem nesta 
componente do SMDR.  
 
Tabela 10. 2: Estratégias e dificuldades no uso das propriedades da multiplicação e da divisão de 
números racionais 
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Desempenho antes da unidade de ensino. Embora Francisco e Jacinta, ao contrário 
de Lúcia, tenham evidenciado conhecimento de factos operacionais básicos, como a 
composição e decomposição de números inteiros, e de estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações, revelaram insegurança no recurso às mesmas e preferência 
pelos algoritmos formais. Segundo McIntosh, Reys e Reys (1992), este facto pode advir de 
hábitos estabelecidos por uma longa prática com os referidos algoritmos. Para os autores, a 
compreensão das propriedades das operações implica que os alunos apliquem 
intuitivamente as propriedades aritméticas em estratégias próprias de cálculo, sendo o 
recurso a múltiplas estratégias uma evidencia do sentido de número.  
Apenas Jacinta evidenciou uma compreensão significativa da divisão como a 
operação inversa da multiplicação, já que a identificou quer em situações de DPM-MF, 
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bxa =×   
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Durante 
Modelo de área rectangular, tabela de razão, 
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…………………………………………..……. 
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quer em situações de DPM-FF, onde aquela relação surge de forma muito evidente. 
Perante as referidas situações, recorreu respectivamente ao modelo de área rectangular e à 
equação bxa =×  para as modelar e, posteriormente, identificou a divisão por reconhecê-la 
como a operação inversa da multiplicação e, a estratégia mais eficiente de resolução. Já 
Lúcia e Francisco embora tenham recorrido aos mesmos modelos para modelarem as 
mesmas situações, apenas perante a modelação de situações de DPM-MF com o modelo de 
área rectangular, identificaram a divisão, por reconhecerem-na como a operação inversa da 
multiplicação e, a estratégia mais eficiente de resolução. Perante a modelação de situações 
de DIM-FF com a equação bxa =× , recorreram a estratégias de tentativa e erro para 
identificarem o factor em falta, não tendo identificado a divisão, pelo que não pareciam ter 
conhecimento da sua relação com a multiplicação. Assim, estes alunos não pareciam ter 
uma compreensão significativa da divisão como a operação inversa da multiplicação. 
Para Huinker (2002) e Slavit (1999), o conhecimento das relações entre as 
diferentes operações pode favorecer o conhecimento de cada uma das operações e, por 
conseguinte, contribuir para o desenvolvimento de estratégias de cálculo com recurso a 
factos operacionais básicos. Segundo os autores, o conhecimento e compreensão das 
propriedades de uma operação são fundamentais para o desenvolvimento do sentido de 
operação, dado que este envolve a capacidade de desenvolver estratégias de cálculo. 
Desempenho durante e no fim da unidade de ensino. Os três alunos recorreram a 
factos operacionais básicos e a diferentes estratégias de cálculo baseadas nas propriedades 
das operações, ao contrário do que ocorreu nos seus desempenhos antes da realização da 
UE. Reconheceram a divisão como a operação inversa da multiplicação quer em situações 
de DIM, quer em situações de DPM, pelo que evidenciaram uma compreensão 
significativa daquela relação. De notar, que antes da realização da UE, Lúcia e Francisco 
revelaram dificuldades na referida relação. Por conseguinte, os três alunos parecem ter 
superado as dificuldades que evidenciaram antes da realização da UE e, por conseguinte, 
adquirido e interiorizado esta componente do SMDR, ou seja, flexibilidade no uso das 
propriedades das operações.  
Na opinião de Slavit (1999), a flexibilidade no uso das propriedades das operações 
promove flexibilidade de cálculo, que conduz a formas de pensamento algébrico ao 
permitir que os alunos actuem na própria operação e não apenas nos elementos a operar. 
Por isso, considera esta componente fundamental para o desenvolvimento do sentido de 
operação, dado que permite o recurso a estratégias de resolução mais avançadas, que 
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diminuem o grau de dificuldade das tarefas. Também Huinker (2002) considera o 
conhecimento e compreensão das propriedades de uma operação fundamentais para o 
desenvolvimento do sentido de operação, dado que envolve a capacidade de desenvolver 
estratégias de cálculo. 
De salientar, que durante a realização da UE foram exploradas tarefas que 
promovem a ligação de aplicações práticas ao desenvolvimento e compreensão das 
propriedades matemáticas fundamentais, conforme sugere McIntosh, Reys e Reys (1992), 
bem como proporcionada experiência com diferentes operações matemáticas, actuando 
sobre diferentes objectos matemáticos (números inteiros, números decimais e fracções), 
conforme sugere Slavit (1999), o que de acordo com os autores facilita a flexibilidade no 
uso das propriedades das operações. Assim, explorou-se o recurso a factos operacionais 
básicos e a estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações, bem como as 
relações entre as operações de multiplicação e divisão de números racionais. Estes factos, 
aliados a uma abordagem de ensino-aprendizagem baseada nos princípios fundamentais da 
EMR, conforme recomendam vários autores (Fosnot & Dolk, 2002; Freudenthal, 1973, 
1991; Gravemeijer, 1994, 1999, 2005; Streefland, 1991a, 1993; Treffers, 1991; van den 
Heuvel-Panhuizen & Wijers, 2005), parecem ter contribuído para a flexibilidade no uso 
das propriedades das operações apresentada pelos alunos. 
Desempenho seis meses depois da unidade de ensino. Os alunos evidenciaram 
conhecimento de factos operacionais básicos, de estratégias de cálculo baseadas nas 
propriedades das operações e ainda, conhecimento da divisão como a operação inversa da 
multiplicação. Mais uma vez, os alunos retiveram os conhecimentos que evidenciaram no 
fim da realização da UE, pelo que voltaram a revelar flexibilidade no uso das propriedades 
das operações, mais uma das componentes do SMDR, que Huinker (2002) e Slavit (1999) 
consideram fundamental no desenvolvimento do sentido de operação. 
Estes resultados parecem reforçar as potencialidades da UE que serviu de contexto 
a este estudo, no que se refere ao desenvolvimento da flexibilidade no uso das 
propriedades das operações, dado que para além da aquisição e interiorização desta 
componente do SMDR, também parece ter promovido a sua retenção.  
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10.1.3 Razoabilidade na análise de processos e resultados 
 
Na tabela 10.3 apresenta-se uma síntese comparativa das estratégias e dificuldades 
evidenciadas pelos alunos na componente do SMDR, relativa à razoabilidade na análise de 
processos e resultados da multiplicação e da divisão de números racionais. A síntese 
contempla dados emanados das produções dos alunos antes, durante, no fim e seis meses 
depois da realização da UE, permitindo a comparação dos seus trajectos de aprendizagem 
nesta componente do SMDR.  
 
Tabela 10. 3: Estratégias e dificuldades na análise de processos e resultados da multiplicação e da 
divisão de números racionais 
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12 Não evidenciadas. 
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Desempenho antes da unidade de ensino. Lúcia evidenciou os mal-entendidos 
comuns, como o de que a multiplicação aumenta sempre, a divisão diminui sempre e de 
que o dividendo tem de ser sempre superior ao divisor. Assim, evidenciou dificuldades ao 
nível do efeito das operações sobre um par de números. Segundo Greer (1992), Nunes e 
Bryant (1997), Schwartz (1988) e Vergnaud (1983, 1988), estes mal-entendidos advém de 
se apresentar aos alunos a multiplicação apenas como uma forma eficiente de se fazerem 
adições sucessivas, e a divisão apenas como uma forma eficiente de se partilhar 
equitativamente um conjunto de objectos. 
O hábito de verificar dados e resultado e relacionar o contexto com os cálculos 
efectuados só foi evidenciado por Jacinta. Porém, recorreu essencialmente à revisão 
sistemática dos cálculos efectuados e à identidade fundamental da divisão para a referida 
verificação. Este facto parece consequência da falta de flexibilidade que a aluna revelou 
com estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações. No entanto, Lúcia e 
Francisco pareciam não ter o referido hábito. De acordo com McIntosh, Reys e Reys 
(1992) os alunos omitem esta revisão metacognitiva do contexto do problema quando o 
resultado e o próprio problema, não são importantes para eles.  
Desempenho durante e no fim da unidade de ensino. Os alunos evidenciaram 
conhecimento do efeito das operações sobre um par de números quer durante, quer no fim 
da realização da UE, o que de acordo com Huinker (2002) reflecte compreensão das 
operações. Assim, Lúcia parece ter ultrapassado os mal-entendidos relativos aos efeitos das 
operações, que revelou no seu desempenho antes da realização da UE, nomeadamente os 
de que a multiplicação aumenta sempre, a divisão diminui sempre e o dividendo tem de ser 
sempre superior ao divisor. Contudo, durante a realização da UE foram exploradas tarefas 
que envolvem diferentes significados da multiplicação e divisão de números racionais, que 
de acordo com vários autores (Greer, 1992; Huinker, 2002; Nunes & Bryant, 1997; 
Schwartz, 1988; Vergnaud, 1983, 1988), promovem o ultrapassar dos referidos mal-
entendidos. Também o recurso à modelação das tarefas se revelou eficiente na superação 
daqueles mal-entendidos, nomeadamente no entendimento de que o dividendo tem de ser 
sempre superior ao divisor. Por exemplo, durante e no fim da realização da UE, Lúcia 
recorreu à tabela de razão para modelar situações de DIM-M cujo contexto envolve a 
grandeza velocidade, não para identificar a divisão, mas o dividendo e o divisor.  
Lúcia e Francisco também parecem ter ultrapassado a falta de hábito de verificar 
dados e resultado que evidenciaram antes da realização da UE. Jacinta, apesar de ter 
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evidenciado o referido hábito, limitava-se a uma revisão sistemática do resultado obtido ou 
ainda, à identidade fundamental da divisão, sempre que esta surgia. Assim, durante e no 
fim da realização da UE, os alunos passaram a verificar dados e resultado recorrendo a 
estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações, consequência da sua 
flexibilidade no uso das propriedades das operações. Por conseguinte, a revisão 
metacognitiva do contexto do problema passou a ser rápida, tornando-se uma parte 
integrante do processo de resolução de problemas, o que de acordo com McIntosh, Reys e 
Reys (1992), significa que o resultado e o próprio problema passaram a ter importância 
para os alunos.  
O facto da resolução de problemas ter sido o verdadeiro objectivo do ensino-
aprendizagem durante a realização da UE, promovendo-se a sua modelação, aliados aos 
restantes princípios da abordagem de ensino-aprendizagem adoptada, conforme sugerem 
vários autores (Fosnot & Dolk, 2002; Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994, 1999, 
2005; Streefland, 1991a, 1993; Treffers, 1991; van den Heuvel-Panhuizen & Wijers, 
2005), bem como a exploração dos diferentes significados das operações estudadas, 
também sugerida por vários autores (Greer, 1992; Huinker, 2002; Nunes & Bryant, 1997; 
Schwartz, 1988; Vergnaud, 1983, 1988), parece ter contribuído para a aquisição e 
interiorização desta componente do SMDR, ou seja, para a razoabilidade na análise de 
processos e resultados. 
Desempenho seis meses depois da unidade de ensino. Os alunos voltaram a 
evidenciar conhecimento do efeito das operações sobre um par de números, bem como o 
hábito de verificar dados e resultado e relacionar o contexto com os cálculos efectuados. 
De notar, o abandono da tabela de razão por Lúcia para modelar situações de DIM-M cujo 
contexto envolve a grandeza velocidade e assim, evitar o mal-entendido de que o 
dividendo tem de ser sempre superior ao divisor. Este resultado parece corroborar a 
opinião de vários autores (Fosnot & Dolk, 2002; Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 
1994, 1999, 2005; Streefland, 1991a, 1993; Treffers, 1991; van den Heuvel-Panhuizen & 
Wijers, 2005), quando defendem que é através dos modelos que os alunos progridem do 
conhecimento informal para o formal, ou seja, que os modelos são os suportes de 
aprendizagem na passagem do conhecimento concreto para o abstracto. Por conseguinte, 
os alunos parecem ter retido a razoabilidade na análise de processos e resultados. 
Estes resultados parecem reforçar as potencialidades da UE que serviu de contexto 
a este estudo, no que se refere ao desenvolvimento da razoabilidade na análise de 
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processos e resultados, dado que para além da aquisição e interiorização desta componente 
do SMDR, também parece ter promovido a sua retenção.  
 
10.1.4 Símbolos e linguagem matemática formal significativos 
 
Na tabela 10.4 apresenta-se uma síntese comparativa das estratégias e dificuldades 
evidenciadas pelos alunos na componente do SMDR, relativa a símbolos e linguagem 
matemática formal significativos da multiplicação e da divisão de números racionais. A 
referida síntese contempla dados emanados das suas produções antes, durante, no fim e 
seis meses depois da realização da UE, permitindo a comparação do trajecto de 
aprendizagem realizado por cada um dos alunos nesta componente do SMDR.  
 
Tabela 10. 4: Estratégias e dificuldades com símbolos e linguagem matemática formal 
significativos da multiplicação e da divisão de números racionais 
Símbolos e linguagem 
matemática formal 
significativos 
Trajecto de 
Aprendizagem 
Lúcia Francisco Jacinta 
R
el
a
çã
o
 d
e 
sí
m
b
o
lo
s 
co
m
 a
cç
õ
es
 e
 c
o
n
h
ec
im
en
to
s 
in
fo
rm
a
is
 
Estratégias 
Antes 
Identifica a DIM-P e a DPM-MF 
Identifica a 
DIM e DPM 
e apresenta 
razoabilidade 
na análise de 
processos e 
resultados 
Identifica a MIM e MPM 
 
Elabora enunciados (MIM-GE e 
DIM-P) 
Durante 
 
Identifica a MIM, DIM, MPM e DPM e apresenta 
razoabilidade na análise de processos e resultados 
 
Elabora 
enunciados 
(DIM-P) 
Elabora 
enunciados 
(DPM-MF) 
 
Elabora enunciados (MIM-GE e 
DIM-M) 
Elabora enunciados (MIM-RM) 
Fim 
 
Identifica a MIM, DIM, MPM e a DPM e 
apresenta razoabilidade na análise de processos e 
resultados 
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Elabora 
enunciados 
(DPM-MF) 
 
Elabora 
enunciados 
(DPM-MF) 
Elabora enunciados (MIM-RM e DIM-M) 
Seis meses 
depois 
Identifica a MIM, DIM, MPM e a DPM e 
apresenta razoabilidade na análise de processos e 
resultados 
Elabora 
enunciados 
(DPM-MF) 
Elabora 
enunciados 
(DIM-P) 
Elabora 
enunciados 
(DPM-MF) 
Elabora enunciados (MIM-RM e DIM-M) 
Dificuldades 
Antes 
Reconhecer a DIM-M e a DPM-
FF e apresentar razoabilidade na 
análise de processos e resultados 
…….………
13 
Elaborar 
enunciados ………………………………… 
Durante 
Elaborar 
enunciados 
para 
quocientes 
………………………………. 
Fim 
Seis meses 
depois 
………................………......................................... 
R
el
a
çã
o
 d
e 
sí
m
b
o
lo
s 
co
m
 l
in
g
u
a
g
em
 m
a
te
m
á
ti
ca
 
fo
rm
a
l 
Estratégias 
Antes Reconhece as operações em situações meramente 
matemáticas e recorre a algoritmos formais  
Durante 
Fim 
Seis meses 
depois 
Reconhece as operações em situações 
meramente matemáticas, recorre a algoritmos 
formais e apresenta flexibilidade no uso das 
propriedades das operações 
 
 
 
Dificuldades 
 
 
Antes Apresentar flexibilidade no uso das propriedades 
das operações 
Durante ………................………......................................... 
Fim 
Seis meses 
depois 
………................………......................................... 
                                                 
 
13 Não evidenciadas. 
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Desempenho antes da unidade de ensino. Apenas Jacinta identificou a 
multiplicação e a divisão, independentemente dos seus significados e contextos, embora 
tenha evidenciado pouca familiaridade com a DIM-M. Já Lúcia e Francisco não 
identificaram algumas situações que envolviam o referido significado, bem com a DPM-
FF. Jacinta também apresentou razoabilidade na análise de processos e resultados, mas 
recorreu sempre à revisão sistemática dos cálculos efectuados e à identidade fundamental 
da divisão, sempre que esta surgia, para a referida verificação. Lúcia e Francisco 
evidenciaram não ter o hábito de verificar dados e resultado e relacionar o contexto com os 
cálculos efectuados. Lúcia evidenciou ainda, dificuldades no conhecimento do efeito das 
operações sobre um par de números, bem como em elaborar enunciados para expressões 
que representam produtos ou quocientes. Jacinta e Francisco elaboraram enunciados, sendo 
que recorreram apenas à MIM-GE e à DIM-P. Este procedimento poderá advir de uma 
maior familiaridade com os referidos significados e/ou pouca familiaridade com este tipo 
de tarefas. Segundo Huinker (2002), para que os alunos possam descrever situações da 
vida real para diferentes operações, devem estar familiarizados com diferentes significados 
e contextos das operações. Por conseguinte, de acordo com Huinker (2002), apenas Jacinta 
revelou capacidade em conectar compreensão conceptual com linguagem informal, ou seja, 
em estabelecer ligações entre o mundo percepcionado e o mundo dos símbolos – 
matematização horizontal, conforme designação de Freudenthal (1973, 1991) e Treffers 
(1991). Já Lúcia e Francisco revelaram dificuldades na referida matematização.  
Os três alunos reconheceram as operações em situações meramente matemáticas e 
recorreram a algoritmos formais. No entanto, apresentaram dificuldades em recorrer a 
estratégias de cálculo baseadas nas propriedades das operações. Assim, de acordo com 
Huinker (2002), os alunos denotaram problemas no uso dos símbolos como ferramentas 
para pensar, ou seja, em se reorganizarem dentro do mundo dos símbolos – matematização 
vertical, conforme designação de Freudenthal (1973, 1991) e Treffers (1991). Sendo o 
processo de matematização, um processo progressivo, onde o conhecimento se vai 
tornando cada vez mais formal e abstracto (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991), a 
operação deve ser compreendida independentemente de acções em elementos concretos, 
bem como compreendida a sua estrutura, para que se possa falar na existência de sentido 
dessa operação (Slavit, 1999).  
Desempenho durante e no fim da unidade de ensino. Os alunos identificaram e 
usaram a multiplicação e a divisão como estratégia de resolução em todas as tarefas que as 
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envolvem, independentemente dos seus significados e contextos e, evidenciaram 
razoabilidade na análise de processos e resultados. Jacinta e Francisco elaboraram 
enunciados para expressões que representam produtos ou quocientes. De salientar, o 
recurso a uma maior diversidade de significados para a elaboração de enunciados do que 
antes da realização da UE, sendo os mais frequentes a MIM-RM e a DIM-M. Já Lúcia, 
durante a realização da UE, elaborou enunciados para expressões que representam 
produtos, tendo recorrido à MIM-RM, mas teve dificuldades em elaborar enunciados para 
quocientes. Ao elaborá-los evidenciou o erro comum da divisão por    com a divisão por 
4, à semelhança de resultados obtidos por Nowlin (1996). A maior familiaridade que 
evidenciou com a DIM-P antes da realização da UE, aliada a um entendimento da mesma, 
apenas como uma forma eficiente de partilhar equitativamente um conjunto de objectos, 
que Greer (1992) e Schwartz, (1988), consideram ser um conhecimento limitado da DIM-
P, parecem estar na origem da referida confusão. Com efeito, a compreensão de muitos 
conceitos relativos aos números racionais está baseada em relações entre números inteiros 
de natureza multiplicativa, nomeadamente a multiplicação e a divisão de números inteiros 
e suas relações (Flores, 2002; Vanhille & Baroody, 2002; Vergnaud, 1983, 1988).  
Porém, no fim da realização da UE, Lúcia já conseguiu elaborar enunciados quer 
para expressões que representam produtos, quer quocientes, tendo recorrido à MIM-RM e 
à DIM-M e DPM-MF, pelo que qualquer um dos alunos revelou capacidade de relacionar 
símbolos com acções e conhecimentos informais. Apesar de Lúcia ter revelado 
familiaridade com os diferentes significados e contextos da divisão durante a realização da 
UE, condição necessária para que os alunos possam descrever situações da vida real para a 
operação (Huinker, 2002), há que considerar o desenvolvimento a longo prazo das 
concepções e competências dos alunos, bem como as continuidades e descontinuidades que 
caracterizam esse desenvolvimento (Vergnaud, 1996b).  
Os alunos revelaram ainda, capacidade de relacionar símbolos com linguagem 
matemática formal, ao reconhecerem as operações em situações meramente matemáticas, 
recorrerem a algoritmos formais e apresentarem flexibilidade no uso das propriedades das 
operações. Por conseguinte, na perspectiva de Freudenthal (1973, 1991) e Treffers (1991), 
os alunos revelaram capacidade de relacionar símbolos com acções e conhecimentos 
informais – matematização horizontal, bem como de relacionar símbolos com linguagem 
matemática formal – matematização vertical. Sendo o processo de matematização, um 
processo progressivo, onde o conhecimento se vai tornando cada vez mais formal e 
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abstracto (Freudenthal, 1973, 1991; Treffers, 1991), a operação deve ser compreendida, 
independentemente de acções em contexto para que se possa falar na existência de sentido 
dessa operação (Slavit, 1999).  
Em suma, os alunos afiguraram um entendimento da multiplicação e divisão de 
números racionais nas diferentes componentes do SMDR, quer simultânea ou 
isoladamente, pelo que na perspectiva de Slavit (1999), parecem ter adquirido e 
interiorizado sentido de operação. Não serão alheios a estes resultados, a UE baseada nos 
princípios fundamentais da EMR (Fosnot & Dolk, 2002; Freudenthal, 1973, 1991; 
Gravemeijer, 1994, 1999, 2005; Streefland, 1991a, 1993; Treffers, 1991; van den Heuvel-
Panhuizen & Wijers, 2005), centrada no desenvolvimento das estruturas multiplicativas 
(Nunes & Bryant, 1992; Schwartz, 1988; Vergnaut, 1983, 1988), e desenvolvimento do 
sentido das operações (Huinker, 2002; McIntosh, Reys & Reys, 1992; Slavit, 1999), que se 
realizou neste estudo.  
Desempenho seis meses depois da unidade de ensino. Os alunos voltaram a 
identificar a multiplicação e a divisão em todas as tarefas que as envolvem, 
independentemente dos seus significados e contextos, a apresentar razoabilidade na análise 
de processos e resultados, bem como a elaborar enunciados para expressões que 
representam produtos ou quocientes, pelo que parecem ter retido a capacidade de 
relacionar símbolos com acções e conhecimentos informais. Voltaram ainda, a reconhecer 
as operações em situações meramente matemáticas, a recorrer a algoritmos formais e 
apresentar flexibilidade no uso das propriedades das operações, pelo que parecem ter retido 
capacidade de relacionarem símbolos com linguagem matemática formal. Por conseguinte, 
parecem continuar a lidar com símbolos e linguagem matemática formal de modo 
significativo, pelo que parecem ter retido sentido de operação, neste estudo, sentido da 
multiplicação e da divisão de números racionais.  
Estes resultados parecem reforçar as potencialidades da UE que serviu de contexto 
ao estudo, no que se refere ao desenvolvimento de símbolos e linguagem matemática 
formal significativos, dado que para além da aquisição e interiorização desta componente 
do SMDR, também parece ter promovido a sua retenção. Por conseguinte, a exploração de 
contextos significativos aliada à modelação emergente num processo de reinvenção guiada 
e matematização progressiva, conforme sugerem vários autores (Fosnot & Dolk, 2002; 
Freudenthal, 1973, 1991; Gravemeijer, 1994, 1999, 2005; Streefland, 1991a, 1993; 
Treffers, 1991; van den Heuvel-Panhuizen & Wijers, 2005), parecem ter promovido a 
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generalização e abstracção de conceitos matemáticos, a qualquer um dos alunos, 
nomeadamente da multiplicação e da divisão de números racionais. 
Porém, não serão ainda alheios a estes resultados, o conhecimento que os alunos 
evidenciaram sobre o conceito de número racional antes da realização da UE, já que 
segundo Huinker (2002), o sentido de número interage com o sentido de operação, 
permitindo aos alunos reflectirem sobre a razoabilidade dos resultados. Efectivamente, 
estes alunos tinham trabalhado o conceito de número racional no 5.º ano de escolaridade, 
contemplando os diferentes significados das fracções, bem como as outras componentes do 
sentido de número racional. Jacinta e Francisco evidenciaram ter SNR, enquanto Lúcia 
apresentou algumas dificuldades.  
 
 
10.2 SENTIDO DE NÚMERO RACIONAL 
 
 A análise transversal do sentido de número racional (SNR) dos três alunos teve por 
base o modelo adoptado neste estudo para caracterizar o referido sentido (Tabela 4.3), que 
envolve o desenvolvimento integrado de diferentes componentes. Na tabela 10.5 apresenta-
se uma síntese comparativa das estratégias e dificuldades evidenciadas pelos alunos nas 
diferentes componentes do SNR, antes da realização da UE.  
 
Tabela 10. 5: Estratégias e dificuldades nas diferentes componentes do sentido de número racional 
Componentes do Sentido de 
Número Racional 
Lúcia Francisco Jacinta 
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Estratégias 
Esquema  
Partilha, parte-todo, razão, medida e operador 
 
Dificuldades 
………………………………………………….…………..
14 
F
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n
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d
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d
e 
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rê
n
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a
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fr
a
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 e
m
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Estratégias Reconstrução da unidade 
de referência (adição) 
Reconstrução da unidade de 
referência (multiplicação) e 
reconhece diferentes unidades 
de referência 
Dificuldades Reconhecer diferentes 
unidades de referência …………………………...… 
                                                 
 
14 Não identificadas. 
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 Estratégias 
Converte fracções em 
numerais decimais 
Converte diferentes 
representações (fracções, 
numerais mistos e decimais) 
Recorre à regra de equivalência 
Dificuldades Converter numerais 
mistos em decimais ............................................. 
F
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x
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e 
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o
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p
a
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Estratégias 
Representa na recta 
numérica números 
inteiros, decimais e 
fracções unitárias e 
recorre à comparação 
informal 
Representa na recta numérica, 
recorre à comparação e 
ordenação (o mesmo 
denominador ou numerador e 
fracções de referência) e 
reconhece a existência de 
outros números entre dois 
números racionais 
Dificuldades 
Representar na recta 
numérica fracções não 
unitárias e numerais 
mistos, recorrer à regra de 
comparação de fracções 
(o mesmo denominador 
ou numerador) e 
reconhecer a existência de 
outros números entre dois 
números racionais 
………………………….……. 
S
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b
o
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e 
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n
g
u
a
g
em
 m
a
te
m
á
ti
ca
 f
o
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a
l 
si
g
n
if
ic
a
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Estratégias 
Relaciona símbolos com conhecimentos informais 
(Identifica a fracção como partilha, parte-todo, razão, 
medida e operador) 
Relaciona símbolos com 
linguagem matemática 
formal (reconstrói a 
unidade de referência, 
converte fracções com 
numerais decimais, 
recorre à regra de 
equivalência e representa 
números inteiros, 
decimais e fracções 
unitárias na recta 
numérica) 
Relaciona símbolos com 
linguagem matemática formal 
(flexibilidade com a unidade 
de referência, familiaridade 
com diferentes representações 
e flexibilidade na comparação 
e ordenação de números 
racionais) 
Dificuldades 
Relacionar símbolos com 
linguagem matemática 
formal (reconhecer 
diferentes unidades de 
referência, converter 
numerais mistos em 
decimais, representar 
fracções não unitárias e 
numerais mistos na recta 
numérica, recorrer à regra 
…………………...………… 
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de comparação de 
fracções e reconhecer a 
densidade dos números 
racionais 
 
Por conseguinte, os alunos apresentaram familiaridade com os diferentes 
significados das fracções em contexto, já que identificaram sempre a fracção envolvida, 
independentemente do seu significado. Esta é uma componente fundamental para uma 
compreensão significativa das fracções e, consequente desenvolvimento do SNR (Behr et 
al., 1983; Kieren, 1976, 1988; Lamon, 2006, 2007; Nunes et al, 2005; Streefland, 1986, 
1991a). 
Francisco e Jacinta denotaram flexibilidade com a unidade de referência em 
contexto, tanto ao nível da sua reconstrução como no reconhecimento de diferentes 
unidades de referência. Já Lúcia evidenciou dificuldades em reconhecer a existência de 
diferentes unidades de referência. Só o conhecimento destes dois processos permite uma 
compreensão completa do conceito de fracção e, por consequência, de número racional, 
dado que uma fracção tem sempre subjacente uma unidade de referência (Behr et al., 1992; 
Behr et al., 1983; Fosnot & Dolk, 2002; Lamon 2006; Monteiro & Pinto, 2005, 2007). De 
salientar ainda, que Lúcia evidenciou raciocínio aditivo na reconstrução da unidade de 
referência, enquanto Jacinta e Francisco evidenciaram raciocínio multiplicativo, no sentido 
de Vergnaud (1983, 1988).  
Na componente relativa à familiaridade com diferentes representações, Jacinta e 
Francisco evidenciaram facilidade na conversão de representações. Já Lúcia, converteu 
fracções em números decimais, porém não conseguiu converter numerais mistos em 
números decimais. Os três alunos identificaram fracções equivalentes, tendo recorrido à 
regra de multiplicar numerador e denominador pelo mesmo número diferente de zero, pelo 
que pareciam ter conhecimento formal da equivalência de fracções. O conhecimento de 
que os números podem ter diferentes representações, aliado ao reconhecimento de que 
algumas representações são mais úteis do que outras em certas situações de resolução de 
problemas, é essencial para o desenvolvimento do SNR (McIntosh, Reys & Reys, 1992). 
Relativamente à flexibilidade na comparação, ordenação e densidade de números 
racionais, Jacinta e Francisco evidenciaram facilidade em assinalar números racionais na 
recta numérica, em compará-los e ordená-los, bem como em encontrar outros números 
entre dois números racionais. Já Lúcia apresentou dificuldades em assinalar fracções não 
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unitárias e numerais mistos na recta numérica. Evidenciou ainda, dificuldades na 
comparação e ordenação de fracções, bem como dificuldade em encontrar números entre 
dois números racionais. Assim, denotou dificuldades no sentido da regularidade dos 
números, consequência de uma deficiente compreensão do sistema de numeração 
(McIntosh, Reys & Reys, 1992), e na densidade do conjunto dos números racionais, 
conhecimento que facilita a compreensão de número racional (Behr et al., 1992; Monteiro 
& Pinto, 2007). 
Jacinta e Francisco apresentaram familiaridade com os diferentes significados e 
contextos das fracções em contexto, flexibilidade com a unidade de referência das fracções 
em contexto, familiaridade com diferentes representações e flexibilidade na comparação, 
ordenação e densidade de números racionais, pelo que revelaram capacidade em lidar com 
símbolos e linguagem matemática formal significativos e, por consequência, SNR, de 
acordo com o modelo deste estudo para caracterizar o referido sentido. Já Lúcia apresentou 
dificuldades em algumas das capacidades inerentes às referidas componentes, 
nomeadamente em reconhecer a existência de diferentes unidades de referência, converter 
numerais mistos em numerais decimais, representar números racionais na recta numérica, 
comparar e ordenar números racionais e ainda, em encontrar outros números entre dois 
números racionais.  
Huinker (2002) salienta que se for desenvolvida uma base conceptual para o sentido 
de número racional e o sentido de operação, os alunos aprendem significativamente, 
podendo criar algoritmos apropriados para números racionais, o que efectivamente se 
verificou ao longo da realização da UE. Porém, mesmo a aluna que apresentou baixo 
desempenho antes da realização da UE, quer ao nível da multiplicação e da divisão de 
números inteiros e números decimais, quer ao nível do conceito de número racional, parece 
ter adquirido, interiorizado e retido SMDR. Assim, a UE adoptado neste estudo parece ter 
sido a grande responsável pelo desenvolvimento do SMDR dos alunos, já que todos o 
adquiriram, interiorizaram e retiveram, independentemente dos desempenhos que 
apresentaram antes da realização da UE. 
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CAPITULO 11 
 
 
CONCLUSÃO 
 
 
 
Com este estudo pretende-se contribuir para a ampliação do conhecimento sobre o 
processo de desenvolvimento do sentido da multiplicação e da divisão de números 
racionais de alunos do 6.º ano de escolaridade, quer pela confirmação de ideias que 
emergem da literatura, como pelos novos elementos que dele decorrem e interrogações que 
levanta. Neste capítulo sistematizam-se a ideias principais, pelo que após uma síntese do 
estudo, surgem as principais conclusões. Segue-se um conjunto de recomendações e 
limitações e por último, uma reflexão final.  
    
 
11.1 SÍNTESE DO ESTUDO 
 
 Este estudo resultou da necessidade de investigar o processo de desenvolvimento 
do sentido da multiplicação e da divisão de números racionais não negativos (SMDR), 
dada a sua relevância no Currículo de Matemática do Ensino Básico, as dificuldades 
inerentes ao seu ensino-aprendizagem e, a escassa investigação existente em Portugal nesta 
área. Decorreu da realização de uma unidade de ensino (UE) concebida com o objectivo de 
promover o desenvolvimento do SMDR de alunos do 6.º ano de escolaridade, que 
contemplou a exploração de tarefas de multiplicação e divisão de números racionais em 
contextos significativos. Deste modo, considerou-se pertinente fundamentar esta unidade 
nos princípios básicos da Educação Matemática Realista, na Teoria dos Campos 
Conceptuais, principalmente no que respeita ao desenvolvimento das estruturas 
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multiplicativas e, nas componentes consideradas essenciais ao desenvolvimento do SMDR. 
Neste contexto, estudaram-se as trajectórias de aprendizagem de três alunos, com o 
objectivo de identificar e analisar o processo de desenvolvimento e uso significativo dos 
conceitos das referidas operações, de cada um deles. Concretamente, procurou identificar-
se e analisar-se as estratégias adoptadas pelos alunos e as dificuldades sentidas, na 
resolução de tarefas de multiplicação e divisão de números racionais em contextos 
significativos, durante, no fim e seis meses depois da realização de uma UE envolvendo 
estes conceitos. Naturalmente, identificaram-se potencialidades e limitações da referida 
unidade ao longo da sua realização. 
Decorrentes do objectivo deste estudo, surgiram as seguintes questões de 
investigação: 
4. Quais as estratégias e dificuldades evidenciadas pelos alunos, na resolução 
de tarefas de multiplicação e divisão de números racionais não negativos em 
contextos significativos, durante e no fim da realização de uma unidade de ensino 
envolvendo estes conceitos? 
5. Quais as estratégias e dificuldades evidenciadas pelos alunos, na resolução 
de tarefas de multiplicação e divisão de números racionais não negativos em 
contextos significativos, seis meses depois da realização de uma unidade de ensino 
envolvendo estes conceitos? 
6. Quais as potencialidades e limitações da unidade de ensino no 
desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais não 
negativos? 
 
Atendendo ao objectivo definido, a metodologia do estudo seguiu o paradigma 
interpretativo com design de estudo de caso múltiplo, realizando-se três estudos de caso. 
Para a recolha de dados recorreu-se a técnicas como a observação com registos vídeo e 
áudio, à análise documental, a testes e a entrevistas em profundidade com registos áudio e 
documental. No estudo, para além da investigadora, participou uma professora do 2.º Ciclo 
do Ensino Básico, que realizou a UE numa das suas turmas do 6.º ano de escolaridade. A 
concepção e a realização desta unidade resultou do trabalho colaborativo entre 
investigadora e professora.  
Os três alunos-caso deste estudo integravam a referida turma e foram escolhidos 
com base nos desempenhos que apresentaram na realização de pré-testes (Apêndice 2) 
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feitos à turma. Os referidos testes foram realizados com o propósito de diagnosticar o 
sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e decimais (SMDID), bem como 
o sentido de número racional (SNR) e por consequência, o nível de desenvolvimento do 
raciocínio multiplicativo dos alunos da turma. Por conseguinte, foi seleccionado um aluno 
que obteve bom desempenho (Jacinta) nos referidos testes, outro que obteve médio 
desempenho (Francisco) e um terceiro que obteve fraco desempenho (Lúcia). Para 
perceber melhor os desempenhos que apresentaram nos pré-testes, estes alunos foram 
ainda solicitados a realizar pré-entrevistas (Apêndice 3) que visavam os tópicos dos pré-
testes. De salientar, que os alunos desta turma já tinham trabalhado o conceito de número 
racional, sua adição e subtracção no 5.º ano de escolaridade.  
Para perceber em profundidade o processo de desenvolvimento do SMDR de cada 
um dos alunos-caso, estes foram sendo entrevistados durante a realização da UE (Apêndice 
4), sempre que terminava a exploração de cada um dos sub-tópicos estudados, com a 
seguinte sequência: (i) multiplicação como isomorfismo de medidas (MIM); (ii) divisão 
como isomorfismo de medidas – medida (DIM – M); (iii) divisão como isomorfismo de 
medidas – partilha (DIM – P) e (iv) multiplicação e divisão como produto de medidas 
(MPM e DPM). Também realizaram pós-testes (Apêndice 5) e pós-entrevistas (Apêndice 
6) visando os sub-tópicos estudados, no fim da realização da UE e ainda, estas entrevistam 
seis meses depois da realização da UE. 
 Para a análise e interpretação dos dados e, atendendo ao objectivo do estudo, 
considerou-se pertinente recorrer a uma tipologia de análise que complementou a análise 
de conteúdo e a análise de discurso, que deu origem a três trajectos de aprendizagem e 
respectivo cruzamento. 
 
 
11.2 PRINCIPAIS CONCLUSÕES DO ESTUDO 
 
A partir da análise e interpretação dos dados deste estudo e com vista a responder 
às questões de investigação e atingir o seu objectivo, inferiram-se as principais conclusões. 
Dada a sua relevância no desenvolvimento do SMDR, bem como na percepção das 
potencialidades e limitações da UE que serviu de contexto a este estudo, começam por se 
apresentar as principais conclusões relativas ao SMDID, bem como as relativas ao SNR, 
que os alunos evidenciaram antes da realização da UE. Seguem-se as principais conclusões 
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sobre o desenvolvimento do SMDR que os alunos evidenciaram, em duas fases: (i) durante 
e no fim da realização da UE, e (ii) seis meses depois da realização da UE. Por último, 
surgem as principais conclusões sobre as potencialidades e limitações da UE que serviu de 
contexto a este estudo. 
 
11.2.1 Sentido da multiplicação e da divisão de números inteiros e números decimais 
 
Os alunos identificaram e usaram a multiplicação como estratégia de resolução, em 
situações que envolvem a MIM e a MPM. Porém, a MIM parecia formalizada, enquanto a 
MPM requeria ainda, o recurso ao modelo de área rectangular.  
Também identificaram e usaram a divisão como estratégia de resolução, em 
situações que envolvem a DIM-P e divisão como produto de medidas – medida em falta 
(DPM-MF). No entanto, apenas a DIM-P parecia formalizada, enquanto a DPM-MF 
requeria ainda, o recurso ao modelo de área rectangular para ser identificada. Os alunos 
não pareciam familiarizados com a DIM-M e a divisão como produto de medidas – factor 
em falta (DPM-FF). Assim, estes parecem significados pouco explorados no ensino da 
divisão de números inteiros e números decimais.  
O modelo de área rectangular parecia ser o único modelo conhecido pelos alunos 
para raciocinarem a multiplicação e a divisão de números inteiros e números decimais, 
tendo recorrido ao mesmo para modelarem quer situações de MPM, quer de DPM-MF e 
identificarem a operação envolvida. Também recorreram a esquemas informais baseados 
em procedimentos aditivos para modelarem situações de MIM-M, revelando ainda, 
raciocínio aditivo na resolução de situações que requerem raciocínio multiplicativo. 
Os alunos não apresentaram flexibilidade no uso das propriedades das operações, 
sendo que mesmo a aluna com bons desempenhos, revelou insegurança em recorrer a 
estratégias de cálculo baseadas nas referidas propriedades, preferindo o recurso a 
algoritmos formais. Deste modo, revelou hábitos estabelecidos por uma longa prática com 
os referidos algoritmos. A maioria dos alunos evidenciou ainda, não ter uma compreensão 
significativa da divisão como a operação inversa da multiplicação. 
Também apresentaram dificuldades de razoabilidade na análise de processos e 
resultados, principalmente falta de hábito de verificar dados e resultado e relacionar o 
contexto com os cálculos efectuados. Assim, os alunos não pareciam habituados a analisar 
a solução obtida e reflectir sobre a resposta a dar, em função do enunciado do problema, 
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pelo que o resultado e o próprio problema não pareciam importantes para eles. Apenas a 
aluna com bom desempenho recorria à verificação de dados e resultados, mas limitava-se a 
uma revisão sistemática do resultado obtido e a recorrer à identidade fundamental da 
divisão sempre que a situação envolvia esta operação. A aluna com baixo desempenho 
evidenciou ainda, desconhecimento do efeito das operações sobre um par de números, 
tendo revelado os mal-entendidos de que a multiplicação aumenta sempre, a divisão 
diminui sempre e de que o dividendo tem de ser sempre superior ao divisor. 
 Qualquer um dos alunos revelou ainda, pouca familiaridade na elaboração de 
enunciados para expressões que representam produtos e quocientes, sendo que a aluna com 
baixo desempenho não conseguiu elaborar qualquer enunciado. Os outros alunos 
limitaram-se a elaborar enunciados que envolviam a MIM-GE e a DIM-P, reflectindo mais 
uma vez, maior familiaridade com este significados das operações.  
 
11.2.2 Sentido de número racional          
 
Todos os alunos revelaram familiaridade com os diferentes significados das 
fracções em contexto. Revelaram ainda, conhecimento das outras componentes do SNR. 
Deste modo, revelaram flexibilidade com a unidade de referência das fracções em 
contexto, familiaridade com diferentes representações, flexibilidade na comparação, 
ordenação e densidade de números racionais, bem como capacidade de usar símbolos e 
linguagem matemática formal significativos. Apenas a aluna com baixos desempenhos 
apresentou dificuldades em algumas das capacidades inerentes às referidas componentes, 
nomeadamente em reconhecer a existência de diferentes unidades de referência, converter 
numerais mistos em numerais decimais, representar números racionais na recta numérica, 
comparar e ordenar números racionais e ainda, em encontrar outros números entre dois 
números racionais.  
 
11.2.3 Sentido da multiplicação e da divisão de números racionais 
 
Durante e no fim da realização da unidade de ensino. Os alunos identificaram e 
usaram a multiplicação como estratégia de resolução, em situações que envolvem quer a 
MIM-GE, quer a MIM-RM. No entanto, recorreram ao modelo rectangular para 
modelarem situações de MIM-RM e identificarem a operação envolvida, mas apenas em 
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contextos que envolvem relações de relações. Assim, estas parecem ter sido as únicas 
situações de MIM que não ficaram formalizadas. 
A divisão foi sempre identificada e usada como estratégia de resolução em 
situações onde surge a DIM-M. Porém, durante a realização da UE, a aluna que apresentou 
bom desempenho antes da realização da UE, também recorreu à tabela de razão para 
modelar situações que envolvem a grandeza velocidade e identificar a operação envolvida. 
Já a aluna que apresentou baixo desempenho antes da realização da UE, recorreu à tabela 
de razão para modelar as referidas situações, mas com o intuito de evitar o mal-entendido 
de que o dividendo tem de ser sempre maior do que o divisor, e não para identificar a 
divisão. No fim da realização da UE, apenas a aluna que apresentou baixo desempenho 
antes da realização da UE, continuou a modelar aquelas situações, para evitar o referido 
mal-entendido, pelo que parecem ter sido as únicas situações que não formalizou. Os 
outros alunos parecem ter formalizado a DIM-M, já que deixaram de recorrer à sua 
modelação para identificarem a operação envolvida. 
Os três alunos identificaram e usaram sempre a divisão como estratégia de 
resolução em situações onde surge a DIM-P. Porém, os alunos que apresentaram baixo e 
médio desempenho antes da realização da UE, também recorreram à tabela de razão para 
modelarem situações que envolvem a grandeza velocidade e identificarem a operação 
envolvida. O último aluno referido, recorreu ainda à equação bxa =×  para modelar outras 
situações, que também não promovem um procedimento de partilha, e identificar a 
operação envolvida. Deste modo, apenas a aluna que apresentou bom desempenho antes da 
realização da UE, parece ter formalizado a DIM-P, em situações que não promovem um 
procedimento de partilha, sendo que todos a formalizaram em contextos que promovem a 
partilha, já que deixaram de recorrer à sua modelação para identificarem a operação 
envolvida. 
A multiplicação foi sempre identificada e usada pelos alunos como estratégia de 
resolução, em situações onde surge a MPM. Porém, durante a realização da UE, 
recorreram ao modelo de área rectangular para modelarem as referidas situações e 
identificarem a operação envolvida. No fim da realização da UE, passaram a identificar a 
multiplicação em situações de MPM, sem recorrerem à sua modelação, pelo que parecem 
ter formalizado este significado da multiplicação de números racionais. 
Os alunos identificaram e usaram sempre a divisão como estratégia de resolução 
quer em situações de DPM-MF, quer de DPM-FF. No entanto, durante a realização da UE, 
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recorreram à modelação de qualquer uma das situações para identificarem a operação 
envolvida, com excepção da aluna que apresentou bom desempenho antes da realização da 
UE, que passou a identificar a DPM-FF sem recorrer à sua modelação. Esta aluna, no fim 
da realização da UE, também passou a identificar a divisão em situações de DPM-MF sem 
recorrer à sua modelação, enquanto a aluna que apresentou baixo desempenho antes da 
realização da UE, substitui o modelo de área rectangular pela equação bxa =× , para 
modelar as referidas situações e identificar a operação envolvida. Assim, no fim da 
realização da UE, apenas um dos alunos tinha formalizado a DPM, enquanto os outros 
continuaram a modelar quer as situações de DPM-MF, quer de DPM-FF com a equação 
bxa =× , para identificarem a operação envolvida.  
Em suma, os alunos identificaram e usaram sempre a operação envolvida, 
independentemente dos seus significados e contextos das tarefas, tendo recorrido sempre a 
procedimentos de carácter multiplicativo durante e no fim da realização da UE. Por 
conseguinte, evidenciaram familiaridade com os diferentes significados e contextos da 
multiplicação e da divisão de números racionais, pelo que parecem ter adquirido e 
interiorizado esta componente do SMDR. 
Contudo, destacam-se as situações de MIM-RM que envolvem relações de relações, 
as situações de DIM-P que não promovem procedimentos de partilha e ainda, as situações 
de MPM e de DPM, como sendo as situações que os alunos modelaram por mais tempo, ou 
continuavam a modelar no fim da realização da UE, para identificarem a operação 
envolvida. Deste modo, parecem ser os significados mais complexos, na medida em que 
suscitaram maior dificuldade aos alunos na identificação da operação envolvida. 
De salientar, o facto de todos os alunos terem formalizado a multiplicação em 
situações que envolvem a MPM de números racionais no fim da realização da UE, 
atendendo a que o referido significado se insere na estrutura produto de medidas, 
considerada mais complexa do que a estrutura isomorfismo de medidas. Porém, também 
era a única estrutura multiplicativa que os alunos já modelavam antes da realização da UE, 
para identificarem a multiplicação e a divisão de números inteiros e números decimais. 
Este facto parece ter promovido a formalização da MPM de números racionais no fim da 
realização da UE e, reforça a importância dos modelos no processo de matematização dos 
diferentes significados e contextos da multiplicação e da divisão de números racionais, na 
medida em que conduziram os alunos do seu conhecimento informal ao formal.  
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Destaca-se ainda, a preferência dos alunos pelo modelo rectangular e modelo de 
área rectangular para a modelação de situações que envolvem, respectivamente a MIM-RM 
e a MPM de números racionais. A tabela de razão para a modelação de situações que 
envolvem quer a DIM-P, quer a DIM-M de números racionais, mas apenas em contextos 
onde surge a grandeza velocidade. Ainda, a equação para a modelação de situações que 
envolvem a DIM-P de números racionais, em contextos que não promovem um 
procedimento de partilha, bem como para a modelação de situações que envolvem a DPM 
de números racionais. Estes modelos, que emergiram da actividade dos alunos durante a 
realização da UE, apoiando os seus raciocínios, transformaram-se em importantes 
auxiliares deste, para a identificação da multiplicação e da divisão de números racionais, 
independentemente dos seus significados e contextos. 
Os alunos também apresentaram flexibilidade no uso das propriedades das 
operações, razoabilidade na análise de processos e resultados e ainda, capacidade de usar 
símbolos e linguagem matemática formal significativos, ou seja, parecem ter desenvolvido 
SMDR. Apenas a aluna que apresentou baixo desempenho antes da realização da UE, 
revelou ainda, necessidade de recorrer à tabela de razão para modelar situações de DIM-M 
de números racionais, que envolvem a grandeza velocidade. Porém, esta modelação não 
tinha como objectivo a identificação da operação envolvida, mas evitar a troca do 
dividendo pelo divisor, ou seja, o mal-entendido de que o dividendo tem de ser sempre 
superior ao divisor. Por conseguinte, mais uma evidência da importância dos modelos na 
representação de relações matemáticas e compreensão significativa dos conceitos em 
estudo. De salientar ainda, a diversidade de significados da multiplicação e da divisão a 
que os alunos recorreram na elaboração de enunciados para expressões que representam 
aquelas operações, quando comparados com aqueles a que recorreram antes da realização 
da UE. No entanto, destacam-se a MIM-RM e a DIM-M como os significados preferidos 
para a elaboração de enunciados de expressões que representam, respectivamente a 
multiplicação e a divisão de números racionais. 
Seis meses depois da realização da unidade de ensino. Os alunos identificaram e 
usaram a multiplicação como estratégia de resolução quer em tarefas onde surge a MIM-
GE, quer em tarefas onde surge a MIM-RM, tendo deixado de recorrer à modelação destas 
últimas, em contextos que envolvem relações de relações, para identificarem a operação 
envolvida. Assim, para além de terem retido os conhecimentos que evidenciaram no fim da 
realização da UE, parecem ter ainda, formalizado as referidas situações de MIM-RM. 
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A divisão também foi sempre identificada e usada pelos alunos como estratégia de 
resolução quer em tarefas de DIM-M, quer em tarefas de DIM-P. Porém, perante situações 
de DIM-M nenhum dos alunos teve necessidade de modelar as tarefas para identificar a 
operação envolvida, pelo que parecem ter formalizado este significado da divisão. Assim, a 
única aluna que recorria à tabela de razão para modelar situações de DIM-M, cujos 
contextos envolvem a grandeza velocidade e, evitar a troca do dividendo pelo divisor, 
parece ter ultrapassado o mal-entendido de que o dividendo tem de ser sempre superior ao 
divisor. Por conseguinte, todos os alunos parecem ter retido os conhecimentos que 
evidenciaram no fim da realização da UE, sendo que uma das alunas formalizou ainda, a 
DIM-M em situações que envolvem a grandeza velocidade. 
Perante situações de DIM-P, todos os alunos evidenciaram conhecimento formal da 
divisão em contextos que promovem a partilha. Já as situações cujos contextos não 
promovem um procedimento de partilha, não foram formalizadas pelos alunos que 
apresentaram baixo e médio desempenho antes da realização da UE. Estes alunos 
continuaram a recorrer à tabela de razão para modelarem situações cujos contextos 
envolvem a grandeza velocidade e assim, identificarem a divisão. O último aluno referido, 
recorreu ainda à equação bxa =× , para modelar outras situações cujos contextos não 
promovem um procedimento de partilha e assim, identificar a operação envolvida. Por 
conseguinte, os alunos mantiveram os desempenhos que apresentaram no fim da realização 
da UE, pelo que parecem ter retido este significado da divisão. 
Nas tarefas que envolvem a MPM, os três alunos identificaram e usaram sempre a 
multiplicação como estratégia de resolução, pelo que parecem ter conhecimento formal do 
referido significado e, por conseguinte, retido o conhecimento que evidenciaram no fim da 
realização da UE. 
Também perante tarefas que envolvem a DPM-MF e a DPM-FF, os alunos 
identificaram e usaram sempre a divisão como estratégia de resolução. Porém, os alunos 
que apresentaram baixo e médio desempenho antes da realização da UE, voltaram a 
recorrer à equação bxa =× , para raciocinarem a DPM-MF. O último aluno referido 
recorreu ainda à DPM-FF, tal como no fim da realização da UE. Deste modo, mantiveram 
estes desempenhos, pelo que parecem ter retido a DPM. 
Em suma, os alunos continuaram a identificar e usar sempre a operação envolvida, 
independentemente dos significados e contextos das tarefas, tendo recorrido sempre a 
procedimentos de carácter multiplicativo. Por conseguinte, continuaram a evidenciar 
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familiaridade com os diferentes significados e contextos da multiplicação e da divisão de 
números racionais, conforme evidenciaram no fim da realização da UE, pelo que parecem 
ter retido esta componente do SMDR. De salientar, o abandono do modelo rectangular por 
todos os alunos para raciocinarem a DIM-RM, em contextos que envolvem relações de 
relações e ainda, o abandono da tabela de razão pela aluna que apresentou baixo 
desempenho antes da realização da UE, para raciocinar a DIM-M, em contextos que 
envolvem a grandeza velocidade.  
Os alunos também apresentaram flexibilidade no uso das propriedades das 
operações, razoabilidade na análise de processos e resultados e ainda, capacidade de usar 
símbolos e linguagem matemática formal significativos, ou seja, parecem ter SMDR. De 
salientar ainda, o abandono da tabela de razão pela aluna que apresentou baixo 
desempenho antes da realização da UE, para modelar situações de DIM-M cujo contexto 
envolve a grandeza velocidade e assim, evitar o mal-entendido de que o dividendo tem de 
ser sempre superior ao divisor. Assim, parece ter superado este mal-entendido 
evidenciando ainda, que de entre os mal-entendidos que apresentou antes da realização da 
UE, relativos ao efeito das operações sobre um par de números, este foi o que precisou de 
mais tempo para ultrapassar. Os alunos mantiveram ainda, o recurso a diferentes 
significados da multiplicação e da divisão na elaboração de enunciados para expressões 
que representam produtos e quocientes de números racionais. No entanto, voltaram a 
destacar-se a MIM-RM e a DIM-M como os significados preferidos na elaboração dos 
referidos enunciados. 
 
11.2.4 Potencialidades e limitações da unidade de ensino 
 
A análise e interpretação dos dados deste estudo levam a concluir que todos os 
alunos desenvolveram SMDR. Tendo sido seleccionados três alunos com diferentes níveis 
de desempenho antes da realização da UE, ou seja, com diferentes níveis de 
desenvolvimento de SMDID e SNR, esta diferença de pré-requisitos, não parece ter sido 
determinante no desenvolvimento do SMDR, dado que qualquer um dos alunos parece ter 
adquirido, interiorizado e retido o referido sentido. Deste modo, a grande responsabilidade 
parece recair na UE que serviu de contexto a este estudo, realizada com o objectivo de 
promover o desenvolvimento do SMDR. 
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Por conseguinte, a realização da UE proporcionou aos alunos a oportunidade de 
reinventarem de forma guiada o seu conhecimento, num processo de matematização 
progressivo e assim, desenvolverem SMDR. A reinvenção foi promovida pela resolução de 
problemas de contexto, que lhes permitiu abordarem informalmente situações específicas 
e, por consequência, compreenderem o que estavam a fazer através da concretização das 
referidas situações, quer modelando-as ou imaginando-as. Deste modo, a aprendizagem 
das operações formais, dos procedimentos, das notações, das regras, ocorreu a par com a 
actividade de modelação, que desempenhou funções importantes de apoio ao raciocínio. 
Os problemas de contexto estimularam os alunos a questionarem, detectarem relações e a 
raciocinarem, construindo o seu próprio conhecimento matemático apoiado em modelos, 
que funcionaram como suportes de aprendizagem na passagem do conhecimento informal 
para o formal. Estes problemas, dado que tornaram o conhecimento e as capacidades 
matemáticas aplicáveis desde o início do processo de ensino-aprendizagem, atribuíram 
significado às operações formais. Assim, parecem ter sido responsáveis pela criação de um 
sistema formal significativo, tendo promovido a matematização horizontal e vertical, na 
medida em que permitiram, respectivamente o estabelecimento de ligações entre o mundo 
percepcionado e o mundo dos símbolos, e o processo de reorganização dentro do mundo 
dos símbolos.  
No entanto, esta passagem do conhecimento informal para o formal pressupôs 
diferentes níveis de compreensão, que foram ultrapassados com o desenvolvimento da 
capacidade de reflectir nas actividades orientadas pela professora, através de um processo 
de regulação interactiva e deduzida a partir da interacção social, metodologia de trabalho 
privilegiada durante a realização da UE. Ao dar-se espaço aos alunos para construírem 
produções próprias, baseadas no seu conhecimento informal, surgiu na sala de aula uma 
grande variedade de estratégias, soluções e graus de compreensão das situações 
problemáticas e da sua resolução. Por sua vez, o debate desta variedade quer no âmbito dos 
pequenos grupos de trabalho, quer em plenário, requereu a justificação, reflexão e 
comparação de estratégias e, por conseguinte, a co-avaliação entre pares, que parecem ter 
promovido a consolidação das aprendizagens. Aprender não é uma actividade isolada, mas 
que ocorre em sociedade, influenciada pelo contexto sócio-cultural, pelo que a interacção 
social foi fundamental na construção e reestruturação dos próprios conhecimentos, na 
regulação das aprendizagens e, no desenvolvimento da responsabilidade e autonomia dos 
alunos. Contribuíram ainda para o desenvolvimento destas capacidades, a promoção da 
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auto-avaliação durante a realização da UE, através de estratégias postas em prática pela 
professora, nomeadamente a abordagem positiva do erro, o questionamento, a 
explicitação/negociação dos critérios de avaliação e, o recurso a instrumentos alternativos 
de avaliação, como a realização de relatos escritos individuais das aprendizagens realizadas 
ao longo da semana.  
Não menos importantes no desenvolvimento do SMDR dos alunos, parecem ter 
sido as opções tomadas aquando da concepção da trajectória hipotética de aprendizagem. 
Para além da exploração de tarefas compostas essencialmente por problemas de contexto, a 
opção pelo estudo sequencial e cíclico da multiplicação e da divisão de números racionais, 
bem como pela exploração de diferentes significados e contextos das referidas operações, 
também parecem ter contribuído para o desenvolvimento do raciocínio multiplicativo e, 
por consequência, das outras componentes do SMDR. Optou-se então, por iniciar o estudo 
da multiplicação e divisão de números racionais em situações de isomorfismo de medidas, 
por se tratar de uma estrutura mais simples. Só depois desta compreendida, ou seja, de 
exploradas suficientes situações que envolvem diferentes significados e contextos da 
multiplicação e, posteriormente da divisão, é que se avançou para a exploração de 
situações de produto de medidas. No âmbito desta estrutura multiplicativa, também foram 
exploradas situações que envolvem diferentes significados da multiplicação e, 
posteriormente da divisão. Estas opções implicaram a selecção de objectivos específicos de 
aprendizagem e, por consequência, uma direcção para as tarefas e processo hipotético de 
aprendizagem, que se revelou promotora do desenvolvimento do SMDR. 
Por conseguinte, a exploração de problemas que envolvem diferentes significados e 
contextos da multiplicação, seguida das que envolvem diferentes significados e contextos 
da divisão, fez emergir de forma muito evidente as relações existentes entre estas duas 
operações, permitindo relacioná-las de forma significativa, nomeadamente a divisão como 
a operação inversa da multiplicação. Permitiu também, o recurso de estratégias de cálculo 
baseadas nas propriedades das operações, e ainda, a consolidação, nomeadamente das 
propriedades relativas à multiplicação, já que a resolução do algoritmo da divisão mais 
comum, implica multiplicar pelo inverso do divisor. Deste modo, promoveu-se o 
desenvolvimento da flexibilidade no uso das propriedades das operações. As referidas 
opções também permitiram uma compreensão significativa do efeito da multiplicação e da 
divisão sobre um par de números, que só é efectiva quando trabalhada em diferentes 
significados e contextos. Esta compreensão, aliada à flexibilidade no uso das propriedades 
Conclusão 
493 
das operações e, a um ensino-aprendizagem composto essencialmente pela resolução de 
problemas de contexto, promoveu a capacidade de reflectir na análise de processos e 
resultados e, por consequência, a capacidade de usar símbolos e linguagem matemática 
formal significativos. 
De salientar, que a realização desta UE obedeceu à calendarização prevista no 
plano a médio prazo de Matemática da escola onde se realizou este estudo, ou seja, não foi 
necessário mais tempo para a sua realização do que o previsto pelos professores da referida 
escola, para o ensino-aprendizagem da multiplicação e da divisão de números racionais. 
Este facto poderá advir da gestão do currículo feita quer na fase de planificação, quer na 
fase de realização, bem como dos alunos da turma já estarem habituados à metodologia de 
trabalho que foi adoptada em sala de aula. Por conseguinte, a planificação contemplou a 
concepção de uma trajectória hipotética de aprendizagem, composta pelos objectivos para 
a aprendizagem dos alunos, tarefas matemáticas para promover a referida aprendizagem e 
as hipóteses acerca do processo de aprendizagem, ou seja, a antecipação do processo de 
ensino-aprendizagem. Esta implicou uma previsão de diferentes estratégias e dificuldades 
dos alunos na resolução das tarefas a propor-lhes e, por consequência, formas de os ajudar 
a conectar as diferentes estratégias com os conceitos matemáticos, bem como a ultrapassar 
as dificuldades. Assim, levou a uma reflexão e consequente previsão do processo de 
monitorização do trabalho dos alunos em sala de aula, nomeadamente sobre a orientação 
que deveria ser dada pela professora aos pequenos grupos de trabalho, e ainda, sobre a 
selecção e sequenciação das apresentações ao grupo turma. Também ao longo da 
realização da UE foram analisadas as interacções entre perspectivas iniciais e a prática, 
num processo contínuo de adaptação e melhoramento. Este assentou na observação das 
circunstâncias, nomeadamente da avaliação da evolução das aprendizagens, reflexão e 
discussão.  
Porém, a concepção desta UE com o objectivo de promover o desenvolvimento do 
SMDR, bem como a sua realização, foi facilitada e enriquecida pelo trabalho colaborativo 
entre investigadora e professora. Este permitiu uma interacção entre a teoria e a prática 
fundamental quer na concepção, quer na realização da UE, na medida em que permitiu dar 
respostas aos problemas surgidos, sem se abdicar das orientações teóricas fundamentais, 
abrindo o caminho para a inovação curricular e para o desenvolvimento do currículo em 
profundidade. Deste modo, os efeitos da referida UE no desenvolvimento do SMDR dos 
alunos poderão ter sido potenciados pela referida colaboração.  
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11.3 RECOMENDAÇÕES E LIMITAÇÕES DO ESTUDO 
 
Deste estudo emerge um conjunto de ideias relativas ao desenvolvimento do SMDR 
e à investigação neste domínio, bem como algumas limitações. 
O estudo sugere que a realização de uma UE, baseada nos princípios fundamentais 
da Educação Matemática Realista, visando o desenvolvimento das estruturas 
multiplicativas e, do sentido da multiplicação e da divisão de números racionais, promove 
o desenvolvimento do SMDR. De outro modo, uma UE que contemple: (1) uma 
abordagem de ensino-aprendizagem que privilegie: (i) a exploração de problemas de 
contexto reconhecíveis para os alunos; (ii) a valorização das produções próprias; (iii) o 
desenvolvimento de modelos de situação; (iv) as conexões matemáticas (v) o carácter 
interactivo do ensino-aprendizagem; e (vi) a avaliação formativa e reguladora; (2) a 
concepção de uma hipotética trajectória de aprendizagem da multiplicação e da divisão dos 
números racionais, onde se enfatize o desenvolvimento do raciocínio multiplicativo e de 
diferentes componentes do SMDR, de forma integrada, nomeadamente: (i) familiaridade 
com diferentes significados e contextos das operações; (ii) flexibilidade no uso das 
propriedades das operações; (iii) razoabilidade na análise de processos e resultados; e (v) 
capacidade de usar símbolos e linguagem matemática formal significativos; promove o 
desenvolvimento do SMDR. 
 Do estudo também emerge a importância da gestão do currículo quer na fase de 
planificação, nomeadamente quando permite a antecipação do processo de ensino-
aprendizagem, quer na fase de concretização, sobretudo quando se recorre a uma avaliação 
das aprendizagens dos alunos que permita regular o referido processo. Emerge ainda, a 
importância da colaboração entre professores e educadores matemáticos naquela gestão, 
dado conjugar dois elementos fundamentais, experiência profissional e capacidade 
analítica e reflexiva. Por conseguinte, sugerem-se mais investigações conduzidas 
colaborativamente por professores e investigadores, que proporcionem a elaboração e 
testagem de materiais para o ensino-aprendizagem da Matemática, abrindo o caminho à 
inovação curricular e ao desenvolvimento do currículo em profundidade e ainda, ao 
enriquecimento profissional de professores e da investigação em Educação Matemática. 
No entanto, embora a UE que contextualizou este estudo, constitua um exemplo de 
desenvolvimento curricular que resultou do trabalho colaborativo entre investigadora e 
professora, proporcionando a conexão entre conhecimentos teóricos, nomeadamente os 
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emanados de investigações anteriores, com o conhecimento prático da professora, como os 
relativos à turma onde se realizou a referida unidade, foi concebida com o propósito de ser 
realizada nesta turma. Logo, deverá ser aplicada a outras turmas, permitindo a diversidade 
de ordem cultural, social e institucional, para que se possa obter uma base de informação 
mais alargada para a sua avaliação.  
Porém, atendendo ao objectivo deste estudo, a metodologia seguida permitiu 
compreender a evolução dos alunos da turma em geral e de três casos em particular, dado 
que o ambiente de aprendizagem na sala de aula constituiu o contexto em que se situava a 
aprendizagem individual de cada aluno-caso. Perceber este contexto na globalidade, para 
além de ter permitido regular o processo de ensino-aprendizagem em função da avaliação 
das aprendizagens dos alunos da turma e, por consequência, a UE, facilitou a interpretação 
dos casos individuais. Preparar as entrevistas aos alunos-caso com base em 
comportamentos observados e comentários que tinham feito em sala de aula, revelou-se 
importante para perceber melhor as suas concepções em relação às operações estudadas. 
Também a comparação dos alunos-caso, só foi possível na medida em que se tratavam de 
casos de algum modo comparáveis, o que permitiu conhecer a diversidade de realidades 
existentes dentro do mesmo grupo, bem como descobrir convergências.  
Deste estudo emana ainda, a pouca atenção dada em Portugal à investigação sobre 
números racionais, nomeadamente das aprendizagens envolvendo o sentido de número 
racional, que requerem o desenvolvimento de outras componentes para além das 
habitualmente descritas nas investigações sobre sentido de número. Também a 
investigação das aprendizagens que envolvem o sentido de operação de números racionais 
parece inexistente em Portugal, sendo recorrente a confusão entre significados das 
operações e sentido de operação. Assim, são necessárias mais investigações que possam 
ajudar a clarificar estes aspectos, compreender o processo de desenvolvimento dos 
referidos sentidos e, por consequência, contribuir para fundamentar o desenvolvimento do 
currículo, materiais de apoio e a formação de professores. São necessárias ainda 
investigações, que permitam perceber o processo de desenvolvimento dos raciocínios 
aditivo e multiplicativo desde os primeiros anos de escolaridade, nomeadamente 
clarificando continuidades e descontinuidades entre os dois raciocínios. 
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11.4 REFLEXÃO FINAL 
 
A terminar este estudo resta-me fazer uma reflexão final sobre o enriquecimento 
pessoal na sua realização. Este constituiu uma experiência muito significativa de 
aprendizagem quer como investigadora, quer como professora da formação inicial e 
contínua de professores. Permitiu-me alargar e aprofundar o conhecimento relativo ao 
ensino-aprendizagem dos números racionais em geral e da multiplicação e divisão em 
particular. Percurso difícil, na medida em que a investigação nesta área em Portugal é 
praticamente inexistente e escassa a nível internacional, sobretudo ao nível do 
desenvolvimento do sentido de operação. No entanto, as orientações que fui recebendo dos 
meus orientadores, bem como a participação em encontros nacionais e internacionais, 
ajudou a amenizar dificuldades e a clarificar ideias em momentos únicos de discussão e 
reflexão e, por consequência, a enriquecer este trabalho. De salientar ainda, a importância 
dos seminários de investigação promovidos pelo Instituto de Educação da Faculdade de 
Lisboa, que permitiram a troca de experiências entre jovens investigadores, evitando um 
percurso isolado e pouco enriquecedor.                                 
Desenvolver colaborativamente uma UE com o objectivo de perceber as suas 
potencialidades e limitações no desenvolvimento do SMDR, para contextualizar este 
estudo, constituiu outro desafio cujo balanço final é positivo. Por exemplo, a sua 
concepção para além dos conhecimentos relativos à abordagem pedagógica adoptada, com 
a qual a professora deste estudo já estava familiarizada, requereu conhecimentos relativos 
ao desenvolvimento de raciocínio multiplicativo e sentido das operações, assuntos ainda 
pouco divulgados ao nível da formação de professores e com os quais a professora teve de 
se familiarizar. Por outro lado, a sua realização requereu a análise e interpretação de todo o 
trabalho desenvolvido em sala de aula e, a tomada de decisões sobre o modo de 
prosseguimento do mesmo. Naturalmente, ao longo deste percurso viveram-se alguns 
momentos de insegurança. Porém, no final deste estudo, é particularmente gratificante a 
certeza de que, apesar das dúvidas e dificuldades sentidas, os alunos da turma 
desenvolveram SMDR. 
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MULTIPLICAÇÃO COMO ISOMORFISMO DE MEDIDAS 
 
Tarefa 1 
 1.1 No dia do seu aniversário o Tomás quer oferecer chocolates aos 24 colegas 
da sua turma. Quantos chocolates terá de comprar se quiser oferecer 
2
1
 chocolate a cada 
colega? E 
3
1
? E
4
1
? E
6
1
? E
8
1
? E
12
1
? E
24
1
?  
 1.2 Qual das ofertas anteriores aconselhavam o Tomás a fazer? Justifiquem? 
 
Tarefa 2 
 2.1 O Paulo foi ao supermercado comprar 2 garrafas de 
2
1
 litro de leite, portanto 
trouxe o dobro de meio litro de leite. Se tivesse comprado 4 garrafas iguais, que porção 
de leite tinha trazido? 
 2.2 Quando chegou a casa, o Paulo bebeu um quarto de uma das garrafas que 
tinha comprado. Que porção de leite bebeu o Paulo? 
 
Tarefa 3 
 A turma da Serenela organizou um percurso pedestre de 4 km. 
3.1 A Inês parou para descansar após ter percorrido 
8
3
 do percurso. Quantos 
quilómetros já tinham sido percorridos pela Inês? Assinalem-nos na recta numérica. 
 
 
 
 3.2 A Mayara estava muito cansada e quando resolveu parar só tinha percorrido 
3
2
 do percurso feito pela Inês antes de parar. Ao fim de quantos quilómetros parou a 
Mayara? A que parte do percurso corresponde?  
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3.3 O Ricardo manteve uma velocidade média de 2 
2
1
 km por hora. Ao fim de 
2
1
hora, quantos quilómetros tinha percorrido? 
 
Tarefa 4 
 4.1 Na turma da Maria 
5
2
 dos alunos são rapazes. Sabendo que a turma tem 25 
alunos, quantos são raparigas?  
 
 4.2 Metade dos rapazes desta turma joga futebol. Que parte dos alunos da turma 
joga futebol?  
 4.3 Das raparigas da turma, 
3
2
 pratica natação. Que parte dos alunos da turma 
pratica natação? 
 
Tarefa 5 
 O pavilhão desportivo da escola ocupa 
3
2
 de um dos edifícios. A restante área 
do edifício é ocupada por uma sala de professores, uma arrecadação e os balneários.  
 
 5.1 Os balneários e a sala de arrecadações ocupam 
4
3
 da área que não é ocupada 
pelo pavilhão. Que parte do edifício é ocupada pelos balneários e sala de arrecadações? 
 
 5.2 Atendendo à parte do edifício que não é ocupada pelo pavilhão, o que 
representa a expressão 
3
1
4
1
× ?  
 
Tarefa 6 
 6.1 O João tem 
4
3
 do dinheiro do Ricardo. Se o Ricardo tem 10 €, quanto 
dinheiro tem o João? 
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 6.2 Já a Laura tem uma vez e meia (1
2
1
) o dinheiro do Ricardo. Quanto dinheiro 
tem a Laura? 
 6.3 O João gastou 
3
2
 do seu dinheiro na compra de um livro e a Laura gastou 
3
1
 
do seu dinheiro na compra de um livro igual. Como é possível que ambos tenham pago 
a mesma quantia pelo livro? Justifiquem? 
 
Tarefa 7 
 7.1 Assinala na recta numérica os números representados pelas expressões A, B, 
C e D. Explica o teu raciocínio. 
A  3×
2
1
  B  
4
3
3
1
×   C  
2
1
× 
2
1
2   D  2
4
1
1 ×  
 
 
 
 
 7.2 Inventa um enunciado para cada uma das expressões A, B, C e D. 
 
Tarefa 8 
 A mãe do Pedro comprou meio queijo. Ao pequeno-almoço a família comeu 
metade desse queijo. Ao lanche o Pedro comeu 
4
1
 do queijo que tinha sobrado do 
pequeno-almoço. 
 O que representa a expressão 
22
4
1
2
1






+




 ? Calculem-na. 
 
Tarefa 9 
 9.1 Na festa de anos do Daniel havia bolinhos de limão. Investiguem qual dos 
amigos do Daniel comeu mais bolinhos, sabendo que: 
 A Sofia comeu 
2
1
 de 2 bolinhos.  
 A Maria comeu 2 vezes meio bolinho.  
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 O Paulo comeu 
3
1
 de 3 bolinhos. 
 A Joana comeu 
3
2
 de 
2
3
 de bolinhos. 
 O Pedro comeu 
5
4
 de 
4
5
 de bolinhos. 
 O Ricardo comeu 
3
4
 de 
4
3
 de bolinho. 
 
Tarefa 10 
Calculem mentalmente recorrendo às propriedades da multiplicação. 
Identifiquem a (s) propriedade (s) a que recorreram para o cálculo de cada uma das 
expressões.  
10.1  
3
2
2
3
3
1
×





+ =     10.2  =×× 5,0
9
7
2  
10.3  =××
8
10
5
1
18,0     10.4  =





−×
7
4
3
4
4
3
 
10.5  =×××
7
5
20
25
2
8
5
    10.6  =××
4
3
11
7
4
 
 
 
DIVISÃO COMO ISOMORFISMO DE MEDIDAS 
 
Tarefa 11 
 11.1 Na festa de aniversário da Ana havia 2 l de sumo de maçã. Quantos copos 
de 
3
1
 l  se poderia encher com sumo de maçã?  
 11.2 Só alguns amigos da Ana gostavam de sumo de maçã. Destes, cada um 
bebeu 
3
2
 l do sumo de maçã que havia. Quantos eram os amigos da Ana que só 
gostavam de sumo de maçã? 
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 11.3 A mãe da Ana dividiu 3 pequenas tortas em fatias de 
5
2
. Em quantas fatias 
de 
5
2
 foram divididas as 3 tortas?  
 
 
 
 
Tarefa 12 
 12.1 O Daniel comprou 1
1
2
  l de leite. Se beber 1
2
 l de leite por dia, para quantos 
dias chega o leite que comprou?  
 
 12.2 Com a quantia de leite que o Daniel comprou poderão encher-se 6 copos de 
5
1
 l?  
 
Tarefa 13 
 
 Na figura ao lado o que representa 
8
1
2
1
÷ ?  
 
 
Tarefa 14 
 O André está a fazer uma colecção de 80 cromos. Neste momento já tem 48 
cromos. Que parte dos cromos já tem o André? Encontrem a fracção irredutível e 
verifiquem a vossa resposta. 
 
Tarefa 15 
 O João durante os seus percursos pedestres mantém uma velocidade média de 
2
1
4 km/h.  
 15.1 Estimem o tempo que demorará a percorrer 
4
1
2 km? Confirmem a vossa 
estimativa. 
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 15.2 Calculem o tempo que demorará a percorrer 
2
1
7 km. Demorará mais ou 
menos do que uma hora? Justifiquem a vossa resposta. 
 
Tarefa 16 
 A Beatriz tem 
8
7
 m de altura. A sua mãe tem 
4
3
1  m de altura. Quantas vezes é a 
mãe mais alta do que a Beatriz?  
 
Tarefa 17 
 A família do André vai de férias e levou o gato. Durante os 10 dias que vão estar 
fora o gato come 
2
1
2  kg de ração. Sabendo que todos os dias o gato come a mesma 
quantidade de ração, quanto come por dia? 
 
Tarefa 18 
 Na turma da Catarina estão a preparar um cenário para uma peça que vão 
representar numa festa organizada pela turma de artes. Arranjaram uma enorme folha de 
papel de cenário e pediram ajuda aos professores de E.V.T. 
 Prof. – Meninos, vou distribuir o trabalho: o grupo da Beatriz pinta um quarto da 
folha. No vosso grupo são 4, mas todos devem pintar igual parte! 
 
 18.1 Que parte da folha vai pintar cada um? 
 Prof. – Agora vou dar o dobro do papel que dei primeiro. Vai para o grupo do 
Gualberto, que tem o dobro dos alunos do grupo da Beatriz. 
 
 18.2 E agora, que parte da folha vai pintar cada um? 
 Prof. – Para o grupo do Tiago, que tem metade dos alunos do grupo da Beatriz, 
vai metade do papel que foi para eles. 
 
 18.3 Que parte da folha vai pintar cada um? 
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 19.1 Os pais do Tiago costumam fazer uma caminhada ao final da tarde com um 
grupo de amigos. Em 
2
1
h percorrem 1
4
3
km. Quanto percorrem numa hora? 
 19.2 Se percorrerem 1
4
3
km em 
4
3
h, quanto percorrem numa hora? 
 
Tarefa 20 
 A Catarina leu 36 páginas de um livro. Verificou que tinha lido 
5
3
 do livro. 
Quantas páginas lhe faltam ler?  
 
Tarefa 21 
 O João quando vai passear o cão usa apenas 
5
4
 do comprimento da trela, que 
corresponde a 
5
1
1  do metro. Calculem o comprimento total da trela? 
 
Tarefa 22 
 Escrevam um enunciado para cada uma das seguintes expressões: 
 A  
5
1
5
3
÷     B 
2
1
3
1
1 ÷  
 
 
MULTIPLICAÇÃO E DIVISÃO COMO PRODUTO DE MEDIDAS 
 
Tarefa 23 
 A piscina da escola foi feita num terreno rectangular, 
ocupando 
4
3
 do seu comprimento e 
3
2
 da sua largura. Será 
que a piscina ocupa metade do terreno? 
 
 
  
Tarefa 19  
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 24.1 O que se pretende calcular com a expressão 
2
2
7





 – 
2
2
3





 ? 
 24.2 Calculem a área do chão que não está coberta pela carpete. 
 
 
Tarefa 25 
 A carpete da ludoteca tem 
2
1
2  m2 de área. Tem 2 m comprimento. Calculem a 
sua largura. 
Tarefa 26 
 A turma do 6.ºA vai pintar um painel numa das paredes interiores do pavilhão 
gimnodesportivo da escola. Foi-lhes dito que o painel deveria ter 
8
3
 da área da referida 
parede e 
2
1
 da largura. Qual deverá ser o comprimento do painel? 
 
Tarefa 27 
 27.1 Qual é o número que multiplicado por 
5
2
 tem como resultado o número 2? 
Expliquem o vosso raciocínio. 
 
 27.2 Estimem primeiro se cada um dos quocientes é maior ou menor que 1 e 
depois calculem-nos. 
3
2
6
5
÷     5,025,0 ÷     
13
4
13
5
÷  
  
3
2
5
2
÷     1,35,2 ÷     25,05,7 ÷  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tarefa 24 
 No chão da sala de professores há uma carpete  
quadrada, conforme representa a figura.  
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais 
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PRÉ-TESTES 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PRÉ-TESTE – MULTIPLICAÇÃO E DIVI
 
 
 
 1. Na figura está representada a janela do quarto da 
Nayana. A cortina não está toda corrida, mas és capaz de 
dizer quantas Joaninhas tem a cortina? Explica o teu 
raciocínio. 
 
 2. A torneira da casa de banho do quarto da Beatriz 
está estragada e, mesmo fecha
verificou que durante meia hora a torneira perde 4 decilitros de água. Quantos decilitros 
de água perde a torneira num dia? Descreve o processo que usares para responder à 
questão. 
 
3. Qual é o número que multiplicado por 0,75 tem como
Descreve o processo que usares para responder à questão.
 
 4. Lê o seguinte diálogo entre dois alunos, passado na aula de Matemática:
- Posso multiplicar 6 por um número e obter, como resultado, um número que é 
menor do que 6 – afirmou o Pedro.
- Não, não podes – respondeu a Maria. 
o resultado é sempre um número maior do que 6.
 Qual dos dois alunos tem razão, o Pedro ou a Maria? Explica o teu raciocínio 
(podes dar exemplos). 
 
5. Um grupo de 27 amigos resolveu fazer um piquenique no campo e para se 
deslocarem levaram carros. Cada carro levava 5 pessoas. Quantos carros foram 
necessários para transportar os 27 amigos?
responder à questão. 
 
Nota: Deves explicar sempre
usares para responder à questão. Podes fazê
523
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da, pinga. A Beatriz 
 resultado o número 12? 
 
 
 
– Quando multiplicas 6 por outro número, 
 
 Descreve o processo que usares para 
 o teu raciocínio descrevendo o processo que 
-lo usando esquemas, palavras e/ou 
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6. Se distribuíres igualmente 3 litros de leite por 15 copos, que quantidade de 
leite ficará em cada copo? Descreve o processo que usares para responder à questão. 
 
7. Um rectângulo tem 1,5 m2 de área e 10 m de comprimento. Calcula a sua 
largura? Descreve o processo que usares para responder à questão. 
 
8. A Maria tem um quintal rectangular que mede 6 m de comprimento e 3 m de 
largura. Qual é a área do quintal da Maria? Descreve o processo que usares para 
responder à questão. 
 
 9. Calcula mentalmente e assinala com V (verdadeira) ou F (falsa) cada uma das 
seguintes igualdades: 
 
 
 
 
 
Descreve o processo que usares para calculares mentalemente. 
 
10. Escreve um enunciado para cada uma das seguintes expressões: 
   
A  12,6 ÷3       B  0,25 × 80 
 
 
 
 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais 
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PRÉ-TESTE – CONCEITO DE NÚMERO RACIONAL 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. No ano passado, a professora Andreia levou os seus alunos a fazer visitas de 
estudo relacionadas com os projectos que estavam a desenvolver. A escola organizou os 
lanches para cada grupo de alunos. Foram distribuídas baguetes pelos diferentes grupos 
para que as partilhassem igualmente entre os elementos de cada grupo.  
 
Aos 4 alunos que visitaram o Museu da Música deram 3 baguetes. 
Aos 5 alunos que visitaram o Museu Nacional do Teatro deram 4 baguetes.  
Aos 5 alunos que visitaram o Museu Nacional da Arte Antiga deram 3 baguetes.  
 
Terá sido esta partilha justa entre os diferentes grupos? Descreve o processo que 
usares para responder à questão. 
 
 
 2. A palavra MATEMÁTICA tem quantas letras? E quantas vogais? E quantas 
consoantes? 
Escreve uma fracção que represente a relação entre o número de vogais e o 
número total de letras. 
 
 
 3. Das figuras seguintes sublinha o nome das que têm metade pintada de cinzento? 
 
 
 
  
Nota: Deves explicar sempre o teu raciocínio descrevendo o processo que 
usares para responder à questão. Podes fazê-lo usando esquemas, palavras e/ou 
Triâ Cí   Quad Rectâ
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4. No dia do seu aniversário o Daniel levou para a escola um saco com 30 
gomas. Deu aos seus colegas de turma 
5
3
 dessas gomas. Quantas gomas deu o Daniel? 
Explica o teu raciocínio. 
 
 
5. A Inês colecciona selos. 4 selos correspondem a
3
1
 do número total de selos 
que a Inês já coleccionou. Quantos selos tem a Inês na sua colecção? Explica o teu 
raciocínio. 
 
 
6. A Serenela gastou 
3
1
 do seu dinheiro na compra de um livro e a Laura gastou 
metade do seu dinheiro na compra de um livro igual. Será possível os dois livros terem 
custado o mesmo? Explica o teu raciocínio (podes dar exemplos). 
 
 
7. Faz a correspondência entre as diferentes representações do mesmo número, 
conforme o exemplo: 
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8. Em cada um dos grupos de quatro fracções, duas são equivalentes. Coloca 
uma cruz em cima das que não são equivalentes. Explica o teu raciocínio. 
 
 
 
 
 
 9. Assinala na recta numérica os números: 2; 
5
1
2 ; 1,5; 
2
1
; 
4
3
 e 1,2. 
 
 
 
 
10. Escreve um número compreendido entre 2 e 
5
1
2 .  
 
  
 11. Quantos números te parece que existem entre 2 e 
5
1
2 ? 
Justifica a tua resposta. 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais 
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PROTOCOLO DAS ENTREVISTAS – MULTIPLICAÇÃO E 
DIVISÃO DE NÚMEROS INTEIROS E DECIMAIS 
 
INFORMAÇÕES AO ALUNO 
 
• Relembrar o aluno de que o objectivo deste estudo é tentar perceber como os 
alunos pensam durante a resolução de tarefas matemáticas, por isso será 
solicitado a resolver tarefas oralmente e por escrito. 
• Solicitar o aluno a verbalizar sempre o seu pensamento à medida que vai 
resolvendo as tarefas propostas, para que se possa perceber os raciocínios que o 
levam aos procedimentos que vai adoptando e registando.  
• Informar o aluno de que para resolver as tarefas e justificar os seus raciocínios 
para além da verbalização poderá recorrer a esquemas, palavras e/ou cálculos. 
• Comunicar ao aluno que a entrevista será gravada, já que seria muito difícil 
registar tudo o que se disser ao longo da mesma. 
• Comunicar ao aluno que os resultados das resoluções das tarefas, não 
influenciarão a sua avaliação.  
• Informar o aluno que será questionado durante a resolução das tarefas propostas, 
em função das produções que vai registando, com o objectivo de se perceber 
claramente como pensa (o porquê dos procedimentos e das estratégias a que 
recorre e das dificuldades que tem na resolução de cada uma das tarefas 
propostas.  
• Informar o aluno de que cada tarefa será apresentada numa folha individual, 
onde deverá fazer os registos da sua resolução.  
 
NOTAS PARA O ENTREVISTADOR 
• Deverá entregar-se uma tarefa de cada vez, respeitando a sequência numérica 
das tarefas.  
• Ler cada questão e pedir ao aluno que transmita por palavras suas o significado 
da mesma, não permitindo que a leitura e interpretação sejam motivo de 
dificuldade na resolução da mesma. 
• Colocar questões ao longo da entrevista de forma a tentar perceber o raciocínio 
do aluno, sempre que o mesmo não fique claro com as produções e 
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verbalizações dos procedimentos que vai apresentando. O objectivo é perceber o 
porquê dos procedimentos e das estratégias a que recorre e das dificuldades com 
que se depara na resolução das tarefas propostas, a fim de se recolherem 
evidências sobre o seu domínio das estruturas multiplicativas, bem como das 
componentes do sentido da operação. 
• Ter em conta a matriz de objectivos das tarefas da entrevista (Tabela 1). 
• A entrevista não deverá ultrapassar os 45 minutos. Findos estes, deverá ser 
interrompida e agendada uma data e hora para a sua continuidade e/ou 
conclusão.  
 
Tabela 2: Objectivos de aprendizagem das tarefas da entrevista 
MATRIZ DE OBJECTIVOS DAS TAREFAS – MULTIPLICAÇÃO E DIVISÃO DE NÚMEROS 
INTEIROS E DECIMAIS 
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Multiplicação 
Grupos 
equivalentes 
 
 
 
 
 
12 
1 e 2  
 
 
 
 
 
11 e 13 
Relação 
multiplicativa 
3 
 
Divisão 
Partilha 5 e 7 
Medida 6 e 8 
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Multiplicação 
 
 
Área rectangular 
 
 
4 
 
 
 
Divisão 
 
 
 
Medida em falta 
 
9 
 
Factor em 
falta 
 
10 
Notas: 
• Conhece conceitos e procedimentos ⊂  Resolve problemas ⊂  Raciocina. 
• As tarefas estão identificadas em função dos seus objectivos principais. 
 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais 
1.ª Entrevista:  
 
 1.1 Nos transportes da escola existe uma carrinha com 6 lugares. Quantos 
lugares existem em 7 carrinhas iguais àquela?
 
 1.2 Os autocarros têm 52 lugares cada 
da escola? 
A figura seguinte representa a janela da sala da Sofia. Quantos vidrinhos tem a 
janela no total? 
O Tiago tem o quádruplo do dinheiro da Sofia. Se a Sofia tem 12, 
dinheiro tem o Tiago? 
 
quintal rectangular que mede 6 m de comprimento e 3 m de largura. Qual a área do 
quintal da Maria? 
 
O desenvolvimento do sentido da multiplicaçã
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TAREFAS DAS ENTREVISTAS  
 
Tarefa 1 
 
um. Quantos lugares têm os 14 autocarros 
 
Tarefa 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tarefa 3 
 
Tarefa 4 
 A Maria tem um 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Q u a l  a  á r e a do 
Nos transportes da escola existe uma carrinha com 6 lugares. Quantos 
um. Quantos lugares têm os 14 autocarros 
A figura seguinte representa a janela da sala da Sofia. Quantos vidrinhos tem a 
O Tiago tem o quádruplo do dinheiro da Sofia. Se a Sofia tem 12, 50 € quanto 
A Maria tem um 
quintal rectangular que mede 6 m de comprimento e 3 m de largura. Qual a área do 
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5.1 A Sofia comprou 27 contas para fazer colares. Quer fazer 3 colares com o 
mesmo número de contas. Quantas contas levará cada colar?  
 5.2 A Sofia e as colegas de turma juntaram 153 contas para fazer colares. 
Fizeram 9 colares com o mesmo número de contas cada um. Com quantas contas ficou 
cada colar?   
 
Tarefa 6 
6.1 Vai haver uma reunião na escola onde estarão presentes 19 encarregados de 
educação. Poderão sentar-se 4 encarregados de educação em cada mesa. Quantas mesas 
vão ser necessárias para sentar os encarregados de educação presentes? 
 
6.2 No final de cada período fazem-se reuniões com todos os encarregados de 
educação de cada ano. Na reunião do 6.º ano estiveram presentes 104 encarregados de 
educação. Na sala de reuniões colocaram 13 cadeiras em cada fila. Quantas filas foram 
ocupadas com os encarregados de educação presentes? 
 
 
2.ª Entrevista 
 
Tarefa 7 
A Maria convidou 3 amigas para lanchar com ela. Beberam 2,6 litros de sumo de 
laranja, que distribuíram igualmente pelas 4. Quantos litros de sumo de laranja bebeu 
cada uma? 
 
Tarefa 8 
O Tiago costuma andar de barco na barragem de Castelo de Bode. A distância 
entre as margens do rio na zona mais próxima da barragem é 13,9 metros. Quanto 
tempo demorará a fazer esta travessia se o barco se deslocar a uma velocidade média de 
4,2 metros por segundo? 
Tarefa 9 
 A área de um rectângulo é 13,9 m2. Se o seu comprimento for igual a 3,3 m qual 
será a sua largura? 
 
Tarefa 5  
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais 
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 Qual é o número que multiplicado por 0,75 tem como resultado o número 12? 
Descreve o processo que usares para responderes à questão. 
 
Tarefa 11 
Lê o seguinte diálogo entre dois alunos, passado na aula de Matemática: 
- Posso multiplicar 6 por um número e obter, como resultado, um número que é 
menor do que 6 – afirmou o Pedro. 
- Não, não podes – respondeu a Maria. – Quando multiplicas 6 por outro número, 
o resultado é sempre um número maior do que 6. 
 Qual dos dois alunos tem razão, o Pedro ou a Maria? Explica o teu raciocínio 
(podes dar exemplos). 
 
Tarefa 12 
Calcula mentalmente e assinala com V (verdadeira) ou F (falsa) cada uma das 
seguintes igualdades: 
 
 
 
 
 
 
Tarefa 13 
Escreve um enunciado para cada uma das seguintes expressões: 
   
A  12, 6 ÷3       B  0, 25 × 80 
Tarefa 10  
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PROTOCOLO DAS ENTREVISTAS – MULTIPLICAÇÃO E 
DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS 
 
INFORMAÇÕES AO ALUNO 
 
• Relembrar o aluno de que o objectivo deste estudo é tentar perceber como os 
alunos pensam durante a resolução de tarefas matemáticas, por isso será 
solicitado a resolver tarefas oralmente e por escrito. 
• Solicitar o aluno a verbalizar sempre o seu pensamento à medida que vai 
resolvendo as tarefas propostas, para que se possa perceber os raciocínios que o 
levam aos procedimentos que vai adoptando e registando.  
• Informar o aluno de que para resolver as tarefas e justificar os seus raciocínios 
para além da verbalização poderá recorrer a esquemas, palavras e/ou cálculos. 
• Comunicar ao aluno que a entrevista será gravada, já que seria muito difícil 
registar tudo o que se disser ao longo da mesma. 
• Comunicar ao aluno que os resultados das resoluções das tarefas, não 
influenciarão a sua avaliação.  
• Informar o aluno que será questionado durante a resolução das tarefas propostas, 
em função das produções que vai registando, com o objectivo de se perceber 
claramente como pensa (o porquê dos procedimentos e das estratégias a que 
recorre e das dificuldades que tem na resolução de cada uma das tarefas 
propostas.  
• Informar o aluno de que cada tarefa será apresentada numa folha individual, 
onde deverá fazer os registos da sua resolução.  
 
NOTAS PARA O ENTREVISTADOR 
• Deverá entregar-se uma tarefa de cada vez, respeitando a sequência numérica 
das tarefas.  
• Ler a tarefa ao aluno e não permitir que a leitura e interpretação sejam motivo de 
dificuldade na resolução da mesma. 
• Colocar questões ao longo da entrevista de forma a tentar perceber o raciocínio 
do aluno, sempre que o mesmo não fique claro com as produções que vai 
apresentando e a verbalização das mesmas. O objectivo é perceber o porquê dos 
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procedimentos e das estratégias a que recorre e das dificuldades com que se 
depara na resolução das tarefas propostas, a fim de se recolherem evidências 
sobre o seu domínio das estruturas multiplicativas, bem como das componentes 
do sentido da operação. 
• Ter em conta a matriz de objectivos das tarefas da entrevista (Tabela 1). 
• Cada entrevista e/ou momento, não deverá ultrapassar os 45 minutos. Findos 
estes, deverá ser interrompida e agendada uma data e hora para a sua 
continuidade e/ou conclusão.  
 
Tabela 3: Objectivos das tarefas das entrevistas 
MATRIZ DE OBJECTIVOS DAS TAREFAS – MULTIPLICAÇÃO E DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS 
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Multiplicação 
Grupos 
equivalentes 
 
 
 
1  
 
5, 6 e  
7 
Parte-todo 2 
Relação 
multiplicativa 
3 e 4 
 
Divisão 
Medida  
8, 9, 10 e 
11 
 
12 e 
17 Partilha  
13, 14, 15 
e 16 
C
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Multiplicação 
 
 
Área rectangular 
 
 
 
 
18 
 
23 
 
 
 
Medida em falta 
 
19 
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Divisão 
 
 
 
Factor em 
falta 
24 
 
20 
 
21 e 
22 
Notas: 
• Conhece conceitos e procedimentos ⊂  Resolve problemas ⊂  Raciocina. 
• As tarefas estão identificadas em função dos seus objectivos principais. 
• As tarefas contemplam os diferentes significados das operações estudadas e dentro 
destes, diferentes representações dos números racionais. 
• As tarefas foram elaboradas com o intuito de avaliar as componentes essenciais do 
sentido das operações de multiplicação e divisão. 
 
TAREFAS DAS ENTREVISTAS 
 
1.ª Entrevista: Multiplicação como isomorfismo de medidas 
 
Tarefa 1 
 A Maria foi à padaria comprar pão. Cada pão pesava 
4
3
 kg. Quantos quilos de 
pão trouxe a Maria sabendo que comprou 4 pães?  
 
Tarefa 2 
 O Tiago tem 40 livros. 
8
3
 dos seus livros são de banda desenhada. Quantos 
livros tem de banda desenhada? 
 
Tarefa 3 
 A distância da casa da Sofia à escola é 
2
1
 da distância da casa do Tiago à 
escola. O Tiago mora a 
2
1
2  km da escola. 
 3.1 Qual dos dois colegas mora mais próximo da escola. Justifica a tua resposta 
recorrendo à recta numérica para explicares o teu raciocínio. 
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 3.2 O Tiago leva, em média, 
4
1
 de hora a percorrer 1 km. Quanto tempo precisa 
para percorrer 
2
1
2  km, ou seja, o percurso de casa à escola? Justifica a tua resposta. 
 
 
 
Tarefa 4 
 A Maria está a bordar um quadro. Durante as férias bordou metade do quadro. 
Desde que começaram as aulas bordou 
4
1
do que faltava bordar.  
 4.1 Que parte do quadro bordou a Maria depois das férias? 
 4.2 Qual das expressões seguintes representa a área do quadro que ficou por 
bordar? Justifica a tua resposta.  
 A. 
4
3
2
1
−   B. 
2
1
4
3
×   C. 
4
1
2
1
+   D. 
2
1
4
1
×  
 
Tarefa 5 
 A mãe do Tiago comprou um queijo. O Tiago comeu 
4
1
 do 
queijo e o André 
3
1
 do que sobrou. 
 5.1 O que representa a expressão: 
4
3
3
1
4
1
×+ ? 
 5.2 Escreve uma expressão que represente a parte do queijo que sobrou e 
calcula-a. 
 
Tarefa 6 
 Calcula cada uma das seguintes expressões. Não te esqueças de usares as 
propriedades da multiplicação sempre que estas te facilitem o cálculo. Escreve o nome 
da (s) propriedade (s) que usares. 
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A. =××× 0
3
5
5
3
4          B. =×× 1
3
1
3          C. =





+× 1
2
10
2,0          D. 
=××





3
1
516
4
1
2
 
 
Tarefa 7 
 Calcula mentalmente e depois explica como pensaste. 
 
16 × 0,25 =    32 × 0,5 =   20 × 0,25 =  
0,25 =  
 
0,25 × 160 =     0,5 × 320 =   0,25 × 200 =
200 = 
 
4 × 
100
1
 =     0, 01 × 40 =      40 ×  
10
1
 =  
    
2.ª Entrevista: Divisão como isomorfismo de medidas – medida 
 
Tarefa 8 
 O pai do Tiago comprou 5 litros de azeite e quer guardá-lo em garrafas de meio 
litro. 
8.1 Quantas garrafas serão necessárias? 
8.2 Se a mãe do Tiago gastar 
2
1
2  litros de azeite por mês, para quanto tempo 
chegarão os 5 litros de azeite? 
 
Tarefa 9 
 A Sofia tem 80 livros. Destes, 15 são de História. Que parte dos livros da Sofia 
são de História.   
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 Na visita de estudo os alunos levaram mochilas com os seus lanches. A mochila 
do Tiago pesava 
4
3
 kg e a mochila da Maria pesava 
2
1
 kg. Quantas vezes mais pesava 
a mochila do Tiago do que a da Maria?  
 
Tarefa 11 
 Um grupo de amigos costuma fazer uma caminhada no final da tarde. Se numa 
hora percorrem 
2
1
3  km, quanto tempo será necessário para percorrerem 
4
3
1  km?  
 
Tarefa 12 
 Observa as seguintes expressões:  
 A  
9
1
13
4
3
3
6
5
=





×÷





×    B  
9
1
12
4
3
2
6
5
=





÷÷





÷  
Indica, sem efectuares cálculos, o quociente de 
4
3
6
5
÷ . Justifica a tua resposta. 
 
 
3.ª Entrevista: Divisão como isomorfismo de medidas – partilha 
 
Tarefa 13 
 
4
1
kg de café dá para fazer 30 chávenas de café. Quantos gramas de café se 
gastam, em média, por cada chávena de café? 
  
Tarefa 14 
 O Tiago está a coleccionar cromos. 
 14.1 Já tem 28 cromos, ou seja, 
3
2
 da colecção completa. Quantos cromos lhe 
faltam para terminar a colecção? 
 14.2 E se 
5
4
 da colecção completa fossem 48 cromos, quantos cromos teria a 
colecção completa? 
  
 
Tarefa 10 
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Tarefa 15 
 Numa caminhada que fez durante o fim-de-semana, a Sofia percorreu 
2
1
1 km em 
4
1
de hora. Dado que manteve a mesma velocidade média, quantos quilómetros terá 
percorrido numa hora? 
 
Tarefa 16 
O Tiago comprou uma mangueira para regar o jardim. Por norma só desenrola 
5
1
4 m da mangueira que comprou. Quantos metros tem a mangueira, sabendo que o 
Tiago só usa 
5
3
 da mangueira? 
 
 
Tarefa 17 
 Calcula mentalmente e depois explica como pensaste. 
 
4 ÷  0,25 =                  12 ÷ 0,5 =  20 ÷  0,75=  
  
 
0,25 ÷  40 =     0,5 ÷  120 =   0,75 ÷  200 = 
 
 
 
4.ª Entrevista: Multiplicação e divisão como produto de medidas 
 
Tarefa 18 
 Qual é a área de um rectângulo que tem 
4
1
 m de largura e 
3
2
 m de 
comprimento? 
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 Um rectângulo tem 
2
1
 m2 de área e 
4
3
 m de comprimento. Calcula a sua 
largura? 
 
Tarefa 20 
 20.1 Qual é o número que multiplicado por 
6
5
 dá 1. 
 20.2 Qual é o número que multiplicado por 
4
3
 dá 6? 
 
Tarefa 21 
 21.1 Estima quais das seguintes expressões representam quocientes menores que 
1 e maiores que 1. Justifica as tuas respostas. 
 A 
7
3
7
2
÷    B  
7
2
5
2
÷    C  0,75 ÷0,8 
 21.2 Completa de modo a obteres afirmações verdadeiras: 
 01,3...... =÷   ......
3
2
3
2
=÷   ......
3
2
0 =÷   
8
7
......
8
7
=÷  
 ......1
5
1
2 =÷   impossível....2,4 ÷  1
5
2
...... =÷   ......05,1 =÷  
 21.3 Completa com o sinal 〉  ou 〈 , sem realizares cálculos, de modo a obteres 
afirmações verdadeiras. Justifica as tuas opções. 
 
A  5,0
8
3
......2,0
8
3
÷÷      B  4,025,0.....
5
1
4
1
÷÷   C  
4
1
7
5
......
2
1
7
5
÷÷  
 
Tarefa 22 
 Escreve um enunciado para cada uma das seguintes expressões: 
A  
4
1
2
1
÷    B  
3
1
25÷  
 
  
  
  
 
Tarefa 19
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 Escreve um enunciado para cada uma das seguintes expressões: 
A  
2
1
3×    B  
4
3
3
1
×  
 
Tarefa 24 
 Qual o número racional representado por cada uma das seguintes expressões 
numéricas: 
 A. =+÷




 4
2
2
20
16
5
4
    B. =÷−× 2
4
3
2
1
1
3
2
 
 
 
  
 
Tarefa 23
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PÓS-TESTES – MULTIPLICAÇÃO E DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS 
 
 
 
 
  
1. A Maria comprou 4 kg de morangos para fazer doce. Por cada quilo de 
morangos gasta 
4
3
 kg de açúcar. De quantos quilos de açúcar vai precisar? 
 
 
 2. A Beatriz começou a fazer um colar para oferecer à sua irmã. O colar vai 
levar 40 peças e a Beatriz reparou que só tem 
5
3
 das peças necessárias. Quantas peças 
vai ter de comprar para terminar o colar?  
 
 
 3. Durante os seus percursos pedestres o Tiago desloca-se a uma velocidade 
média de 
2
1
4  km por hora. Quantos quilómetros percorrerá em 
2
1
 hora? 
 
 
 4. O Tomás e a Catarina compraram uma folha de papel de cenário. Ontem 
pintaram 
3
1
 da folha e hoje 
3
2
 do que ficou por pintar.  
 
 4.1 Escolhe entre as expressões a seguir apresentadas, as que permitem calcular 
a parte da folha de papel de cenário que o Tomás e a Catarina pintaram hoje. Justifica 
as tuas escolhas. 
  
A. 
3
2
3
1
+   B. 
3
2
3
1
−   C. 
2
3
2





   D. 
3
2
3
2
×  
Nota: Deves explicar sempre o teu raciocínio descrevendo o processo que 
usares para responder à questão. Podes fazê-lo usando esquemas, palavras e/ou 
O desenvolvimento do sentido da multiplicação e divisão de números racionais 
554
 
 4.2 Escreve uma expressão numérica que represente a parte da folha de papel de 
cenário que o Tomás e a Catarina pintaram nos dois dias. 
 
 
 5. Observa a expressão A  2
4
1
1 ×  
 5.1 Assinala na recta numérica o número representado pela expressão. Explica o 
teu raciocínio. 
  
 
 5.2 Inventa um enunciado para a expressão A. 
 
 
 6. Calcula cada uma das seguintes expressões recorrendo às propriedades da 
multiplicação e indica o nome da (s) propriedade (s) a que recorreste. 
A. =×× 4
7
3
4
1
  B. =×× 8,00
8
10
 C. =××
8
7
2
1
1
3
2
 D.
=





−×
5
2
4
2
2
5
 1.  
 
 
 7. O Pedro tem 
5
4
 de uma colecção de cromos e a Inês tem 
5
2
 da mesma 
colecção. Faz uma estimativa de quantas vezes mais cromos tem o Pedro do que a Inês? 
Verifica a tua resposta.  
 
 
 8. Na escola da Laura 
5
2
 dos alunos que frequentam o 2.º ciclo são rapazes. 
Quantos alunos frequentam o 2.º ciclo sabendo que 92 são rapazes?  
  
 
 9. A mãe do Pedro fez um percurso numa auto-estrada sempre à mesma 
velocidade.  
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 9.1 O Pedro observou que numa hora e um quarto percorreram 125 km. Quantos 
quilómetros percorreram numa hora?  
 9.2 Mantendo aquela velocidade, a mãe do Pedro percorre 
4
2
1  km por minuto. 
Quantos minutos precisa para percorrer 
4
3
km?  
 
 
 10. Inventa um enunciado para a expressão 
5
1
5
3
÷ . 
 
 
 11. Qual o número racional representado por cada uma das seguintes expressões 
numéricas: 
 A. =+÷





2,1
4
1
4
1
2
   B. =+





÷ 6
2
1
7
4
49
16
 
 
 
 12. Sabendo que 
5
1
1
3
2
5
4
=÷ , indica o valor de cada uma das expressões que se 
seguem. Justifica a tua resposta. 
 A  =





×÷





× 5,0
3
2
5,0
5
4
   B  =





÷÷





÷ 2
3
2
2
5
4
 
 
 
 13. O pai do Tomás vai forrar uma parede do seu jardim com azulejos 
quadrados cujo lado mede 
5
1
 do metro.  
 
 13.1 Calcula a área de cada azulejo? 
 
 13.2 Sabendo que a parede tem 12 m2 de área e 
2
1
1  m de altura, calcula o seu 
comprimento? 
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 14. Estima quais das seguintes expressões representam quocientes menores que 
1 e maiores que 1. Justifica as tuas respostas. 
 A 
7
5
7
6
÷    B 25,05,0 ÷    C 
5
2
7
2
÷   
 
 
15. Assinala com um V (verdadeiro) ou um F (falso) cada uma das seguintes 
igualdades e corrige as falsas. 
 
  
 
 
 
  
 16. Completa de modo a obteres afirmações verdadeiras: 
 
 16.1 Identificando o número em falta: 
......
9
5
9
5
=÷    03,2...... =÷      
7
3
......
7
3
=÷      
......1
5
1
2 =÷  
impossível....12÷    1
5
2
...... =÷     ......
3
2
0 =÷     ......05,1 =÷  
 
 16.2 Colocando o sinal 〉  ou 〈 , sem realizares os cálculos. Justifica as tuas 
opções. 
4
1
4
3
......
2
1
4
3
÷÷         5,0
7
5
......2,0
7
5
÷÷         
4,05,0.....
5
1
2
1
÷÷  
 
10
4
1
40 =÷  325,016 =×  
1625,04 =÷  
80160
2
1
=×  
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 17. Qual é o número que multiplicado por 
4
3
 tem como resultado 6? 
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PÓS-ENTREVISTA 
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PROTOCOLO DA ENTREVISTA – MULTIPLICAÇÃO E 
DIVISÃO DE NÚMEROS RACIONAIS 
 
INFORMAÇÕES AO ALUNO 
 
• Relembrar o aluno de que o objectivo deste estudo é tentar perceber como os 
alunos pensam durante a resolução de tarefas matemáticas, por isso será 
solicitado a resolver tarefas oralmente e por escrito. 
• Solicitar o aluno a verbalizar sempre o seu pensamento à medida que vai 
resolvendo as tarefas propostas, para que se possa perceber os raciocínios que o 
levam aos procedimentos que vai adoptando e registando.  
• Informar o aluno de que para resolver as tarefas e justificar os seus raciocínios 
para além da verbalização poderá recorrer a esquemas, palavras e/ou cálculos. 
• Comunicar ao aluno que a entrevista será gravada, já que seria muito difícil 
registar tudo o que se disser ao longo da mesma. 
• Comunicar ao aluno que os resultados das resoluções das tarefas, não 
influenciarão a sua avaliação.  
• Informar o aluno que será questionado durante a resolução das tarefas propostas, 
em função das produções que vai registando, com o objectivo de se perceber 
claramente como pensa (o porquê dos procedimentos e das estratégias a que 
recorre e das dificuldades que tem na resolução de cada uma das tarefas 
propostas.  
• Informar o aluno de que cada tarefa será apresentada numa folha individual, 
onde deverá fazer os registos da sua resolução.  
 
NOTAS PARA O ENTREVISTADOR 
• Deverá entregar-se uma tarefa de cada vez, respeitando a sequência numérica 
das tarefas.  
• Ler a tarefa ao aluno e não permitir que a leitura e interpretação sejam motivo de 
dificuldade na resolução da mesma. 
• Colocar questões ao longo da entrevista de forma a tentar perceber o raciocínio 
do aluno, sempre que o mesmo não fique claro com as produções que vai 
apresentando e a verbalização das mesmas. O objectivo é perceber o porquê dos 
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procedimentos e das estratégias a que recorre e das dificuldades com que se 
depara na resolução das tarefas propostas, a fim de se recolherem evidências 
sobre o seu domínio das estruturas multiplicativas, bem como das componentes 
do sentido da operação. 
• Ter em conta a matriz de objectivos das tarefas da entrevista (Tabela 1). 
• Cada momento da entrevista não deverá ultrapassar os 45 minutos. Findos estes, 
deverá ser interrompida e agendada uma data e hora para a sua continuidade 
e/ou conclusão.  
 
Tabela 4: Objectivos das tarefas das entrevistas 
MATRIZ DE OBJECTIVOS DAS TAREFAS – MULTIPLICAÇÃO E DIVISÃO DE NÚMEROS 
RACIONAIS 
 
 
OBJECTIVOS 
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R
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E
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N
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O
S
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R
O
B
L
E
M
A
S
/ 
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C
O
M
P
R
E
E
N
D
E
 
S
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U
A
Ç
Õ
E
S
 D
E
 I
S
O
M
O
R
F
IS
M
O
 
D
E
 M
E
D
ID
A
S
 
Multiplicação 
Grupos 
equivalentes 
10, 13 e 16 
7 
1, 12, 
14, 15 
Parte-todo 6 
Relação 
multiplicativa 1.1 
Divisão 
Medida 5 e 9 
Partilha 2 e 3 
C
O
M
P
R
E
E
N
D
E
 
S
IT
U
A
Ç
Õ
E
S
 D
E
 P
R
O
D
U
T
O
 
D
E
 M
E
D
ID
A
S
 
Multiplicação Área rectangular 
 
 
4 
Divisão 
 
 
 
Medida em falta 
 
1.2 
 
Factor em falta 8 
Notas: 
• Conhece conceitos e procedimentos ⊂  Resolve problemas ⊂  Raciocina. 
• As tarefas estão identificadas em função dos seus objectivos principais. 
• As tarefas contemplam os diferentes significados das operações estudadas e dentro  
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destes, diferentes representações dos números racionais. 
• As tarefas foram elaboradas com o intuito de avaliar as componentes essenciais do 
sentido das operações de multiplicação e divisão. 
 
 
TAREFAS DA ENTREVISTA 
 
1.ª Momento 
 
Tarefa 1 
 A Sofia andava a bordar um tapete de Arraiolos.  
 1.1 Quando já tinha 
3
2
 do tapete bordado, reparou que se tinha enganado. Teve 
de desmanchar 
2
1
 do que já tinha bordado. Que parte do tapete teve a Sofia que 
desmanchar?  
 1.2 O tapete tem 
10
9
 m2 de área e
4
3
 m de largura. Qual é o comprimento do 
tapete?  
 
Tarefa 2 
 A mãe da Maria comprou 
2
1
3  kg de maçãs e pagou 5,25 €. Quanto custou cada 
kg?  
 
Tarefa 3 
 Uma oitava parte das espécies protegidas de um parque natural estão em vias de 
extinção. Se há 38 espécies em vias de extinção, quantas são as espécies protegidas? 
 
Tarefa 4 
 As paredes dos balneários da escola vão ser forradas com azulejos quadrados 
cujo lado mede 
5
1
 do metro. Calcula a área de cada azulejo. 
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5.1 O Tiago já leu 60 páginas de um livro que foi buscar à biblioteca. O livro 
tem 75 páginas. Que parte do livro já leu?  
 5.2 O seu irmão André leu 
5
3
 do mesmo livro. Quantas vezes mais leu o Tiago 
do que o André?  
 
Tarefa 6 
 6.1 Uma empregada doméstica ganha 5 € por hora. Quanto ganha em 
4
3
 de 
hora?  
 6.2 Se ganhar 5,5 € por hora, quanto ganha ao fim de 8 horas de trabalho? 
   
 
2.º Momento 
 
Tarefa 7 
 Para uma refeição na cantina de uma escola comprou-se 40,8 kg de peixe. 
Determina a quantidade de peixe que consumiram se cada um comesse 
4
1
kg de peixe.  
 
Tarefa 8 
 Qual é o número que multiplicado por 
5
2
 tem como resultado o número 2? 
 
Tarefa 9 
 9.1 O João durante os seus percursos pedestres mantém uma velocidade média 
de 
2
1
4 km/h. Faz uma estimativa do tempo que demorará a percorrer 
4
1
2 km? Confirma 
a tua estimativa. 
 9.2 Se o João percorrer 
2
1
1
 
km em 
5
4
 de hora, quantos quilómetros percorre 
numa hora, mantendo a mesma velocidade? 
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Tarefa 10 
 Assinala com um V (verdadeiro) ou um F (falso) cada uma das seguintes 
igualdades e corrige as falsas. 
 
 
 
 
 
 
 
Tarefa 11 
11.1 Faz uma estimativa para o valor de cada um dos seguintes quocientes e 
coloca-os por ordem crescente. Justifica a tua resposta.      
A  
5
1
5,2 ÷         B  
2
1
5,2 ÷    C  
8
1
5,2 ÷  
  
11.2 Cada uma das expressões representa quocientes maiores ou menores que 
um? Justifica a tua resposta. 
 
Tarefa 12 
 Qual dos seguintes quocientes representa um número maior. Justifica a tua 
resposta. 
 A  





×÷





×
2
1
3
2
2
1
7
6
   B  





÷÷





÷ 4
3
2
4
7
6
 
 
 
3.º Momento 
 
Tarefa 13 
 Calcula as seguintes expressões numéricas: 
 
 A  =×÷+





1
9
2
4
1
2
1
3
    B  =××÷





+
7
5
3
1
1
3
7
2
1
4
5
 
 
10
4
1
40 =÷  325,016 =×  
1625,04 =÷  
80160
2
1
=×  
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 C  
3
1
20
8
7
4
3
4
1
5,0 ××−





+×    D  
3
1
22
3
1
2
1
1 ÷×





−  
 
Tarefa 14 
 14.1 Representa na recta numérica os produtos representados por cada uma das 
seguintes expressões: 
 
 A  
2
1
4
1
×        
  
 
 
 B  
4
3
3
3
2
×    
 
 
  
 14.2 Inventa um enunciada para cada uma das expressões anteriores. 
 
Tarefa 15 
 Inventa um enunciado para cada uma das seguintes expressões: 
 
  A  
2
1
4
1
÷    B  
3
1
20÷  
 
Tarefa 16 
 Calcula o quociente que se obtém dividindo o dobro do quadrado de um terço 
por um. 
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Registo das observações 
Data: Hora: Local: Duração: 
Registo descritivo: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Registo reflexivo: 
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